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PEATUKK 1

Defineerimine ja toestamine

1.1 Definitsioonid ja defineerimine

Igapdevastes vestlustes kasutame paljusid moisteid ilma, et me nende tépse
maaratluse lile pikemalt pead murraks. Koer on koer ja auto on auto ning kuni
molemad vestluspartnerid asjadest enam-vahem iihtmoodi aru saavad, polegi
palju rohkem seletada vaja.

Paraku esineb praktikas tihti ka olukordi, kus moistete tipsem maédaratle-
mine osutub méodapaasmatuks. Nditeks pole kiisimusele ,, Kui palju on Eestis
metsa?“ voimalik vastata ilma, et lepikisme enne kokku, misasi tapselt on mets.

Nii sitestab Metsaseadus 2025. aasta redaktsioonis!, et metsamaa ,,on maa-
tiikk pindalaga vahemalt 0,1 hektarit, millel kasvavad puittaimed korgusega va-
hemalt 1,3 meetrit ja puuvorade liitusega vahemalt 30 protsenti.“ Ka see maa-
ratlus pole 16puni iheseltmoistetav. Nii nditeks on tdpsustamata, kuidas maa-
tiiki pindala moota voi kuidas hinnata puuvorade suurust — vastavast metoo-
dikast voib piiripealsetel juhtudel soltuda, kas meie ees seisev voserik kvalifit-
seerub metsaks voi mitte.

Matemaatikas on voetud eesmargiks kisitletavate moistete tiiesti tdpne ja
iiheseltmoistetav madratlemine ehk defineerimine; vastavat maaratlust ennast
nimetatakse definitsiooniks.

Taielikul tdpsusel on ka oma hind. Nii pole voimalik koigile {iheselt moiste-
tavalt defineerida reaalseid fiiiisilisi objekte (nagu puu voi maja), sest erinevad
inimesed voivad neid tajuda erineval moel. Lisaks esineb fiiiisilises maailmas
alati uduseid piiripealseid juhte, mille puhul pole voimalik kindlalt otsustada,
kas néiteks mingi konkreetne lobudik on maja voi ei.

Legend raagib, et Vana-Kreeka filosoof Platon piitidnud inimest defineerida
kui sulgedeta kahejalgset. Selle peale votnud teine filosoof, Diogenes, kana,
kitkunud ta sulgedest paljaks ja viinud Platonile, sonades: ,,Nie, siin on sulle

Ihttps://www.riigiteataja.ee/akt/11912202400671eiaKehtiv
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6 Peatiikk 1. Defineerimine ja t6estamine

inimene!“

Harjutus 1.1 Jagunege paaridesse voi rithmadesse. Uks paariline voi rithm
piitiab vilja pakkuda liihikesi definitsioone igapédevastele asjadele ja ndhtus-
tele (maja, auto, tool, sdprus, jne) ning teine piitiab leida niiteid, mis toodud
definitsioonile vastaks, kuid mis ilmselgelt kirjeldatava moiste alla ei mahu.

Matemaatilised definitsioonid saavad niisiis kdia ainult abstraktsete, ideaal-
sete moistete kohta.

Uks levinud vote uue moiste defineerimisel on tugineda monele teadaole-
vale moistele ning seda kitsendada. Niiteks:

I Definitsioon 1.1. Ruut on ristkiilik, mille koik kiiljed on vordse pikkusega.

Niitlid kerkib muidugi kiisimus, kuidas defineerida ristkiilik. Sedagi saab te-
ha iildisema nelinurga méiste kaudu:

I Definitsioon 1.2. Ristkiilik on nelinurk, mille koik nurgad on tdisnurgad.

Selle definitsiooni moistmiseks on omakorda vaja nelinurga ja nurga (voi
vahemalt tdisnurga) moistet. Niisiis peame jatkama:

I Definitsioon 1.3. Nelinurk on nelja tipuga hulknurk.

Definitsioon 1.4. Hulknurk on ennast mitteloikava kinnise murdjoone poolt
piiratud tasandiosa.

Definitsioon 1.5. Murdjoon on joon, mis koosneb jdrjestikku paiknevatest
sirgloikudest ehk liilidest, kusjuures iga liili lopp-punkt on tilimalt iihe jdrgmise
liili alguspunkt.

I Definitsioon 1.6. Sirgloik on sirge kahe punkti vaheline punktihulk.

Tekib kiisimus, kui kaugele sellise definitsioonide jadaga minna saab. Kas
toesti lopmatuseni?

Lopmatust definitsioonidejadast oleks vihe kasu, sest nii ei saaks kunagi
midagi dra defineeritud. Seeparast on matemaatikud kokku leppinud teatud
algmaistetes. Geomeetria algmoistete hulka kuuluvad naiteks punkt, sirge ja ta-
sand. Nendele lisanduvad veel niiteks hulgateooria algmoisted hulk ja element.

Algmoistete baasil postuleeritakse omakorda algseosed (niiteks ,element
kuulub hulka“ ,punkt kuulub sirgele ja ,,punkt asub sirgel kahe teise antud punkti
vahel®) ning algvidited ehk aksioomid (nditeks ,kahe erineva punkti jaoks leidub
tdpselt iiks sirge, millele need mélemad punktid kuuluvad®).

Kiisimus, millised viited tuleks 6igupoolest aksioomideks lugeda, pole kau-
geltki lihtne. Tasandi geomeetria esimese aksiomaatilise iilesehituse andis ju-
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1.1 Definitsioonid ja defineerimine 7

ba Eukleides?, kuid vaidlused selle iile, millised viited tuleb tdpselt aksioomi-
dena postuleerida, kestsid iile 2000 aasta (!), kuni vene matemaatik Nikolai Lo-
batSevski® asjasse 19. sajandi keskpaigas 16puks selguse toi.

Tapsemalt kidis vaidlus niinimetatud paralleelide aksioomi iile. Defineerime
koigepealt sirgete paralleelsuse.

Definitsioon 1.7. Utleme, et kaks samal tasandil paiknevat sirget on paral-
leelsed, kui neil pole iihtegi iihist punkti.

Paralleelide aksioomi saame niiiid sonastada jargmiselt:

Kui punkt P ei asetse sirgel s, siis leidub nendega maaratud tasandil parajasti
iiks sirge, mis 1dbib punkti P ja ei 16ika sirget s.

Kiisimus oli, kas seda védidet saab teistest aksioomidest tuletada voi mitte. Kor-
duvalt anti sellele viitele toestusi ning korduvalt avastati neist tdestustest vi-
gu, kuni LobatSevski esitas konstruktsiooni, kus koik teised eukleidilise geo-
meetria aksioomid kehtivad, aga paralleelide aksioom mitte. Sellega oli ndida-
tud, et paralleelide aksioomi ei saa teistest tuletada ning ta tuleb eraldi postu-
leerida.

Ukski geomeetria aksioom ei ndua otsesonu, et tasand peab vilja nigema
nagu lopmatu paberileht. On tédiesti moeldavad geomeetriad, kus on 16plik arv
punkte. Vaatleme néiteks tasandit, mis koosneb neljast punktist, mis omakorda
moodustavad kuus sirget:

Seda joonist tuleb moista nii, et iga sirge koosnebki kahest puntist. Punkte
ithendavad punktiirid ise ei ole sirgete osad, nad vaid markeerivad, millised
punktid vastava sirge moodustavad. Muuhulgas ei tekita punktiiride 16ikumi-
ne joonisel uut punkti.

Ulesanne 1.1 Kontrolli, et selle tasandi iga kahe erineva punkti jaoks leidub
tapselt, iiks sirge, millele need kaks punkti kuuluvad.

Ulesanne 1.2 Kas sellel tasandil kehtib paralleelide aksioom?

Teise nditena vaatleme Fano tasandit*, millel on 7 punkti ja 7 sirget:

2Eukleides oli Vana-Kreeka filosoof ja matemaatik, kes elas umbes 300 aastat e.m.a. Oma teo-
sega ,Elemendid" rajas ta siistemaatilise aluse tdnapédevasele geomeetriale ja tegelikult kogu ma-
temaatikale.

3Nikolai LobatSevski (1792-1856) oli vene matemaatik ja mitteeukleidilise geomeetria rajaja.

4Gino Fano (1871-1952) oli Itaalia matemaatik, kes on tuntud oma panuse poolest I6plike geo-
meetriate uurimisse.
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] Peatiikk 1. Defineerimine ja t6estamine

Jdllegi tuleb joonist moista nii, et igal sirgel on kolm punkti ja punktiirid vaid
markeerivad iihele sirgele kuulumist. Muuhulgas on iiks ,,sirge pildil sootuks
ringikujuline, aga see pole iildse tdhtis.

Ulesanne 1.3 Kontrolli, et Fano tasandi iga kahe erineva punkti jaoks leidub
téapselt, liks sirge, millele need kaks punkti kuuluvad.

Ulesanne 1.4 Kas Fano tasandil kehtib paralleelide aksioom?

Tuleme niiiid tagasi harjumuspérase ,l6pmatu paberilehe® moodi tasandi
juurde ja anname sellel ringjoone definitsiooni.

Definitsioon 1.8. Ringjooneks nimetame tasandi punktide hulka, mis asuvad
iihest fikseeritud punktist O fikseeritud kaugusel r. Punkti O nimetame selle
ringjoone keskpunktiks ning pikkust r nimetame selle ringjoone raadiuseks.

Kas ringjoone defineerimiseks piisab, kui meil on olemas tasandi, punkti ja
hulga moisted? Selgub, et ei piisa — lisaks kasutab definitsioon 1.8 ka kauguse
moistet.

Defineerides kauguse kui liihima voimaliku tee pikkuse tasandil, saame tut-
tava immarguse ringjoone:

Kas kauguse defineerimiseks on ka muid voimalusi? Selgub, et on kiill. Mot-
leme niiteks taksojuhile, kelle iilesanne on viia klient iihest kohast teise. Kas
ta saab soita otse? Enamasti mitte, sest ta peab lilkuma modda teid, mis viivad
iimber majade, parkide, tiikide ja muude takistuste. New Yorgis on Manhattani
linnaosa, mille ristuvad tdnavad ja aventiilid jagavad korraparasteks ristkili-
kukujulisteks kvartaliteks. See tdhendab, et taksojuht saab liikuda ainult {ihes
kahest ristuvast sihist ning saab teha ainult tdaisnurkseid poordeid.
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1.2 Vaidete tdestamine 9

Kui s6idu algus- ja 16pp-punktid on antud oma koordinaatidega vastavalt
A(za;ya) ja B(zp;ys), siis teepikkuseks, mille takso 1dbib, on tema z- ja y-
telje sihis labitud teepikkuste summa

lzp — za|l + |lys — yal -

Niimoodi defineeritud kaugust tasandi punktide vahel nimetatakse Manhattani
kauguseks.

Ulesanne 1.5 Millised ndevad vilja ringjooned tasandil, kui kasutada ringjoo-
ne definitsioonis 1.8 Manhattani kaugust?

1.2 Vaiidete toestamine

Viidete toestamine on matemaatikas keskne kontseptsioon. Sellest johtuvalt
voib Gelda, et korrektselt motlema ja pohjendama 6ppimine on koolis mate-
maatika Opetamise koige stigavam eesmark iildse.

Toestamine ei pea olema (ega tohigi olla) miski, millest rddkida kui viga
keerulisest ja raskestiomandatavast teemast. Koolimatemaatika pakub palju
voimalusi lihtsate (ja ilusate!) toestuste leidmiseks ning neid voimalusi tuleks
tunnis kindlasti kasutada.

Uheks voimaluseks on iilesanded, kus 6pilastel lastakse ndidete pohjal avas-
tada mingi reegel ning kiisitakse seejirel, kas see reegel kehtib alati. Sellised
tilesanded pakuvad nii avastusroomu kui ka eduelamust juhul kui tdepoolest
onnestub reegli iildises kehtivuses veenduda.

Ulesanne 1.6 Kohtumisele saabus kolm adrimeest, kes koik iiksteist kattpidi
tervitasid; kokku tehti kolm kdepigistust. Jirgmisel paeval osales kohtumisel
neli arimeest ja kui koik koiki tervitanud olid, loeti kdepigistused jdlle kokku
- seekord oli tulemuseks kuus (kontrolli!). Mitu kdepigistust saavad kokku
viis drimeest? Aga kuus? Kas oskad leida valemi n drimehe kdepigistuste ko-
guarvu leidmiseks?

Lahendus. Kujutame drimehi punktidena ja kdepigistusi kriipsudena punk-
tide vahel.
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10 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

A <P Ey §

Joonte kokkulugemine annab tulemuseks jargmise tabeli:

Arimehi  Kéepigistusi

3 3
4 6
5 10
6 15

Selle tabeli reeglit pole kohe lihtne 1dbi ndha, aga asi saab selgemaks, kui
korrutada kaepigistuste arvud 2-ga:

Arimehi 2-Kdepigistusi

3 6

4 12
5 20
6 30

Kui drimehi on n, siis selles tabelis kehtib seos 2 - Kaepigistusi = n(n — 1),
mis annab kdepigistuste arvuks w Aga kas see reegel kehtib ka {ildiselt?

Osutub, et kehtib kiill. Igaiiks n drimehest surub kitt igatihega n — 1 iilejda-
nu seast, seega on drimeeste kaupa lugedes kiepigistusi kokku n(n — 1). Jadb
iile tdhele panna, et nonda loendame iga kdepigistust tépselt kaks korda, kord
kummagi asjaosalise vaatest. Niisiis saamegi kidepigistusi kokku @ tiikki.
O

Monikord on reegli draarvamine justkui lihtne, aga kas sellele dnnestub ka
toestus anda?

Ulesanne 1.7 Vali ringjoonel kaks punkti ja {thenda nad sirgloiguga. Mitmeks
osaks jagab see 10ik ringi? Niiiid vali ringjoonel kolm punkti ja iihenda nad
koik paarikaupa loikudega. Mitmeks osaks ring niiiid jaguneb? Proovi sama
ka iihe, nelja ja viie punktiga. Milline hiipotees tekib? Kas seda hiipoteesi
onnestub toestada?

Siinsesse jaotisesse on autor kogunud veel rea {ilesandeid, mille baasil on
hea oppida eristama hiipoteesi ja toestatud vdidet. Samalaadset materjali leiab
ka Lea ja Tiit Lepmanni tdnuvaérsest kogumikust [3].

Ulesanne 1.8 Uurime jarjestikuste paaritute arvude summasid:

I=1,
1+3=4,
1+3+5=09,

1+3+5+7=16.
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1.3 Eeldus ja vaide 11

Kas paned midagi tahele? Uuri, kas see tdhelepanek kehtib ka jirgmiste paa-
ritute arvude korral. Kas suudad leitud reegli ka pohjendada?

Ulesanne 1.9 Uurime naturaalarvude kuupide vahesid nende arvude endiga:

¥—1=1-1=0,

22 -2=8-2=6,
33-3=21-3=24=4-6,
43 —4=64—-4=60=10-6,
P 5 = 15— 5 = 10 = 20}~ (5.

Arvestades, et 0 = 0-6ja 6 = 1-6, selgub, et tulemus on nende ndidete puhul
arvu 6 kordne (ehk jagub 6-ga). Kas see reegel kehtib alati?

Ulesanne 1.10 Joonesta (nditeks diinaamilise geomeetria programmi abil) su-
valine nelinurk ABCD. Olgu K, L, M, N vastavalt kiilgede AB, BC,CD,DA
keskpunktid. Pane tdhele, et nelinurk K LM N tuleb alati teatud liiki. Millist?
Kas suudad pohjendada, miks ta alati seda liiki tuleb?

Ulesanne 1.11 Uurime avaldise n? —n+11 vddrtustn = 0,1,2,3,4, 5, .. . korral:

0°—0+11=0+11=11,
12-1+11=0+11=11,
22 _2411=2+11=13,
32 -34+11=6+11=17,
42 _4411=12+11=23,
52 -5+4+11=20+11=31.

Koik leitud vaartused on algarvud. Kas suudad niidata, et n?> — n + 11 on
algarv iga naturaalarvu n korral?

Ulesanne 1.12 Aga kuidas on lugu avaldisega n? + n + 41? Kas see annab iga
naturaalarvu n korral vaartuseks algarvu?

1.3 Eeldus ja vaide

Nagu nigime jaotises 1.2, ei kehti koik véited sugugi mitte alati. Ulesandes 1.11
tuli avaldise n? —n + 11 vddrtuseks algarv, kui naturaalarv n oli vdiksem kui 11,
aga suuremate arvude puhul enam mitte tingimata. Nii saame iilesande 1.11
vdite sonastada naiteks jargmisel kujul:

Olgu antud naturaalarv n. Kui n rahuldab vorratust n < 11, siis n2 — n + 11
on algarv.

Matemaatilised laused pannaksegi Kkirja struktuuriga
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12 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

Kui kehtib VAIDE 1, siis kehtib VAIDE 2.

VAIDE 1 kannab seejuures nime eeldus, VAIDE 2 aga lihtsalt véide. Tra-
ditsiooni kohaselt voivad matemaatilised laused ise kanda erinevaid nimesid.
Monikord 6eldakse lause kohta teoreem, monikord aga ka lemma. Enamasti ta-
histab sona teoreem olulisemat iseseisvat tulemust, sellal kui lemma on pigem
abilause, mida liheb vaja mone teoreemi toestamisel.’

Ulesande 1.11 jaoks saame vastavast lausest eelduse ja viite eraldada ndi-
teks jargmiselt.

Olgu antud naturaalarv n. Kui n < 11, siis n? — n + 11 on algarv.

Ulesanne 1.13 Eralda eeldus ja vdide {ilesannete 1.6, 1.8, 1.10ja 1.12 tulemus-
tele vastavatest lausetest.

Lausekonstruktsiooni ,Kui ... siis ...“ kirjutatakse sageli ka matemaatilise
siimboliga =. Tahistades naturaalarvude hulka tdhega N ning algarvude hulka
tahega P, saame iilesande 1.11 lause kirjutada liihidalt néditeks kujul

neN:n<ll=n?—-n+11€P.

Kui vdide kehtib koigi vaadeldava hulga elementide jaoks, ei pruugita eel-
dust alati ilmutatult vilja kirjutadagi ja lause sonastusse jaab sisuliselt alles ai-
nult vdide. Naiteks {ilesandele 1.9 vastava lause saame sonastada kujul

Iga naturaalarvu n korral jagub arv n® — n arvuga 6.

Teisalt voime ka elemendi kuulumist konkreetsesse hulka pidada lause eel-
duseks ja sonastada

Kui n on naturaalarv, siis jagub arv n® — n arvuga 6.

Selline ldhenemine on pohjendatud juhul, kui kone all on erinevaid hulki ja
meil on vaja eristada olukorda, kus néiteks n on just nimelt naturaal-, aga mitte
ratsionaalarv.

1.4 Teoreemi poordteoreem

Uurime paaritute naturaalarvude ruutude jaake jagamisel 4-ga.

12 =1, 1:4=0,jaak 1,
32 =09, 9:4=2 jadk 1,
52 = 25, 25:4 =6, jadk 1,
72 = 49, 49 :4 =8, jadk 1.

See, et kogu aeg tekib jddk 1, ei ole juhus. Sonastame ja tdestame jairgmise
teoreemi.

5See ei tahenda, et lemmat oleks tingimata lihtsam tdestada! Matemaatikas juhtub tihti, et lem-
ma toestus on pikk ja keeruline, misjarel teoreem jareldub sellest vaid mone lihtsa sammuga.
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1.4 Teoreemi pdordteoreem 13

Teoreem 1.1 Olgu antud naturaalarv n. Kui n on paaritu, siis n? jaik jaga-
misel 4-ga on 1.

Toestus. Paaritu naturaalarvu n saame kirjurada iildkujul n = 2k + 1, kus k& on
mingi teine naturaalarv. Uurime tema ruutu:

n?=2k+1)*=(2k)?+2-2k+ 12 =4k®> + 4k + 1 = 4(k* + k) + 1.

Kui k£ on naturaalarv, siis on seda ka k? + k, mistottu 4(k* + k) on 4-ga jaguv
naturaalarv. Niisiis annab 4(k? + k) + 1 arvuga 4 jagamisel jaagi 1. O

Niitid voime kiisida, kas saame toese lause ka siis, kui vahetame omava-
hel teoreemi 1.1 eelduse ja viite. Osutub, et praegusel juhul niimoodi saadav
poordlause (poordteoreem) toepoolest kehtib.

Teoreem 1.2 Olgu antud naturaalarv n. Kui n? jadk jagamisel 4-ga on 1, siis
n on paaritu.

Téestus. Kuna iga naturaalarv on kas paaris v0i paaritu ja paaritute naturaal-
arvude ruudud annavad teoreemi 1.1 pohjal 4-ga jagades jadgiks 1, piisab, kui
uurime, mis toimub paarisarvude ruutudega.

Paarisarvu n saame iildkujul esitada n = 2k ja tema ruudu seega kujul

n? = (2k)? = 4k?,

mis jagub 4-ga, st mille jadk jagamisel 4-ga on 0. Seega kui mingi naturaalarvu
ruut annab 4-ga jagamisel jaagi 1, peab see arv ise kindlasti paaritu olema. O

Toestame veel iihe lihtsa teoreemi.

Teoreem 1.3 Olgu antud naturaalarvud m ja n. Kui m ja n on paaritud, siis
m + m on paaris.

Toestus. Paaritud arvud m jan saame tildkujul kirjutada m = 2k+1jan = 2¢+1,
kus % ja £ on mingid teised naturaalarvud. Siis

m+n=2k+1+204+1=2k+20+2=2(k+L0+1),

mis on paarisarv. O

Teoreemi 1.3 poordteoreem aga ei kehti! Selles veendumiseks piisab, kui
leiame poordviite ,,0lgu antud naturaalarvud m ja n. Kui m + n on paaris, siis
m ja n on paaritud. jaoks kontrandite, st antud juhul kaks naturaalarvu, mille
puhul viide ei kehti.

Ulesanne 1.14 Leia naturaalarvud m ja n millede summa on paarisarv, aga mis
ei ole paaritud.

Niisiis ndeme, et matemaatilise lause poordlause on iseseisev viide, mille
toesus ei jareldu automaatselt algse lause toesusest.
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14 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

Ulesanne 1.15 Uuri, kas {ilesannete 1.11 ja 1.12 lausete poordlaused kehtivad.

Ulesanne 1.16 Toesta, et kahe paarisarvu korrutis on paaris. Kas kehtib ka selle
lause poordlause?

Ulesanne 1.17 Toesta, et kahe paaritu arvu korrutis on paaritu. Kas kehtib ka
selle lause poordlause?

Ulesannete 1.16 ja 1.17 viited saab iildistada jargmiseks tulemuseks.

Ulesanne 1.18 Toesta, et kui kaks naturaalarvu annavad naturaalarvuga ¢t > 2
jagades jadgi 0 (voi 1), siis annab ka nende korrutis ¢-ga jagades jadgi 0 (voi
1). Kas sama véide jdab iildjuhul kehtima, kui 0 voi 1 asendada mone teise
jadgiga?

Ulesanne 1.19 Kui kahe naturaalarvu korrutis annab mingi naturaalarvuga ¢
jagades jaagi 1, siis kas voib kindlalt vaita, et kumbki algsetest arvudest an-
nab arvuga ¢ jagades jaagi 1?

1.5 Vastuvaiteline toestus

Toestusi, mida siiani kohanud oleme, voib nimetada mingis mottes otsesteks
- oletame, et eeldus kehtib, ja jareldame siis samm-sammult teoreemi viite
kehtivuse.

Vahel on lihtsam liikuda teises suunas — eeldame, et teoreemi vaide ei kehti,
ja nditame, et siis ei saa kehtida ka eeldus. Miks selline vote teoreemi toestab?

Teoreemi toestamiseks on meil tarvis vilistada olukord, kus eeldus kehtib,
aga vadide mitte. Toestades, et vidite mittekehtivusest jareldub eelduse mitte-
kehtimine, olemegi selle olukorra valistanud!

Niisugust votet nimetatakse vastuvditeliseks toestuseks. Vaatleme jargnevalt
ndidetena paari vastuvaitelist toestust.

Koigepealt toestame iihe lihtsa, kuid vdga kasuliku tulemuse — Dirichlet’®
printsiibi.

Teoreem 1.4 (Dirichlet’ printsiip) Olgu n positiivne tdisarv. Kui vihemalt
n + 1 objekti jagada n rithma, siis leidub rithm, millesse satub vihemalt kaks
objekti.

Toestus. Oletame vaitevastaselt, et sellist rithma ei leidu. Siis saab igas riihmas
olla iilimalt 1 objekt, mis tihendab, et nn rithma peale kokku saab olla {ilimalt n
objekti. Joudsime vastuoluni eeldusega, et antud on vihemalt n+1 objekti. [

Dirichlet’ printsiip leiab palju kasutust voistlusiilesannete lahendamisel.

Ulesanne 1.20 (Loppvoor 2000, 9. klass) Tasandil on antud 2000 sirget. Toesta,
et nende hulgas leidub kaks sellist, millel on {ihepalju erinevaid 16ikepunkte
iilejadnud sirgetega.

6Peter Gustav Lejeune Dirichlet [diriklee] oli 19. sajandi saksa matemaatik.

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

1.6 Olulisi tulemusi geomeetrias 15

Ulesanne 1.21 (Piirkonnavoor 2011, 9.klass) Naturaalarvude 1, 4, 7, 10, . .., 97, 100
hulgast valitakse vilja mingid 20 arvu. Toesta, et leiduvad kaks erinevat va-
litud arvu, mille summa on 104.

Ulesanne 1.22 (Piirkonnavoor 1999, 10. klass) Esimesest 2n positiivsest tdis-
arvust margitakse dra rohkem kui pooled. Toesta, et leiduvad kaks margitud
arvu, mille summa on 2n + 1.

Suurema valiku Dirichlet’ printsiibi rakendusi leiab lugeja ,,Voistlusmate-
maatika pohivara“ 5. peatiikist [7].
Jargmiseks toestame teoreemi, mida tundis juba Eukleides.

Teoreem 1.5 Algarve on lopmata palju.

Sellise sonastusega on kaks probleemi. Esiteps pole ta kujul ,,Kui eeldus, siis
véide®, niisiis pole selge, mida tipsemalt eelduseks votta. Ja teiseks — mida oi-
gupoolest tdhendab ,16pmata palju“? Niisugust naturaalarvu nagu ,lopmatus®
ei ole ju olemas.

Teoreemi 1.5 saame sOnastada tdpsemalt, kui asendame fraasi ,lopmata
palju” fraasiga ,,rohkem kui tikski 16plik hulk®. Muuhulgas aitab see meil eel-
duse ja viite selgemini esile tuua.

Kui on antud suvaline 16plik hulk algarve P = {p1,p2,...,pn}, siis leidub
algarv, mis hulka P ei kuulu.

Toestus. Oletame viitevastaselt, et mingi algarvude hulk P = {p1,p2,...,pn}
on 1oplik ja ammendav, st sisaldab koik voimalikud algarvud. Vastuolu saa-
miseks konstrueerime hulgast P ldhtudes uue algarvu, mida selles hulgas ei
ole.

Vaatleme hulga P algarvude korrutist. Kuna hulk P on 16plik, peab tema
elementide korrutis olema mingi naturaalarv. Liidame sellele korrutisele ar-
vu 1:

M=pi-p2-...-pn+1.

Kui M jaguks algarvuga p;, peaks sama algarvuga jaguma ka vahe
M—pi-p2-...-pn=1,

aga 1 ei jagu iihegi algarvuga, niisiis ei saa ka M jaguda p,-ga. Tapselt sama
moodi nditame, et M ei saa jaguda iihegi teise algarvuga loendist ps, ps, . . ., pa.
Jarelikult peab kas M ise olema algarv voi vihemalt jaguma mone algarvuga,
mida hulgas P = {p1,p2,...,ps} €i ole. Igal juhul oleme saanud vastuolu ole-
tusega, et 16plik hulk P sisaldab koik algarvud. O

Veel iihe klassikalise vastuviitelise toestuse anname teoreemile 4.3.

1.6 Olulisi tulemusi geomeetrias

Siinses jaotises tutvume veel monede lausete toestustega. Uhest kiiljest annab
see tdiendavaid néditeid, mille baasil toestamist 6ppida, teisest kiiljest aga on
ka toestatavad tulemused ise matemaatikas olulisel kohal.
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16 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

1.6.1 Nurgapoolitaja vordhaarses kolmnurgas

Jaotistes 1.3 ja 1.4 eristasime selguse huvides ilmutatult teoreemide eeldused
ja vaited. Tavaliselt kasutatakse matemaatiliste lausete sGnastamisel rohkem
loomuliku keele konstruktsioone ning eelduse ja viite eristamine jaetakse lu-
geja hooleks.

Teoreem 1.6 Vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud nurgapoolitaja
jagab selle kolmnurga kaheks vordseks kolmnurgaks.

Sama teoreemi saame muidugi sonastada ka veidi pikemal kujul

Olgu antud kolmnurk. Kui see kolmnurk on vordhaarne, siis selle kolmnurga
tipunurgast tommatud nurgapoolitaja jagab antud kolmnurga kaheks vord-
seks kolmnurgaks.

Niilidsest alates hakkame teoreemide, jarelduste ja teiste vdidete sonastusi kir-
jutama siiski pigem kompaktsemalt.

Toestus. Olgu ABC vordhaarne kolmnurk tipunurgaga A ning loigaku sellest
tipust tommatud nurgapoolitaja alust punktis D.

A

B C

D

Eelduse jérgi on vaadeldava kolmnurga haarad vordsed, st |AB| = |AC|. Konst-
ruktsiooni pohjal teame lisaks, et /DAB = ZCAD.

Vaatleme kolmnurki BAD ja C AD. Neil on kaks paari vordseid kiilgi (| AB| =
|AC| ning kiilg AD langeb kokku) ja nende kiilgede vahelised nurgad on vord-
sed. Niisiis on kolmnurgad ABD ja AC'D tunnuse KNK alusel vordsed. O

Teoreemist 1.6 saame mitu huvitavat jareldust.

Jareldus 1.1 Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

Toestus. Teoreemi 1.6 toestuses ndgime, et kolmnurgad ABD ja AC D on vord-
sed. Muuhulgas on vordsed nende vastavad nurgad ZABD = ZACD, millest
jareldub, et ZABC = ZACB. O

Jareldus 1.2 Vordhaarse kolmnurga tipunurga poolitaja on iihtlasi mediaan.

Toestus. Teoreemi 1.6 toestuses nigime, et kolmnurgad ABD ja AC'D on vord-
sed. Muuhulgas on vordsed nende vastavad kiiljed, st |[BD| = |CD]|, aga see
tdhendab, et AD on mediaan. O
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1.6 Olulisi tulemusi geomeetrias 17

Ulesanne 1.23 Toesta, et vordhaarse kolmnuga tipunurga poolitaja on ka selle
kolmnurga korgus.

Kehtib ka iilesande 1.23 poordviide, mille toestame iilesandes 1.28.

1.6.2 Kolmnurga vilisnurga omadus

Teoreem 1.7 Kolmnurga iihe nurga juures asuva vélisnurga suurus on vordne
kahe iilejadnud nurga suuruste summaga.

Toestus. Pikendame kolmnurga ABC kiilge BC iile tipu C; olgu D suvaline
punkt sellel pikendusel. Seega tuleb niidata, et ZACD = Z/CAB + ZABC.

A E

B o —
C D

Tombame tipust C kiirega BA paralleelse kiire C E. Poiknurkade omadusest
teame, et ZACE = ZC AB, kaasnurkade omadusest aga, et /ECD = ZABC.
Kokkuvotes

/ACD = ZACE + ZECD = ZCAB + ZABC,

mida oligi tarvis toestada. O

Teoreemist 1.7 saame kaks vdga olulist jareldust.

Jareldus 1.3 Kolmnurga sisenurkade summa vordub sirgnurgaga 180°.

Toestus. Kasutades teoreemi 1.7 joonist ja tdhiseid saame
/CAB+ /ABC + /BCA=/ACE + /ECD + /BCA = 180°.

O

Jareldus 1.4 Kolmnurga tipu juures asuv vilisnurk on suurem kui kumbki
iilejadnud nurk.

Toestus. Teoreemi 1.7 tdhistes peame toestama, et ZACD > /CAB. Kasuta-
me teoreemi 1.7:

LACD = LCAB + LABC > LCAB,

sest kolmnurga nurgad (sh ABC) on positiivse suurusega.
Analoogiliselt tostame, et LZACD > ZABC. O

1.6.3 Kolmnurgas on pikema kiilje vastas suurem nurk
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18 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

Teoreem 1.8 Kolmnurgas on pikema kiilje vastas suurem nurk.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ABC, kus |AC| > |AB|,jatoestame, et Z/CBA >
LACB.

Valime kiiljel AC punkti D nii, et |AB| = |AD|. Kuna eelduse pohjal |[AC| >
|ABJ,asub punkt D kindlastiloigu AC sisepiirkonnas. Seega /CBA = ZCBD+
/DBA

B

|
A ‘ D C
Kuna |AB| = |AD|, on kolmnurk ABD vordhaarne. Jarelduse 1.1 pohjal saame
/DBA = /ZADB.
Nurk ADB on nurga BDC vilisnurk kolmnurgas BDC), seega jarelduse 1.4
pohjal ZADB > /DCB.
Koike toestatut kokku pannes saame

LCBA=/CBD+ ZDBA > /DBA=/ADB > /DCB = ZACB,

kust jareldubki /CBA > ZACB.

1.6.4 Punkti kaugus sirgest

Definitsioon 1.9. Olgu tasandil antud punkt P ja sirge s. Vaatleme sirgel s
niisugust punkti (), mille korral loigu PQ pikkus on vihim voimalik. Seda 10i-
gupikkust | PQ| nimetatakse punkti P kauguseks sirgest s.

On selge, et punkti kaugus sirgest on 0 parajasti siis, kui antud punkt kuulub
vaadeldavale sirgele. Muudel juhtudel saame uurida sirge s ja kaugust realisee-
riva 16igu PQ omavahelist asendit.

Teoreem 1.9 Kui definitsiooni 1.9 piistituses P ¢ s, siis selles definitsioonis
madratud punkti Q korral on s ja PQ risti.

Toestus. Oletame vaitevastaselt, et sirge s ja 10ik PQ ei ole risti. Tombame
punktist P sirgele s ristldigu PR; siis R # Q ning punktid P, (Q ja R moo-
dustavad kolmnurga.

P

QR
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1.6 Olulisi tulemusi geomeetrias 19

Kuna konstruktsiooni pohjal PR L s, on kolmnurk PQR tdisnurkne tdisnur-
gaga tipu R juures. Kuna kolmnurga nurkade summa on 180°, peab nurga PQR
suurus olema viaiksem kui 90°. Teoreemi 1.8 abil aga jareldub siit, et 16ik PR
peab olema liithem kui P(Q. Saime vastuolu punkti @ valikuga. Niisiis peab te-
gelikult kehtima seos PQ L s. O

Teoreemi 1.9 toestusest ndeme muuhulgas, et punktist P sirgele s tomma-
tud ristloigu pikkus vastabki tdpselt punkti P kaugusele sirgest s.

1.6.5 Teoreem nurgapoolitaja punktidest

Teoreem 1.10 Nurga poolitaja iga punkt asub nurga haaradest samal kaugu-
sel.

Toestus. Olgu nurga tipp O ning vaatleme suvalist punkti P selle nurga pooli-
tajal. Olgu punktist P nurga haaradele tommatud ristldikude alused vastavalt
A ja B. Kuna punkti P kaugused nurga haaradest on |AP| ja | BP|, tuleb toes-
tada, et |AP| = |BP|.

o B

Et P asub nurga AOB poolitajal, saame LZAOP = ZPOB. Teisest kiiljest
konstruktsiooni pohjal /PAO = 90° = ZOBP. Niisiis on kolmnurkadel AOP
ja BOP kaks paari vastavalt vordseid nurki. Kuna koigi kolmnurkade nurkade
summa on 180°, peab vorduma ka kolmas paar nurki, st Z/OPA = ZBPO.

Et kiilg O P on kolmnurkadel AOP ja BOP iihine, on need kolmurgad vord-
sed tunnuse NKN alusel. Jarelikult on vorduvad ka nende teised kiiljed; muu-
hulgas |AP| = |BP|, mida oligi tarvis toestada.

O

Kehtib ka teoreemi 1.10 poordteoreem, mille voime sonastada jargmiselt:

Teoreem 1.11 Kui nurga sisepiirkonna punkt asub nurga haaradest vordsel
kaugusel, asub see punkt ka antud nurga poolitajal.

Poordteoreemi toestamine aga ei ldhe niisama libedalt. Olgu antud punktist
P nurga haaradele tommatud ristloikude alused jille A ja B.
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Niitid teame kolmnurkades AOP ja BOP, et ZPAO = 90° = ZOBPja|AP| =
| BP| ning et kiilg O P on iihine. Aga kuna tadisnurk pole vastavalt vordsete kiil-
gede vahel, ei saa me otse KNK tunnuse abil jareldada, et kolmnurgad AOP ja
BOP on vordsed.

Antud juhul see vordsus siiski kehtib. Selleks piisab, kui suudame néaidata,
et ka |AO| = |BO|. Uks voimalus on siinkohal kasutada Pythagorase teoreemi,
aga seda opime alles teoreemina 6.1 jaotises 6.1.

Teine voimalus on sonastada ja toestada jargmine abitulemus ehk lemma.

Lemma 1.1 Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus ja iiks kaatet maaravad teise
kaateti pikkuse iiheselt dra.

Toestus. Olgu antud tdisnurkse kolmnurga DEF kaateti pikkus d ja hiipote-
nuusi pikkus f. Joonestame kaateti EF pikkusega d ning tombame talle punk-
tist I ristsirge. Kolmnurga kolmas tipp D peab siis asuma sellel sirgel.

Kuna teisest kiiljest peab hiipotenuusi DFE pikkus olema f, peab punkt D
asuma ringjoonel, mille keskpunkt on E ning raadius f.

Et kaatet asub teravnurga, hiipotenuus aga tdisnurga vastas, on kaatet teoree-
mi 1.8 pohjal hiipotenuusist liilhem, st d < f. Seega l6ikuvad joonestatud rist-
sirge ja ringjoon kahes punktis; olgu need punktid D ja D’.

Niisiis on etteantud kaatetile etteantud pikkusega hiipotenuusiga tdaisnurk-
se kolmnurga joonestamiseks kaks voimalust; joonise tdhistes tekivad kolm-
nurgad DEF ja D'EF. Lemma toestamiseks peame nditama, et teise kaateti
pikkus on iiheselt madratud, st |DF| = |D'F|.

Kolmnurk DED’ on vordhaarne ja EF on selle korgus. Ulesandest 1.23 ja-
reldub, et EF peab siis olema ka nurga DE D’ poolitaja. Jareldusest 1.2 saame
omakorda, et E'F peab olema ka mediaan, st F poolitab 16igu DD’. Sellega ole-
me lemma viite toestanud. O

Tulles tagasi teoreemi 1.11 juurde jareldub lemmast 1.1 vordus |OA| = |OB|
ning seega ka kolmnurkade AOP ja BOP vordsus. Muuhulgas ZAOP = ZBOP,
st P asub nurga AOB poolitajal. Sellega on teoreem 1.11 toestatud.
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1.6.6 Ringjoone puutuja on risti raadiusega

Definitsioon 1.10. Ringjoone puutujaks nimetame sirget, millel on ringjoo-
nega tdpselt iiks iihine punkt.

Teoreem 1.12 Ringjoone puutuja on risti puutepunktist tommatud raadiuse-
ga.

Toestus. Olgu antud ringjoon keskpunktiga O. Valime ringjoonel punkti A ning
tombame ringjoonele sellest puutuja s. Peame toestama, et s 1. OA.

Selleks saame kasutada teoreemi 1.9, mille pohjal piisab ndidata, et A on
sirge s punktidest punktile O koige lahemal. (On selge, et punti O ise ei asu
sirgel s, muidu peaks sirgel s olema ringjoonega kaks loikepunkti.)

Oletame viitevastaselt, et leidub punkt B € s nii, et |OB| < |OA|. Muuhul-
gas jareldub siit, et B peab asuma ringjoonega piiratud ringi sisepiirkonnas.
See aga tdhendab omakorda, et sirge AB (ehk sirge s) peab ringjoont 16ikama
kahes punktis ega saa seetottu olla puutuja.

Oleme saanud vastuolu eeldusega |OB| < |OA|, jarelikult peab A téepoo-
lest olema punktile O 1dhim punkt sirgel s. Teoreemi 1.9 pohjal tahendab see,
ets L OA. O

A

o)

1.6.7 Puutujaloigud on vordsed

Ringjoonest viljaspool asuvast punktist P saab ringjoonele tommata kaks puu-
tujat. Olgu puutepunktid vastavalt A ja B, siis 1oike PA ja PB nimetatakse
puutujaloikudeks.

Teoreem 1.13 Ringjoonele samast punktist tommatud puutujaloigud on vord-
se pikkusega.

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu
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Toestus. Olgu vaadeldava ringjoone keskpunkt O. Teeme joonise.

Teoreemist 1.12 teame, et kolmnurgad OAP ja OBP on tdisnurksed. Nende
hiipotenuusid langevad kokku ja lisaks on neil {iks paar vordse pikkusega kaa-
teteid OA ja OB. Lemma 1.1 pohjal jareldub siit, et vordsed peavad olema ka
teised kaatetid, st |AP| = | BP|, mida oligi tarvis toestada. O

1.6.8 Kolmnurgavorratus

Kolmnurgavorratus on lihtne erijuht tahelepanekust, et kdige liilhem tee tasan-
di kahe punkti vahel on sirgloik.

Teoreem 1.14 (Kolmnurgavorratus) Kolmnurgas ABC kehtib vorratus

|AB| + |AC| > |BC] .

Toestus. Pikendame kiilge AB iile tipu A kuni punktini D, nii et |AD| = |AC].

_»D
<

B - C

Kolmnurk AC D on konstruktsiooni pohjal vordhaarne, seega ZACD = ZCDA
ja jarelikult
/BCD > /ACD = /CDA=/CDB.

Kolmnurgas BC'D on teoreemi 1.8 pohjal suurema nurga vastas pikem kiilg,
mistottu |BD| > |BC|. Teisest kiiljest aga |BD| = |AB| + |AD| = |AB| + |AC]|,
millest jareldubki toestatav vaide. O

Loomulikult kehtib kolmnurgavorratus ka teiste kiilgede jaoks, st |[AC| +
|BC| > |AB|ja |AB| + |BC| > |AC|.

Kolmnurgavorratust saab iildistada juhule, kus tasandi punktid A,B ja C
asuvad ihel sirgel ega moodusta kolmnurka. Sel juhul saab kehtida ka vordus
|AB| + |AC| = | BC|, mis on nii parajasti siis, kui punkt A asub l6igul BC'. Kui
punkt A asub sirgel BC viljaspool 1oiku BC, kehtib endiselt |AB| + |AC| >
| BC|. Kokkuvottes kehtib tasandi kolme suvalise punkti A, B ja C korral vorra-
tus |AB| + |AC| > |BC]|.

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

1.6 Olulisi tulemusi geomeetrias 23

Ulesanne 1.24 (Talvine lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Kumera nelinur-
ga kujulise aia sisse tuleb piistitada joulukuusk ning kinnitada see nelja maa-
pinnast iihel ja samal korgusel jooksva nooriga aia nurkades olevate posti-
de kiilge. Millisesse punkti tuleb joulukuusk paigutada, et nende nelja noori
pikkuste kogusumma oleks voimalikult vaike?

Mirkus. Hulknurka nimetame kumeraks, kui ta asub igast oma kiiljega
madratud sirgest tdielikult {ihel pool. Hulknurga kumerus on samavéidrne
tingimusega, et koik tema sisenurgad on vaiksemad kui 180°.

Lahendus. Vastus: kuusk tuleb paigutada nelinurga diagonaalide 16ikepunkti.
Vaatleme aiale vastavat kujundit tasandil kumera nelinurgana ABCD. Selle
tasandi suvalise punkti P jaoks kehtivad kolmnurgavorratuse tottu vorratused
|AP| + |CP| > |AC),
|BP|+ |DP| > |BD|.

Neid vorratusi liites saame
|AP|+ |BP|+ |CP|+ |DP| > |AC| + |BD],

st iilesandes noutud loigupikkuste summa on alati vihemalt niisama suur kui
nelinurga diagonaalide pikkuste summa. Seejuures saab vordus kehtida ainult
siis, kui molemas esialgses vorratuses kehtib vordus. See aga on nii parajas-
ti siis, kui P asub nii 16igul AC kui ka l6igul BD, st ta on nelinurga ABC D
diagonaalide 16ikepunkt. OJ

1.6.9 Mediaan poolitab kolmnurga pindala

Teoreem 1.15 Kolmnurga tipust vastaskiiljele tommatud mediaan jagab selle
kolmnurga kaheks pindvordseks osaks.

Toestus. Olgu D kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt. Siis on AD selle kolm-
nurga mediaan ning teoreemi toestamiseks tuleb ndidata, et Sapp = Sapc.
Tombame tipust A sirgele BC ristloigu AH ; siis on selge, et AH on korguseks
nii kolmnurgas ABD kui ADC.

PYSSO c

H D

Niilid saame vorrelda kolmnurkade ABD ja ADC pindalasid, arvestades, et
|BD| = |DC|:
|BD|-|AH| |DC|-|AH]
SaBp = 5 = 5 = Sapc,

mida oligi tarvis toestada. O
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24 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

Selle teoreemi iildistuse toestame jaotises 7.1.

Ulesanne 1.25 Sonasta teoreemi 1.15 poordteoreem. Kas ka see poordteoreem
kehtib?

1.7 Ulesandeid harjutamiseks

Ulesanne 1.26 Joonesta tdisnurkne kolmnurk ja tomba talle tdisnurga tipust
hiipotenuusi keskpunkti mediaan. Mooda &ra selle mediaani ja hiipotenuusi
pikkused. Kas paned midagi tihele? Niita, et see tdhelepanek kehtib iga tais-
nurkse kolmnurga korral. (Vihje: poora kolmnurka hiipotenuusi keskpunkti
suhtes 180° vorra. Mis liiki hulknurk tekib?)

Ulesanne 1.27 Toesta, et kui kolmnurgas langevad samast tipust korgus ja me-
diaan kokku, on kolmnurk vordhaarne.

Ulesanne 1.28 Toesta, et kui kolmnurgas langevad samast tipust korgus ja nur-
gapoolitaja kokku, on kolmnurk vordhaarne.

Ulesanne 1.29 (Loppvoor 2018, 11. klass) Olgu p kolmnurga ABC pooliimber-
moot. Toesta, et tasandi suvalise punkti () korral kehtib vorratus

|4Q[ + [BQ| +[CQ[>p .

Vaata ka iilesannet 3.2.

1.8 Lahendused

1.1

1.2 Vastus: jah.

Muuhulgas jagunevad vaadeldava tasandi kuus sirget omavahel mitteloi-
kuvate (ehk paralleelsete!) sirgete paaridesse:

0 o
: b
Tuletame meelde, et kuigi kolmandal joonisel punktiirid 16ikuvad, ei ta-

henda see uuritavas geomeetrias, et vastavatel sirgetel oleks iihiseid punk-
te!

1.3

1.4 Vastus: ei.

Lihtne on kontrollida, et Fano tasandil omavad iga kaks (erinevat) sirget
alati iihte iihist punkti. Seega ei saa paralleelide aksioom siin kehtida.
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1.8 Lahendused 25

1.5 Olgu otsitava ringjoone keskpunkt O(0; 0) ning valime ringjoone raadiu-
seks mingi positiivse arvu r. Punkt A(z;y) asub Manhattani kauguse de-
finitsiooni pohjal uuritaval ringjoonel parajasti siis, kui

|t —0|+|y—0|=r ehk |z|+|yl=r.

Z
)
=2
Qo
[%2]
<
<
[<5)
a
Q
(ol
2.
t
Qo
<
Qo
=5
~—
2.
=)
Q.
]
=]
=]
@
o
=)
=4
(gl
o
o2
7]
=}
b=
=}
=
o
a
S
=
:_/
—
2
[
3
:-/
=
N~—
™

0
(—r:0), aga ka (£5;£5), (£5:+5), (E5:+5), (5 £7) ja (£ £5).
Kanname koik need punktid koordinaatteljestikku.

—y

Niiiid ndeme, et lisades juurde ka kdikvoimalikud teised tingimust |x| +
ly| = r rahuldavad punktid, on Manhattani kaugusele vastavaks ringjoo-
neks hoopis ruut!

1.7 Joonistame olukorra juhtudel n = 1,2, 3,4, 5 vidlja ning loeme ringi osad
kokku.

Néaeme, et punktide arvu n suurenemisel suureneb tiikkide arv nende néi-
dete puhul igal sammul 2 korda, nii et iihe valemina saab tiikkide arvu
n =1,2,3,4,5 korral esitada kujul 27!,

Pole aga sugugi selge, kuidas seda valemit iildjuhul toestada. Osutub, et
vdide ei kehtigi alati, ja kontrandite annab juba n = 6, kus tiikkide arvuks
osutub mitte 2° = 32, vaid 31:
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26 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

On voimalik toestada, et n punkti vahele tommatud l16ikude abil saab rin-
gijagada 5; (n*—6n3+23n? —18n+24) tiikiks. Kontrolli iseseisvalt naiteks
arvuti voi kalkulaatori abil, et n = 1,2,3,4,5,6 korral annab see valem
meile juba tuttavad vaartused 1, 2,4, 8,16, 31.

1.8 Vorduste paremates pooltes tunneme édra jarjestikused ruutarvud ja veel
paari vadrtust proovides veendume, et nii on see jirgmiste paaritute ar-
vude lisandumisel.

Aga kas me saame olla kindlad, et reegel kehtib tdepoolest koigi paaritu-
te arvude jaoks kuni 16pmatuseni ja kui jah, siis miks? ,Miks” ongi ma-
temaatilise motlemise aluskiisimus ja kui opilased opivad seda kiisimust
oOige koha peal kiisima, on nad matemaatika olemuse dra tabanud.

Selle iilesande formaalne lahendus kasutab matemaatilist induktsiooni,
mida on 8. klassis ehk veidi vara sisse tuua, aga intuitiivselt pole siin mi-
dagi keerulist. Me oleme monede vidiksemate n vaartuste jaoks juba kont-
rollinud, et

14+3+5+...+(2n—1)=n?.
Kui niilid liita juurde jairgmine paaritu arv 2n + 1, saame
2 _ 2
n*+@2n+1) = (n+1)*%,

mis ongi jargmine ruutarv! Niisiis kehtib reegel toepoolest alati.

Seda arutelu saab esitada ka ilusa ilma-sonadeta-toestusena jargmise joo-
nise abil.
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000
00O
00O
mf=]i=

Isli=ji=li=li=

1.9 Jah, see reegel kehtib. Toestuseks uurime naturaalaru n kuubi ja arvu en-
da vahe avaldist ning tegurdame selle:

il
I
I
I

nd—n=nn?>-1)=(n-1nn+1).

Nieme, et tegemist on kolme jdrjestkuse naturaalarvu korrutisega. Kol-
mest jarjestikusest naturaalarvust jagub iiks alati 2-ga ja iiks alati 3-ga,
seega jagub korrutis alati kindlasti 6-ga.

1.10 Osutub, et KLMN on alati (st suvalise algse nelinurga ABCD korral)
roopkiilik. Selle pohjendamiseks vaatleme lisaks antud nelinurga diago-
naale.

D

Az

Paneme tihele, et KL on kolmnurga ABC keskloik, M N aga kolmnurga
ACD keskloik. Jarelikult KL | AC || NM jalisaks |[KL| = L|AC| =
|NM]|. Sama moodi nditame, et LM || BD || KN ja |[LM| = §|BD| =
| K N|. Niisiis on nelinurgal K LM N kaks paari vastavalt paralleelseid ja
vordse pikkusega kiilgi, mistottu on tegemist rodpkiilikuga.

1.11 Arvutame veel moned iilesande avaldise vaartused:

62 —6+11=30+11 =41,
727411 =42+11 =53,
82 — 8411 =56+ 11 = 67,
92 —94+11=72+11=83,
102 10411 =90+ 11 = 101.
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28 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

Toepoolest, ka need vaadrtused on koik algarvulised! Aga iildist vdidet ei
onnestu sellegipoolest toestada, sest n = 11 korral saame

112 — 11+ 11 =121,

mis ei ole algarv.

Tegelikult paistab juba avaldisest n? —n + 11 vélja, et ta jagub 11-ga alati
kui arv n jagub 11-ga. Niisiis oleks kohe voinud proovida, kas n = 11
annab kontrandite, ega oleks pidanud vahepealseid vaartusi uurimagi.

1.12 Hakates leidma avaldise n? + n + 41 vdartusin = 0,1,2,3, ... korral, tu-
levad nad koik algarvulised kuni arvuni n = 39. Aga n = 40 puhul

402 440+ 41 =40 - (40 + 1) +41 =40 - 41 + 41 = (40 + 1) - 41 = 41 - 41

ei ole enam algarv.

Analoogiliselt iilesandega 1.11 vdoime muidugi veenduda, et kontranai-
teks sobib ka n = 41, sest siis n? : 41 jan : 41, mistottuka n? +n+41 : 41.
Loomulikult peab see arv ise 41-st suurem olema, mistottu ta ei saa olla
algarv.

1.13 Ulesande 1.6 lause: ,,0lgu antud naturaalarv n. Kui n > 3, siis n drimeest
suruvad omavahel katt @ korda.”
Motle, kas seda lauset saab ka tildistada. Kas vdidet tuleb muuta, kuin = 1
voin = 2?
Ulesande 1.8 lause: ,,0lgu antud naturaalarvn.Kuin > 1,siis1 +3+5+... + (2n — 1) = n2.“

Vorratus n > 1 eelduses on oluline, sest n = 0 korral pole selge, mida
tahendab avaldis 1 +3+5+ ...+ (2n — 1), kuivord sel juhul 2n — 1 = —1.
Ulesande 1.10 lause: ,,0lgu antud nelinurk ABCD. Kui K, L, M, N on kiil-
gede AB, BC,CD, DA keskpunktid, siis K LM N on ro6pkiilik.”

Ulesande 1.12 lause: ,,0lgu antud naturaalarv n. Kuin < 40, siisn? + n + 41
on algarv.“

1.14 Kontranditeks sobivad kaks suvalist paarisarvu. Naiteks 2 + 2 = 4, kus
molemad liidetavad on paarisarvud.

1.15 Vastus: ei kehti.

Ulesande 1.11 kontraniite jaoks tuleb leida naturaalarv n, mille korral
n? —n+ 11 on algarv, kuid mille jaoks n > 12. Arvuti voi kalkulaatori abil
on lihtne kontrollida, et n = 13 korral saame 132 — 13 + 11 = 167, mis on
algarv.

Sama moodi peame iilesande 1.12 kontranditeks leidma naturaalarvu n,
mille korral n? + n + 41 on algarv, kuid mille jaoks n > 40. Sobib n = 42,
mis annab algarvu 422 + 42 + 41 = 1847.

1.16 Paarisarve m ja n saab ildkujul esitada m = 2k jan = 2¢, kus k ja ¢ on
mingid teised naturaalarvud (voi tdisarvud, kui uurime tdisarve!). Nende
korrutis avaldub kujul

m-n=2k-20 =4kl =2 -2k(,
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1.8 Lahendused 29

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

mis on paarisarv.

Poordlause iildjuhul ei kehti. Kontranditeks piisab leida kaks arvu, mille
korrutis on paaris, aga milledest vihemalt {iks on paaritu. Niditeks sobib
m = 2jan = 3, sest mn = 6 on paaris, aga n = 3 mitte.

Paarituid arve m ja n saab tildkujul esitada m = 2k+1jan = 2+ 1,kus k
ja £ on mingid teised naturaalarvud (voi tdisarvud, kui uurime tdisarve!).
Nende korrutis avaldub kujul

meon=2k+1)-(20+1) =4kl +2k+20+1=2- 2kl +k+1)+1,

mis on paaritu arv.

Kehtib ka poordlause. Kui kahe (naturaal- voi tdis)arvu korrutis on paari-
tu, ei saa kumbki neist paaris olla, sest muidu oleks ka korrutis paarisarv
(toesta!). Niisiis peavad molemad tegurid olema paaritud.

Kui (naturaal- voi tdis)arvud m ja n annavad arvuga ¢ jagamisel jaagi r,
saab nad esitada kujul m = tk + r jan = t¢ + r, kus k ja ¢ on mingid
teised naturaalarvud (voi tdisarvud, kui uurime tédisarve). Nende korrutis
avaldub seega kujul

m-n=(tk+r)- (tb+r)=t2kl+thr +tlr +r> =t (tkl +kr+1r) +r>.

See arv annab t¢-ga jagamisel sama jaagi kui r2. Kui r = 0 voi r = 1, siis

r? = r, millest jareldubki tilesande viide.

Muude r vaartuste puhul vdide aga {ildjuhul ei kehti. Kontrandidete konst-
rueerimiseks piisab valida selline ¢ vaartus, et r ja r? annavad arvuga t
jagades erinevad jadgid. Selleks omakorda piisab, kui ¢ on piisavalt suur,
niiteks sobib ¢ = r2 + 1; vastavateks jadakideks tulevadki siis lihtsalt r ja

7'2.

Vastus: ei.

Kontranditeid on palju; sobib nditeks m = n = 3jat = 8.Siism-n =9
annab 8-ga jagades jadgi 1, aga molemad tegurid annavad jaagi 3.

Uhel sirgel saab olla iilejdanutega 0, 1, . . ., 1999 erinevat 16ikepunkti. Pa-
neme tdhele, et 0 ja 1999 ei saa korraga realiseeruda. Toepoolest, sirge,
millel on 1999 16ikepunkti, peab 16ikuma koigi iilejddnutega, seega ei saa
leiduda sirget, mis tihegi teisega ei 16iku.

Jarelikult saab sirgete l1oikepunktide arvudel olla {ilimalt 1999 erinevat
vadrtust ja Dirichlet’ printsiibi pohjal peab antud 2000 sirge seas leiduma
kaks, mille korral see arv on sama.

Lihtne on ndha, et suurema osa antud arvudest saab jagada paaridesse,
mille liikmete summa on 104: (4, 100), (7,97), ..., (49,55). Ule jdavad ai-
nult 1 ja 52. Kuna vilja valitakse 20 arvu, siis vihemalt 18 neist pole 1 ega
52 ja kuuluvad seega mingisse paari. Et paare on aga kokku 16, peavad
Dirichlet’ printsiibi pohjal kaks valitud arvu iihte paari kuuluma.
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1.22 Moodustame esimesest 2n positiivsest tdisarvust n paari, kus iga paari
liikmete summa on 2n + 1:

(1,2n), (2,20 — 1),..., (n,n +1).

Kuna mairgitud arve on rohkem kui n, peavad kaks neist Dirichlet’ print-
siibi jargi samasse paari sattuma. Need kaks arvu sobivadki tilesande la-
hendiks.

1.23 Teoreemi 1.6 tdestuses ndgime, et kolmnurgad ABD ja ACD on vordsed.
Muuhulgas on vordsed nende vastavad nurgad /BDA = ZC DA. Kuna li-
saks /BDA+ ZCDA = 180°, peavad molemad nurgad olemas suurusega
90°, st AD on vaadeldava kolmnurga korgus.

1.25 Teoreemi 1.15 poordteoreemi saame sonastada nditeks jargmiselt.

Teoreem 1.16 Olgu antud kolmnurk ABC ning olgu tipust A kiiljele
BC tommatud 16ik AD nii, et Sagp = Sapc. Siis on AD kolmnurga
mediaan, st |BD| = |DC|.

Ka see teoreem kehtib ja me saame anda talle vastuviitelise toestuse.

Oletame viitevastaselt, et AD ei ole mediaan. Olgu D’ 16igu BC kesk-
punkt, st AD’ on mediaan, aga D # D’. Teoreemist 1.15 teame siis, et

Sapc

Sapp = Sapc = 5 -
Toestatava teoreemi eeldusest saame samas ka
Sasc

Sap = Sapc = 5 -

Niisis Sapp’ = Sapp; see vordus aga pole voimalik, kui D # D’. Selles
veendumiseks vaatame ldbi kaks juhtu.

Punkt D peab asuma loigul BC, aga mitte selle keskpunktis D’. Niisiis
peab ta asuma kas 1oigu B D’ voi loigu D’ C sisepiirkonnas. Esimesel juhul
saame

Sap' = Sap +Sapp’ > SaBp,
sest Sappr > 0, kui D # D’. See aga pole voimalik, kuivord Sapp =
SaABD

B C
DD’

Juhul, kus punkt D asub loigu D’C sisepiirkonnas, saame analoogilise
vastuolu. Seega peab AD olema mediaan.
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1.26 Selgub, et taisnurksest tipust tommatud mediaani pikkus on pool hiipo-
tenuusi pikkusest.

Selle viite toestamiseks poorame vaadeldavat taisnurkset kolmnurka ABC
hiipotenuusi keskpunti D suhtes 180° vorra.

Pooramisel tekib kolmnurgaga A BC vordne kolmnurk BAC’. Muuhulgas
Z/AC'B =90°, /C'BA= /CAB = aja ZBAC' = ZABC = 3. Jarelikult

LCAC' =a+B=90° ja ZC'BC=a+f=90°.

Niisiis on nelinurgal AC’ BC neli tdisnurka, mistottu ta on ristkiilik. Rist-
kiiliku diagonaalid on vordsed ning poolitavad teineteist, seega saame
|CD| = |CC| = 1| AB|, mida oligi tarvis toestada.

1.27 Vaatleme kolmnurka ABC ning punkti D kiiljel BC nii, et AD on iihtlasi
nii korgus kui ka mediaan.

Uurime kolmnurki ABD ja ACD.

Kuna AD on kolmnurga ABC mediaan, kehtib vordus |[BD| = |CD], ja
kuna AD on ka sama kolmnurga korgus, saame lisaks ZADB = 90° =
/ADC. Kiilg AD on kolmnurkadel ABD ja ACD {ihine, niisiis on neil
kolmnurkadel kaks paari vordseid kiilgi ning vordne on ka nurk nende
kiilgede vahel. Jarelikult on kolmnurgad ABD ja AC D tunnuse KNK alu-
sel vordsed. Muuhulgas |AB| = |AC|, st kolmnurk ABC on vordhaarne.

1.28 Selle iilesande lahendus on iisna sarnane iilesande 1.27 omaga. Teeme
jalle joonise, kus AD on kolmnurgas ABC iihtlasi nii korgus kui nurga-
poolitaja.

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

32 Peatiikk 1. Defineerimine ja toestamine

A

B D C

Seekord ndeme, et kiillg AD on kolmnurkadel ABD ja ACD iihine, tei-
sest kiiljest aga /BAD = ZCAD ja ZADB = 90° = ZADC. Niisiis
on kolmnurgad ABD ja ACD vordsed tunnuse NKN alusel. Muuhulgas
|AB| = |AC], st kolmnurk ABC on vordhaarne.

1.29 Olgu @ kolmnurga ABC tasandi suvaline punkt. Siis kehtivad vastavalt
kolmnurkades QAB, QBC ja QC A vorratused

|AQ| + |BQ| > |AB| ,
|BQ| + |CQ| > |BCY,
|CQ| + |AQ| = |CA| .

Nende vorratuste liitmisel saame
2(]AQ[ + |BQ[ + |CQI) = 2p .

Selleks, et viimases vorratuses kehtiks vordus, peaks punkt ) asuma kor-
raga loikudel AB, BC ja C A, mis ei ole voimalik. Seega kehtib tegelikult

2(]AQI + [BQ| +|CQI) > 2p,

mis on samavairne iilesande vorratusega.
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PEATUKK 2

Kesk- ja piirdenurk. Thalese teoreem

Suur osa ringjoontega seotud nurkade teooriast tugineb jargmisele lihtsale tu-
lemusele.

Teoreem 2.1 Kesknurk on kaks korda suurem kui samale kaarele/koolule sa-
malt poolt toetuv piirdenurk.

Toestus. Vaatame labi kolm voimalikku juhtu.

\ \
B B

&
D

Asugu ringjoone keskpunkt O koigepealt piirdenurga iihel haaral (nditeks
AB;vtvasakpoolne joonis). Kuna |O A| = |OC|, on kolmnurk AOC vordhaarne,
mistottu

/CAB = /ZCAO = LOCA.

Teisest kiiljest on AO B sirgnurk, jarelikult

ZCOB =180° — LAOC = 180° — (180° — LC'AO — LOCA) =
=/LCAO + LOCA =2/CA0 =2/CAB,

nagu oligi tarvis.
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34 Peatiikk 2. Kesk- ja piirdenurk. Thalese teoreem

Kui ringjoone keskpunkt asub piirdenurga sees (vt keskmine joonis), vaat-
leme tipust A ringjoonele tdmmatud diameetrit; olgu tema teine otspunkt D.
Siis saame &dsjatoestatu pohjal

/COB = /COD+/DOB =2/CAD+2/DAB = 2(/CAD+/DAB) =2/CAB.

Kui ringjoone keskpunkt asub piirdenurgast viljas (vt parempoolne joonis),
olgu tipust A ringjoonele tommatud diameetri teine otspunkt jélle D. Siis saa-
me teise juhuga analoogiliselt

/COB =/C0D-/BOD =2/CAD-2/BAD = 2(LCAD—-/BAD)=2/CAB.

Sellega oleme ndidanud teoreemi kehtivuse koigil voimalikel juhtudel. O

Joonis 2.1

Joonisel 2.1 vasakul on tiiiipiline olukord, kus koolule (voi kaarele) AB toe-
tub mitu piirdenurka. Kuna nad moodustavad poole vastavast kesknurgast, on
nad koik ka omavahel vordsed. Tegemist on olulise véitega, mis vddrib sonas-
tamist omaette jareldusena.

Jareldus 2.1 Samale koolule (voi kaarele) samalt poolt toetuvad piirdenurgad
on vordsed.

Kehtib ka vastupidine viide: koik sirge AB suhtes samal pooltasandil asu-
vad punktid, millest 16ik AB paistab sama nurga all, asuvad iihel ja samal ring-
joone kaarel. Selle viite toestame erijuhuna iildisemast teoreemist ??.

Kuna vordse pikkusega koole (ja iihesuuruseid kaari) saab iiksteiseks viia
poordega ringjoone keskpunkti iimber, on lihtne moista, et jareldust 2.1 saab
veidi iildistada jargmises sonastuses (kus ,,samalt poolt“ tdhendab ,,samalt poolt
parast pooret®):

Jareldus 2.2 Uhepikkustele kooludele (voi iihesuurustele kaartele) samalt
poolt toetuvad piirdenurgad on vordsed.

Voistlusiilesannetes ldheb vahel vaja ka jarelduse 2.2 poordviaidet.
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Jareldus 2.3 Samal ringjoonel vordsete piirdenurkade poolt piiratud kdolud
(voi kaared) on vordse pikkusega.

Toestus. Oletame, et toestatav vdide ei kehti tildjuhul. Siis peavad leiduma kaks
tihise iimberringjoonega kolmnurka A; B1C; ja A3 B>Cy nii, et ZC1A1By =
ZCQAQBQ, kuid |B101| 7é |B202‘

Poorame kolmnurki ringjoone keskpunkti iimber nii, et kiiljed B, C; ja BoCs
on paralleelsed, nditeks horisontaalsed, ning piirdenurgad C; A; B, ja Co A3 Bs
piiravad neid samalt poolt. Kuna |B;C;| # |B2Cs|, peab iiks neist kooludest
jadma teisest allapoole; olgu selleks iildisust kitsendamata B;C}.

Ay :
’/2 p A

| \
I

By
By

\\ 02
v o

Et piirdenurgad C; A, B; ja C;A;B; toetuvad kdolule B;Cq, on nad jarel-
duse 2.1 tottu vordsed. Vaitevastasest eeldusest saime samas ZC1 A1 B; = £ZCy A3 B,
mistottu ka Z/C1 A3 B; = ZC5 A5 Bs. See aga pole voimalik, sest

ZCQAQBQ = ZCQAQCl + ZClAgBl + 43114232

ja £CyA5C1,£B1 A3y By > 0°, kuivord kool B; C; asub allpool koolu BoCy. [

Kesk- ja piirdenurga vahelise seose (teoreem 2.1) toestus ldheb ldbi ka juhul,
kui piirdenurk on tile 90°; siis lihtsalt on ka vastav kesknurk iile 180°. Seda
olukorda illustreerib joonis 2.1 paremal.

Kui kesknurga suurus on tapselt 180°, saame tédhtsa erijuhu, mida tuntakse
Thalese teoreemina.!

Teoreem 2.2 Ringjoone diameetrile toetuv piirdenurk on tdisnurk.

IThales (u. 625-547 eKr) oli Vana-Kreeka filosoof. Suure tdenidosusega polnud ta temale omista-
tava teoreemi esmaavastaja, sest vastavat vaidet tunti juba Vana-Egiptuses ja Babiiloonias. Tol ajal
aga ei hoolitud eriti sellest, kes teoreemi sonastas voi toestas. Tulemus omistati lihtsalt kellelegi,
keda peeti targaks inimeseks. Sama lugu oli ju ka Pythagorase teoreemiga, mida Vana-Egiptuses
ammu enne Pythagorast teati ja kasutada osati.
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C

Ulesanne 2.1 (Piirkonnavoor 2022, 12. klass, a)-osa) Kaks ringjoont puutu-
vad teineteist vilimiselt punktis C' ning mingit {iht ja sama sirget vastavalt
punktides A ja B, kus A # B. Toesta, et kolmnurk ABC on tdisnurkne.

Lahendus. Tombame ringjoontele iihise puutuja ldbi punkti C. Olgu M selle
puutuja 1o6ikepunkt sirgega AB.

Puutujaloikude vordsusest saame |AM| = |CM|ja |BM| = |CM]. Niisiis asu-
vad punktid A, B ja C samal ringjoonel keskpunktiga M. Loik AB kui keskpunk-
ti 1abiv kool on selle ringjoone diameetriks, mistottu Thalese teoreemi jargi
ZACB =90°.0

Viga oluline on ka Thalese teoreemi pdordteoreem.

Teoreem 2.3 Ringjoones tdisnurkse piirdenurga poolt piiratud kool on selle
ringjoone diameetriks.

Toestus. Olgu AC B ringjoone tdisnurkne piirdenurk. Leiame ringjoonel niisu-
guse punkti B’, et AB’ on diameeter. Siis Thalese teoreemi pohjal ZACB' =
90°. See aga tdhendab, et ZACB = 90° = ZACB'. Libi punkti C saab tom-
mata ainult {ihe sirge, mis on risti sirgega AC. Kuna sirgel saab ringjoonega
olla iilimalt kaks tihist punkti, peab kehtima B = B’, mistottu AB peab olema
vaadeldava ringjoone diameeter.
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O

Kuna hiipotenuusi keskpunkt on ka kogu ringjoone keskpunktiks, saame
teoreemist 2.3 jairgmise sageli kasutatava jarelduse.

Jareldus 2.4 Taisnurkse kolmnurga timberringjoone keskpunkt asub tema
hiipotenuusi keskpunktis.

Teoreemi 2.3 teine oluline jareldus tekib olukorras, kus samale 16igule toe-
tub kaks taisnurka.

Jareldus 2.5 Olgu tasandil antud 16ik A B ning punktid C'ja D nii, et LZACB =
ZADB = 90°. Siis asuvad punktid 4,B,C ja D iihel ringjoonel diameetriga
AB.

Toestus. Vaatleme kolmnurkade ACB ja AD B {imberringjooni. Vastavalt teo-
reemile 2.3 on 16ik AB molema ringjoone diameetriks, jarelikult langevad need
ringjooned kokku.

Paneme tihele, et toestatava viite olukorrale vastab kaks pohimotteliselt
erinevat joonist olenevalt sellest, kas punktid C' ja D asuvad sirgest samal v6i
erineval pool. Toodud toestus to6tab molemal juhul.

O

Selle jarelduse iildistuse annab teoreem 29.1 ,Voistlusmatemaatika pohi-
varast® [7].
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38 Peatiikk 2. Kesk- ja piirdenurk. Thalese teoreem

Ulesanne 2.2 (Piirkonnavoor 2020, 9. klass) Olgu A BC teravnurkne kolmnurk.
Olgu kiilje BC keskpunkt M ning tippudest B ja C tommatud korguste alus-
punktid vastavalt E ja F. Toesta, et /MEF = /MFE.

Lahendus. Kuna /BFC = /BEC = 90°, asuvad punktid B,C,E,F jérel-
duse 2.5 pohjal iihel ringjoonel diameetriga BC. Selle diameetri ja jarelikult
ka vaadeldava ringjoone keskpunkt on M. Niisiis |[ME| = |MF|(= |MB| =
|MC|), millest omakorda jareldubki vajalik vordus ZM EF = /M FE.
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PEATUKK 3

Joonestame sirkli ja joonlauaga

Eukleidilise geomeetria aksioomid postuleerivad hulga objekte (punkt, sirge,
tasand) ning objektidevahelisi seoseid (nditeks et 1dbi iga kahe erineva punkti
saab tommata tépselt lihe sirge). Lisaks saame defineerida keerukamaid jooni
(nditeks ringjoon) ja kujundeid (kolmnurk, ruut jne).

Selleks, et geomeetriliste objektide iile arutleda, on kasulik nad iiles joones-
tada. Peale pliiatsi Saab ja tuleb joonestamisel kasutada abivahendeid, mille-
dest koige levinumad on muidugi sirkel ja joonlaud.

Nende funktsiooni jooniste tegemisel pole raske moista. Joonlauaga saab
kahe punkti jargi tommata neid iihendava 16igu, kiire voi sirge (viimasest ka-
hest muidugi ainult selle osa, mis paberile d&ra mahub). Sirkliga aga saame kesk-
punkti ja raadiuse pohjal tommata ringjoone voi tema kaare. Ringjoone defi-
nitsiooni jargi (vt definitsioon 1.8) tdhendab see kas koigi voi osade punktide
leidmist, mis asuvad keskpunktist fikseeritud kaugusel.

Aga kuidas joonisega pihta hakata, kui ees on puhas paberileht? Selleks va-
lime (ehk konstrueerime!) kdigepealt moned punktid. Seejuures voib punkte
konstrueerida nii, et nad vastaksid teatud tingimustele. Peamised punkti vali-
mise voimalused on jargmised.

P1 Valime tasandil suvalise punkti (mis erineb eelnevalt konstrueeritud punk-
tidest).

P2 Valime suvalise punkti mingil eelnevalt konstrueeritud joonel (nt 16igul,
sirgel voi ringjoonel).

P3 Valime punkti, mis asub mitmel eelnevalt konstrueeritud joonel, st tekib
nende joonte (nt sirgete voi ringjoonte) l6ikumisel. Kui 16ikepunkte on
mitu, voime neist valida suvalise voi iihe, mis vastab kindlatele kritee-
riumitele (nt asub etteantud pooltasandil).

P4 Valime suvalise punkti, mis ei asu monel konkreetsel eelnevalt konst-
rueeritud joonel (nt valime punkti viljaspool sirget).
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40 Peatiikk 3. Joonestame sirkli ja joonlauaga

P5 Valime suvalise punkti, mis asub eelnevalt konstrueeritud joontega eral-
datud tasandiosal (nt pooltasandil voi antud ringjoonest viljaspool).

Sirgloigu (kiire, sirge) joonestamiseks on sisuliselt ainult iiks voimalus.

S1 Votame kaks eelnevalt valitud/konstrueeritud punkti ning ithendame nad
sirgloiguga (voi kiirega, mis algab lihest neist punktidest ja labib teist, voi
sirgega, mis ldbib neid punkte).

Ka ringjoone voi selle kaare joonestamiseks on kaks voimalust.

R1 Votame kaks eelnevalt valitud/konstrueeritud punkti ning mddrame nen-
de jargi sirkli haarade vahelise laiuse. Siis votame kolmanda eelnevalt va-
litud/konstrueeritud punkti ja joonestame ringjoone keskpunktiga selles
punktis ning raadiusega, mille méarab sirkli haarade vahe.

R2 Votame kaks eelnevalt valitud/konstrueeritud punkti ja joonestame ring-
joone (voi kaare), mille keskpunkt on iihes neist punktidest ja mis ldbib
teist.

Konstruktsiooni R2 voib vaadelda ka konstruktsiooni R1 erijuhuna, kus esi-
mene ja kolmas valitud punkt langevad kokku.

Jargnevalt uurime, kuidas nendest joonestussammudest panna kokku kee-
rukamaid konstruktsioone.

3.1 Kolmnurga joonestamine etteantud kiiljepik-
kuste jargi

(a) Olgu tasandil antud l6igud pikkustega a, b ja c. Olgu pikkusega c 16igu
otspunktid A ja B.

(b) Votame sirkli haarade vahele 16igu b pikkuse ning joonestame ringjoone
keskpunktiga A ja raadiusega b (konstruktsioon R1).

(c) Votame sirkli haarade vahele 16igu a pikkuse ning joonestame ringjoone
keskpunktiga B ja raadiusega a (konstruktsioon R1).

(d) Olgu nende kahe ringjoone iiks 16ikepunkt C' (konstruktsioon P3). Kui
loikepunkte on kaks, valime neist suvalise. Kui 16ikepunkte on iiks voi
null, pole kolmnurga konstrueerimine voimalik.

(e) Tombame joonlaua abil 16igud AC ja BC (konstruktsioon S1).
(f) Kolmnurga ABC kiiljed on piikustega |AB| = ¢, |[BC| = aja |CA| =

b, sest tdnu konstruktsioonile asub punkt C' punktidest B ja A vastavalt
kaugustel a ja b.
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3.2 Lahendused 41

Praktikas pole alati vaja ringjooni tdielikult vilja joonestada. Piisab, kui silma
jargi hinnata, kuhu 16ikepunkt enam-vdhem tulla voiks, ja siis tommata ring-
joontest vastavasse piirkonda ainult kaared.

Ulesanne 3.1 Olgu tasandil antud 16ik pikkusega a. Joonesta vordkiilgne kolm-
nurk kiiljepikkusega a.

Ulesanne 3.2 Milline seos peab kehtima loigupikkuste a, b ja ¢ vahel selleks,
et kolmnurga konstrueerimine oleks voimalik?

3.2 Lahendused

3.1 Tegemist on erijuhuga jaotise 3.1 konstruktsioonist. Joonestame antud
l6igust ldhtudes kaks ringjoont raadiustega a ning keskpunktidega antud
16igu otspunktides. Nende ringjoonte kumbki l6ikepunkt sobib otsitava
kolmnurga kolmandaks tipuks.

3.2 Teoreemi 1.14 (ehk kolmnurgavorratuse) pohjal peab kolmnurga kahe kiil-
je pikkuste summa peab olema suurem kui kolmanda kiilje pikkus, st an-
tud juhul @ + b > c. See lilesanne annab kolmnurgavorratusele konstruk-
tiivse tolgenduse — kui 16igupikkuste vahel kolmnurgavorratus ei kehti,
ei teki konstruktsioonis ringjoontel kahte 16ikepunkti.
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PEATUKK 4

Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud

4.1 Naturaalarvud ja taisarvud

Koolimatemaatikas antakse naturaalarvudele tavaliselt jirgmine definitsioon
(vtnt[1]):

Definitsioon 4.1. Naturaalarvud on arvud, mille me saame loplike hulkade
elemente loendades. Naturaalarvude hulka tdhistame

N=1{0,1,2,3,...}.

Nagu iitleb definitsioon 4.1, vdljendavad naturaalarvud ideed, et meil on
mingeid objekte — ostukdrus on 2 pakki hapukoort, klassis on 24 opilast, Kris-
tuse silinnist on piiblilegendi jargi moodunud 2025 aastat. Eraldi kokkuleppe
jargi loeme naturaalarvuks ka tiihja hulga elementide arvu null; nii nditeks on
Tallinna loomaaias 0 kaelkirjakut.

Naturaalarve saab liita ja korrutada, kusjuures tulemuseks on alati jdlle na-
turaalarv (selle kohta iitleme, et liitmine ja korrutamine on naturaalarvude
hulgal hdstidefineeritud). Liitmine vastab ideele, et me paneme olemasolevale
midagi juurde, korrutamine aga ideed, et me paneme midagi juurde korduvalt,
kusjuures iga kord sama palju.

Liitmise poordoperatsioon on lahutamine, mis viljendab ideed, et midagi
voetakse dra. Vahel on ka lahutamise tulemus naturaalarv (kui 5st kommist 2
dra votta, jaab 3 jarele ehk 5 — 2 = 3), aga mitte alati (niisiis ei ole lahutamine
naturaalarvudel héstidefineeritud). Kui piilida 5 st kommist dra votta 7, pole
kohe selge, mida see digupoolest tdhendada voiks.

Samas voime moelda nii, et kui oled lubanud sobrale anda 7 kommi, aga
sul on téna kaasas ainult 5, pead oma lubaduse tdaitmiseks homme veel 2 kom-
mi juurde tooma. Niisiis piitiame kirjeldada olukorda, kus midagi jaab puudu:
jooksja jdi rekordile alla 5 sekundiga, poranda varvimiseks ostetud 3st virvi-
potist ei piisa ja 1 tuleb juurde tuua, firma kulud iiletavad tulusid 1000 euro
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44 Peatiikk 4. Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud

vorra.

Neid olukordi saame viljendada negatiivsete arvudega. Kui firma kulud {ile-
tavad tulusid 1000 euro vorra, tuleb vahe katta omanike taskust voi pangalae-
nuga. Firma seisukohast on tema eelarves —1000 eurot, sest see volg tuleb ku-
nagi (naiteks tuleviku kasumi arvel) tagasi maksta. Kui sa oled sobrale lubanud
7kommi, aga tdna on sul anda ainult 5, on sul mingis mottes —2 kommi, sest lu-
baduse taitmiseks jadb 2 kommi puudu. Seda olukorda saame matemaatiliselt
viljendada vordusega 5 — 7 = —2.

Nonda saame peale naturaalarvude anda sisu ka nende vastandarvudele.

Definitsioon 4.2. Naturaalarvu n vastandarvuks nimetame niisugust arvu
m, et n +m = 0. Arvu n vastandarvu tdhistame ka —n.

Niisiis saame definitsioonist 4.2, et iga naturaalarvu n korral kehtib vordus
n+(—n)=0.

See vastab meile juba tuttavale sulgude avamise reeglile, mille pohjal n+(—n) =
n—n=>0.

Arvu 0 vastandarvuks on tema ise, sest 0 + 0 = 0 (seega voime kirjutada
—0 = 0). Positiivsete naturaalarvude vastandarvud aga pole enam naturaalar-
vud, vaid uut liiki, negatiivsed arvud.

Ulesanne 4.1 Mis on arvu —a vastandarv?

Definitsioon 4.3. Naturaalarvud ja nende vastandarvud moodustavad tiis-
arvude hulga, mida tdhistame

Z={.,-3-2,-101,23,..}.

Tiihja majja siseneb kaks inimest, aga viljub kolm. Bioloog, fiilisik ja mate-
maatik selgitavad seda nahtust.

Bioloog: ,,Nad paljunesid!“

Fiitisik: ,Tegemist on modtmisveaga!®

Matemaatik: ,Kui majja ldheb veel iiks inimene, on maja jélle tiihi!“

4.2 Ratsionaalarvud

Tdisarve saab liita, lahutada ja korrutada, kusjuures tulemus on alati tdisarv
(arvestades kokkulepet, et kahe negatiivse arvu Korrutis on positiivne).

Korrutamise pdordtehe on jagamine. Kui korrutamine vastab iihe suuruse
korduvale lisamisele, siis jagamise puhul kiisime, millist suurust tuleb kordu-
valt lisada, et tulemuseks oleks soovitav 16ppkogus.

Jagades iiht tdisarvu teisega, on vahel tulemuseks tdisarv. Kui mul on 3 ven-
daja 15 kommi, saan ma anda igaiihele vordselt 5 kommi. Kui mul on panga ees
1000-eurone volg (ehk —1000 eurot), saan vola tasa, kui maksan 10 kuud igas
kuus 100 eurot vola pohiosa. Neid tehteid voime matemaatiliselt kirjutada vas-
tavalt

15:3=5 ja —1000:10=—-100.
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4.3 Ratsionaalarvud ja kiimnendmurrud 45

Alati aga ei Onnestu jagamine nii, et jagatis oleks tdisarv. 15 kommi ei saa
kahe venna vahel tipselt jagada. Uks komm tuleb pooleks teha ning kumbki
vend saab 7 ja pool kommi.

Niisuguse olukorra kirjeldamiseks on kasutusele voetud murdarvud. Tahis-
tades jagamist murrujoone abil, voime kirjutada

15 1
2 =13
Eraldi tuleb uurida, millal kaks harilikku murdu vorduvad. Kui mul oleks 30
kommi ja 4 venda, saaks igaiiks neist vordse jagamise korral sama palju ehk 7 ja
pool kommi. (Kontrollime: 4 - 7 = 28, 4 poolt annab kokku 2 ning 28 + 2 = 30.)
Niisiis saame kirjutada, et
15 30
2 4
Tépselt sama tulemuse saaksime ka 45 kommi ja 6 venna puhul. Uldisemalt
voime Oelda, et kui suurendada k korda nii suurust, mida me jagame, kui osade
arvu, milleks me jagame, saame sama suured osad. Matemaatiliselt kirjutades

k-a

i
kb b’
Definitsioon 4.4. Ratsionaalarvude hulk on defineeritud kui
a
Q—{E.a,beZ,b;&O} :

kusjuures ratsionaalarve ¢ ja & loeme vordseteks parajasti siis, kui a.-d = c- b.

4.3 Ratsionaalarvud ja kiimnendmurrud

Ratsionaalarv ¢ vastab tdisarvude a ja b jagatisele. Seega peab neid saama ja-
gada! Kui meil veab, on jagatis 1oplik, nditeks + = 0,2ja 7 = 1,75.
Teisest kiiljest on lihtne ndha, et igale 1oplikule kiimnendmurrule vastab ka

ratsionaalarv, nditeks 7 = ¥,1,37 = 137 ja —2,345 = 2335 — 109,
Alati aga ei tule jagatis 16plik.! Uurime, millisele kiimnendarvule vastab

nditeks ratsionaalarv - ja teeme samm-sammult 14bi pika jagamise.
2,0:11 = 0,1
1L
9

Esimene jadk on 9. Jagatise jargmise kiimnendkoha leidmiseks paneme tihele,
et 11 mahub 90-sse 8 korda ja jddk on 2:

2,00:11 = 0,18
1,1
© 90

88

]

10n véimalik niidata, et jagatis tuleb 16plik parajasti siis, kui jagaja teguritekslahutusse kuulu-
vad algarvudena ainult 2 ja 5.
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Jargmiseks ndeme, et 11 mahub 20-sse 1 korra ja jadk on jalle 9:

2,000:11 = 0,181
1,1
" 90
88
20
11
9

Niisiis hakkavad jadgid 2 ja 9 vahelduma, mistottu jagatises vahelduvad numb-
rid 1 ja 8. Kokkuvottes voime kirjutada, et

2
— =2:11=0,18181818... .
11 ’

Niisiis tekib jagatises periood, mida tahistame lithidalt sulgude abil kujul 0,(18).

Ulesanne 4.2 Arvuta jagatised vilja kuni perioodi tekkimiseni:

(@ 3=1:3,
(b) £=2:3,
© §=5:9,
d ¥ =14:11,

11
(€) & =4:37.
Ulesanne 4.3 Arvuta kuni perioodi tekkimiseni vilja jagatised

Kas mirkad midagi huvitavat?

Kas kahe (positiivse) tdaisarvu jagamisel tekib alati tsiikkel? Lihtne on mais-
ta, et tekib kiill. Jagamise igal sammul tekib jadk, mis on {ihest kiiljest vihematl
0 ja teisest kiiljest vdiksem kui jagaja. Niisiis on jdagil 1oplik arv voimalikke
vadrtusi ja niipea kui kordub jdik, tekib ka tsiikkel. Kui jagatavast ja jagajast
iiks on negatiivne, jadb tulemuse ette lihtsalt miinus, aga tsiikkel tekib ikka-
gi. Kui nii jagatav kui jagaja on negatiivsed, on tulemus positiivne, aga jallegi
tsiikliline. Niisiis oleme pohjendanud jargmise lause.

Teoreem 4.1 Igale ratsionaalarvule vastab perioodiline kiimnendmurd.

Paneme tdhele, et ka ratsionaalarvudest, millele vastav jagamistehe on 16p-
lik, voime méelda kui perioodilistest arvudest nulliga perioodis, nditeks 1 =
0,5 =10,5(0) ja 5= = 0,04 = 0,04(0).

Tekib loomulik kiisimus, kas kehtib ka teoreemi 4.1 poordvadide? Osutub, et
kehtib kiill. Selles veendumiseks anname konstruktsiooni, mis voimaldab leida
igale perioodilisele kiimnendmurrule vastava hariliku murru (ehk ratsionaal-
arvu).

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

4.4 Irratsionaalarvud. Ruutjuur 47

Vaatleme niiteks 16pmatut perioodilist kiimnendmurdu
z = 0,(259) = 0,259259259 . . . .
Korrutame vaadeldavat arvu 1000-ga ja saame
1000z = 259,259259259. .. .

Nieme, et lahutamistehte 1000z — = tulemusena koonduvad koik komajéargsed
kiimnendkohad vilja! Seega voime kirjutada

999z = 1000z — x = 259,

kust saame
259
-~ 999’
mis on ratsionaalarv. Parast taandamist voime lisaks tahele panna, et 239 = T,

aga see pole arvu z ratsionaalarvulisuse toestamise seisukohast enam tegeli-
kult olulinegi.

Lihtne on moista, et sama vote aitab iga perioodilise kiimnendmurru pu-
hul. Kui perioodi pikkus on &, voime vaadeldavat perioodilist kimnendmurdu
x korrutada arvuga 10* ja lahutamistehe 10¥z — 2 annab meile 16pliku kiim-
nendmurru, mis on kindlasti esitatav kahe tdisarvu jagatisena kujul ¢. Niisiis
saame a
— =10z —x = (10F = 1)z =999...9 -z,

N—_——

b
k

millest omakorda “

T 59999
ja see on samuti ratsionaalarv.

Kokkuvottes oleme ndidanud, et kehtib jargmine tulemus.

Teoreem 4.2 Ratsionaalarvud on iiksiiheses vastavuses perioodiliste kiim-
nendmurdudega.

Ulesanne 4.4 Avalda ratsionaalarvudena. Kui saab, taanda vastavad murrud!
(a) 11,(0);
(b) —7,5(0);
(© 1,(1);
(d) —0,(027);
(e)

4.4 TIrratsionaalarvud. Ruutjuur

Jaotises 4.3 ndgime, et ratsionaalarvud on iiksiiheses vastavuses perioodiliste
kiimnendmurdudega. Ka mitteperioodilised kimnendmurrud vaarivad omaet-
te nime.
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Definitsioon 4.5. Mitteperioodilisi kiimnendmurde nimetame irratsionaalar-
vudeks. Koigi irratsionaalarvude hulka tdhistame 1.

Definitsioon 4.6. Kiimnendmurde nimetame reaalarvudeks. Koigi reaalar-
vude hulka tdhistame R.

Kuna iga kiimnendmurd on kas perioodiline voi mitteperioodiline (aga mit-
te molemat korraga!), saame arvhulkade vahel seosed R =QUIjaQnNI = &.

Kui olulised irratsionaalarvud tegelikult on? Osutub, et vigagi. Niiteks ei
piisa ratsionaalarvude vallast juba siis, kui me otsime arvu, mille ruut oleks 2.
Sonastame ja toestame vastava tulemuse teoreemina.

Teoreem 4.3 Ei leidu niisugust ratsionaalarvu, mille ruut oleks 2.

Toestus. Oletame viitevastaselt, et leidub niisugune raatsionaalarv ¢, mille kor-
ral ¢> = 2. See tdhendab, et peavad leiduma sellised tdisarvud a ja b, et ¢ = ¢.
Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a ja b on positiivsed (kui iiks neist
on negatiivne, voime ta asendada vastandarvuga, ilma et ¢> muutuks); samu-
ti voime eeldada, et murd § on taandatud (vastasel juhul voime ta lihtsalt dra
taandada ning votta a ja b rolli taandatud murru lugeja ja nimetaja).

Seega saame
2

a2 a
2 = 2 = (*) = —_—.
T=\%) T
Kuna murru Z—z vadrtus on paaris tdisarv 2, peab ka a olema paarisarv. Muuhul-

gas jagub a? koguni 4-ga, aga kuna (g—j ei jagu 4-ga, peab ka b2 olema paarisarv.
Sellest omakorda jéreldub, et b peab olema paarisarv; siis aga ei ole murd 3
taandatud, sest nii a kui ka b jaguvad 2-ga. Oleme saanud vasuolu, mis nditab,
et iihegi ratsionaalarvu ¢ korral ei saa vordus ¢ = 2 kehtida. O

Ulesanne 4.5 Kas leidub ratsionaalarv, mille ruut on 3?

Ulesanne 4.6 Kas leidub ratsionaalarv, mille ruut on 4?

Milliste reaalarvude z jaoks leidub selline reaalarv y, et y> = z? Kuna iga
reaalarvu y korral on y? mittenegatiivne, siis peab x kindlasti mittenegatiivne
olema. Osutub, et rohkem kitsendusi polegi.

Definitsioon 4.7. Olgu antud mittenegatiivne reaalarv x. Arvu x ruutjuureks
nimetatakse niisugust mittenegatiivset reaalarvu y, et y?> = x. Arvu x ruutjuurt
tdhistame /.

Niisiis voime kirjutada v/4 = 2 ja /2,25 = 1,5.
Ulesanne 4.7 Leia jargmised ruutjuured:

@ V9;

(b) V25;
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(©) v1,21;
(d)

Aga millise 16pmatu mitteperioodilise kiimnendmurruga éigupoolest vor-
dub /2? Tema koiki kiimnendkohti polegi voimalik vilja arvutada (ta on 16p-
matu!), niisiis kasutatakse praktilistes arvutustes tema ldhendeid.

Paneme niiteks tihele, et 12 = 1 ja 22 = 4, seega peab /2 olema kusagil 1 ja
2 vahel. Kuivord 1,52 = 2,25, siis peab /2 jidma isegi 1 ja 1,5 vahele. Et samas
1,42 = 1,96ja 1,96 < 2 < 2,25, siiska 1,4 < v/2 < 1,5. Sama moodi jitkates
saame, et

1,412 = 1,9881 < 2 < 2,0164 = 1,422, jarelikult 1,41 <v2 < 1,42;
1,414% = 1,999396 < 2 < 2,002225 = 1,4152 jarelikult 1,414 <v2 < 1,415,
1,4142% = 1,99996164 < 2 < 2,00024449 = 1,4143%, jarelikult 1,4142 <v/2 < 1,4143.

Niimoodi jatkates saame arvule /2 jarjest parema ja parema kiimnendla-
hendi, naiteks

V2 & 1,41421356237309504880168872420969807856967187537694807317668 .

Ulesanne 4.8 Leia katsetades sellise reaalarvu y ligikaudne vaartus tapsusega
kolm kohta peale koma, et 32 = 3.

4.4.1 Projektiilesanne: A0, A1, A2, A3, A4, A5, ...

Rahvusvaheline standard ISO 216 méirab paberilehtede tiilipformaadid; tava-
line printeripaberileht niiteks on formaadis A4. Formaadid A0, A1, A2, A3, A4,
A5, ... on madratud nii, et reas jirgmise saame eelmisest, kui murrame eel-
mise pikemast kiiljest pooleks. Seejuures on molema ristkiiliku kiilgede suhted
samad (st ristkiilikud on sarnased).

A0

A2

Al
A5

A3
A4

Kui néiteks A4 formaadi pikem kiilg on pikkusega a ja liihem b, siis A5 pa-
berileht on mootudega vastavalt b ja §, kusjuures
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Ulesanne 4.9 Leia A-seeria paberilehe kiilgede suhe §.

Ulesanne 4.10 Vota A4 paberileht ning mooda dra tema korgus ja laius. Kui
suur tuleb nende mootmete suhe?

Ulesanne 4.11 Murra A4 paberileht pikemast kiiljest pooleks, nii et moodustub

A5 formaadis leht. M6oda ka selle pikkus ja laius. Kas nende mootude suhe
tuleb ligikaudu sama kui A4 korral?

Ulesanne 4.12 AQ paberilehe pindala on 1m?. Leia A0 paberilehe mo6tmed.

Ulesanne 4.13 Toesta, et ruutjuur positiivsest irratsionaalarvust on samuti
irratsionaalne. (Vihje: kasuta vastuviitelist toestust.)

Huvitaval kombel on A-seeria paberiformaadi standardil oma seos ka Eesti-
ga. Lehekiiljemootude suhte /2 pakkus 20. sajandi alul vilja Wilhelm Os-
twald, ainuke Nobeli preemia saanud Tartu Ulikooli professor. Tema ettepa-
nekut ei voetud kiill kohe vastu, sest tollal kasutati vidga paljusid erinevaid
paberiformaate, aga lopuks joudis see Sakamaa standardisse DIN 476 ning
sealt ka tdna kasutatavasse rahvusvahelisse standardisse ISO 216.

4.4.2 Projektiilesanne: kuldloige

Seda projektiilesannet alustame kiisimusest, milline ristkiilik on ilus. Ilu po-
le muidugi matemaatiliselt defineeritav moiste, aga kunstnike aastatuhandete
pikkune kogemus néitab, et monda vormi tajub inimene millegipéarast meeldi-
vamana kui monda teist.

Naiteks ruut (st ristkiilik kiilgede suhtega 1 : 1) voib tunduda liiga kandiline
ja simmeetriline, ristkiilik kiilgede suhtega 2 : 1 aga liiga pikergune.

Suhete 1 : 1ja 2 : 1 vahel on muidugi lI6pmata palju teisi vdoimalusi. Jao-
tises 4.4.1 nidgime, et standardse paberilehe mo6dud suhtuvad nagu v/2 : 1
ehk umbes 1,414 : 1. See aga pole ainus disainis ja kunstis sageli kasutatav su-
he. Siinses projektiilesandes tutvume lisaks suhtega, mida nimetatakse kuld-
l16ikeks.

Definitsioon 4.8. Kui ristkiiliku pikem kiilg suhtub liihemasse sama moodi
nagu lithem suhtub nende kiilgede pikkuste vahesse, iitleme, et tegu on kuldloi-
ke suhtega.

Téhistades ristkiiliku pikema kiilje pikkust « ja liihema kiilje pikkust b, saa-
me definitsiooni 4.8 tingimuse kirjutada vordusena

- . 4.1)
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Geomeetriliselt tihendab kuldloikes ristkiilik seda, et kui tema iihest otsast
l6igata dra ruut, jaab jarele algsega sarnane ristkiilik.

b a—2b

a

Osutub, et tingimus (4.1) méarab suhte ¢ tiheselt ara.

Ulesanne 4.14 Toesta, et kui a ja b rahuldavad seost (4.1), siis suhe ¢ = ¢
rahuldab seost )

p—1=—.
2
Ulesanne 4.15 Leia katsetades positiivse reaalarvu ¢ ligikaudne vaartus tép-
susega kolm kohta peale koma, kui

1
p—1=—.
4
Ulesanne 4.16 Naiita, et kuldloike suhe ¢ on irratsionaalarv. (Vihje: kasuta
vastuvditelist toestust ja seost (4.1).)

Ulesanne 4.17 Kuldloige esineb tihti looduses. Mooda naiteks enda pikkus ja
korgus maast nabani. Kui suur on nende maotude suhe?

Ulesanne 4.18 Mo0da dra pangakaardi pikkus ja laius. Kui suur tuleb nende
suhe?

Ulesanne 4.19 Aga kuidas on lugu mangukaartidega?

4.4.3 Projektiilesanne: Fibonacci arvud

Leonardo Fibonacci (1170 - u. 1250) oli {iks véljapaistvamaid keskaegse Itaalia
matemaatikuid. Tema peateos ,,Liber abaci“ (mida voib tolkida umbes kui ,Raa-
mat arvtamisest®) mingis votmerolli selles, et Euroopas voeti rooma numbrite
asemel kasutusele araabia numbrid. Samast raamatust leiame aga ka palju hu-
vitavaid {ilesandeid, millest kuulsaimaks on kahtlemata saanud jargmine.

Ulesanne 4.20 Uhel talumehel oli paar noori kiitilikuid. On teada, et iga kiiiili-
kupaar annab alates teisest elukuust igal kuul jarglaseks uue paari kiiiilikuid,
kes samuti teisest elukuust alates sama moodi edasi paljuneb. Mitu kiiiiliku-
paari on talumehel n. kuul?

Lahendus. Esimesel kuul on talumehel 1 kiiiilikupaar, kes teiseks kuuks an-
nab paari jarglasi; niisiis on teiseks kuuks kokku 2 paari kiiiilikuid. Neist esi-
mene paljuneb ka kolmandal kuul, andes kokku 3 kiiiilikupaari.
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Edasi liheb huvitavamaks. Neljandal kuul paljunevad esimene ja teine paar,
niisiis saab talumehel olema 3+2 = 5 paari kiiiilikuid. Viiendal kuul paljunevad
need paarid, kes olid stindinud kolmandaks kuuks, st lisandub 3 paari kiitilikuid,
andes kokku 5 + 3 = 8 paari.

Niitid hakkab muster vélja paistma. Tahistades kiiiilikupaaride arvu n. kuul
Leonardo Fibonacci auks F;,, saame esimesteks vaartusteks

FL=1F=2F=37F =5F;=S8.

n. kuul on endiselt elus koik need F,,_; paari, kes eelmisel kuulgi, ja lisaks an-
nab iga paar, kes oli olemas iileelmisel kuul, veel iihe paari jarglasi. Seega on
n. kuul talumehel kokku F,,_; + F,_ paari; niisiis saame kirjutada seose

Fo=F,_1+F,_2.
Nonda niiteks
Fg=F5+F,=8+5=13, F;=Fs+F;=13+8=21 jne.
O

Tekkivat jada F;,, nimetatakse Fibonacci jadaks, kuigi tegelikult polnud Leo-
nardo Fibonacci kaugeltki esimene, kes selle jada peale tuli.

Ulesanne 4.21 Umbes 2. sajandil e.m.a. uuris India matemaatik Pingala sansk-
riti virsimoote. Teatud tiitipi varssides voib esineda pikki ja liihikesi silpe,
kusjuures pikk silp kestab tapselt kaks korda kauem kui liihike. Lugedes lii-
hikese ja pika silbi kestuseks vastavalt 1 ja 2 166ki, kiisis Pingala, mitu erine-
vat riitmivoimalust on n-160gilise vérsi koostamiseks. Aita Pingalal sellele
kiisimusele vastata!

Ulesanne 4.22 Leia kalkulaatori voi arvuti abil jarjestikuste Fibonacci arvude
suhted, st (ligikaudsed) vaartused

Fy, F3 Fy F5 Fg F; Fg Fy

F17F2,F3’F47F57F6,F7’F87.”.

Kas paned midagi tdhele?

4.5 Lahendused

4.1 Vastus: arvu —a vastandarv on a.

Toepoolest, definitsiooni 4.2 jargi peame arvu —a jaoks leidma niisuguse
arvu, mille summa arvuga —a oleks 0. Aga me teame, et a + (—a) = 0,
seega sobibki a arvu —a vastandarvuks ehk

—(—a)=a.

Paneme tidhele, et arvu ette mirgi — kirjutamine on formaalne operat-
sioon, mille sisu annabki just definitsioon 4.2.

4.2 Vastus: £ = 0,(3), 2 =0,(6), 3 = 0,(5), 17 = 1,(27), 55 = 0,(108).
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4.3 Vastus:
1 4
- = 0,(142857) , - = 0,(571428) ,
2 5
- = 0,(285714) - = 0,(714285) ,
3 6
- = 0,(428571), .= 0,(857142) .

Selgub, et koik tekkivad tsiiklid on sama pikad, kusjuures nad on koik tiks-
teise tsiiklilised timberpaigutused!

Arvutiiilesanne 4.1. Uuri arvuti voi kalkulaatori abil, kas midagi sar-
nast juhtub ka teiste jagajatega. Nditeks leia, milliste kimnendmurdu-

~ 1 2 3 4 ;
dega vorduvad arvud 73, 73, 75, 13 Jne.

4.5 Vastus: ei.
Toestus on analoogiline teoreemi 4.3 toestusega.

4.6 Vastus: jah.

Sobib nditeks ratsionaalarv ¢ = 2.
4.7
4.8 Vastus: v/3 ~ 1,732.

4.9 Vastus: ¢ = /2.

Teisendame vordust

a_b
b a2’
2
a
R
a\ 2
(5) =2 W
%: 2.

4.10 A4 paberi korgus on 297 ja laius 210 millimeetrit. Vastav suhe on

297 mm
210 mm

~ 1,414285714,

mis on viga lihedal vdirtusele /2 ~ 1,414213562.

Ulesanne 4.23 Murru % kiimnendesituses esineb numbrijarjestus 142857.

Sama jérjestust ndgime ka tilesandes 4.3. Kas see on juhuslik kokkusat-
tumus voi on siin stigavam pohjus?
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4.11 A5 paberilehe laius on 27 ~ 148 mm ja pikkus 210 mm. Nende m6o-
tude suhteks saame
210mm ) 18018
148mm '

4.12 Olgu A0 paberilehe mootmed vastavalt a ja b meetrit. Siis saame vorran-
dislisteemi

a
Z =49
b V2
ab = 1m?

Siisteemi vorrandite korrutamisel saame

%~ab:\@~1,
a? =2,
a=1\/V2.

Kalkulaatori voi arvuti abil leiame, et v/1/2 ~ 1,189 m ehk 1189 mm.

Siisteemi esimesest vordusest saame niiiid

b:

59

a
— ~ 0,841m
V2
ehk 841mm.

Teine voimalus on kasutada AO ja A4 lehtede omavahelist seost. Arves-
tades jdrjestikust poolitamist ndeme, et AO leht on molemas mootmes 4
korda pikem kui A4. Selline autelu annab AO lehe pikkuseks

4 - 297mm = 1188 mm

ja laiuseks
4-210mm = 840 mm .

Standardis defineeritud AO moodud on siiski 1189 x 841 mm ja vdiksemate
lehtede m6odud on iimardatud tdismillimeetriteni.

4.13 Olgu r positiivne irratsionaalarv. Oletame viitevastaselt, et 1/r on ratsio-
naalne, st leiduvad tdisarvud a ja b nii, et

a
V=2

Jarelikult
2

(-5

on samuti kahe tdisarvu jagatis. Niisiis on ka r ratsionaalarv; vastuolu.
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4.14 Teisendame vordust (4.1):

a b
b a-b’
ala —b) = b?,
a® —ab="b?, | : ab
a_,_°
b al’
a
-

mida oligi tarvis ndidata.
4.15 Vastus: p =~ 1,618.

4.16 Oletame viitevastaselt, et ¢ on ratsionaalarv, st leiduvad sellised tédisar-
vudajab, et o = £.Naguteoreemi 4.3 toestuseski voime eeldada, et ajab
on positiivsed ning et murd § on taandatud (selle olukorra kohta titleme
ka, et a ja b on iihistegurita).

Ulesande 4.14 lahenduses nigime, et seosest (4.1) jareldub vordus
ala —b) =b>.
Kuna @ on arvu b? tegur, aga a ja b on iihistegurita, on ainus voimalus, et
a=1.
Teisest kiiljest saame sama vorduse iimber kirjutada kui
a? —ab=1b?,

a® =b*+ab,

a? =b(a+b).
Téapselt sama moodi arutledes jouame jareldusele, et kuna a ja b on iihis-

tegurita, aga b on arvu o? tegur, peab kehtima ka vordus b = 1. Jarelikult
ka ¢ = ¢ = 1 = 1. Samas on selge, et ¢ = 1 ei rahulda vordust

p—1=—.
¥

Oleme saanud vastuolu eeldusega, et ¢ on ratsionaalarv.

4.18 Pangakaardi tdpsed mootmed on 3,37 x 2,125 tolli ehk 85,6 x 53,98 senti-

meetrit.
85,6

53,98
mis on iisna ldhedal kuldloikele.

~ 1,586,

4.19 Mingukaartide suurus pole nii rangelt standarditud kui pangakaartide
oma. Sageli leiame néditeks mingukaarte, mille méddud on 3.5 x 2,25 tolli
ehk 8,89 x 5,71 sentimeetrit kiilgede suhtega

8,89
5,71

~ 1,557,

mis on samuti kuldloikele suhteliselt 1dhedal.
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4.23 Muidugi pole see juhus. Kuna nii 297 kui 210 jaguvad 3-ga, saame murru
taandada ja teisendada:
207 _99 2
210 70 "70°
Kuna 99 )
— =4— =4,(142857
7 7 o )
siis 9
1— =1,4(142857).
- = 14(142857)
4.21 Tahistades liihikest silpi - ja pikka —, saame véikeste n vaartuste korral
jargmised voimalused.
e Juhul n =1 on 1 voimalus: -.
e Juhul n = 2 on 2 voimalust: -- ja —.
e Juhul n = 3 on 3 voimalust: ---, —- ja -—.
e Juhul n = 4 on 5 voimalust: ----) —--) -—-, --— ja ——.
e Juhuln = 5 on 8 voimalust: ----- y Ty T, mm ey mm e, e, — =
ja-——.
Nédeme, et vihemalt jada esimesed liikmed 1, 2, 3, 5, 8 langevad kokku Fi-
bonacci jadaga. Tahistades n-160giliste varsiskeemide arvu V,,, tuleb veel
néidata, et ka nende puhul kehtib seos
Vi=Vi1+Vaa.
Selles pole raske veenduda. Iga vérss algab kas liihikese voi pika silbi-
ga. Nende n-160giliste varsiskeemide arv, mis algavad liihikese silbiga,
on tdpselt V,,_1, sest liihike silp votab virsi algusest enda alla iihe 160gi.
Sama moodi ndeme, et kuna pikk silp votab kaks 160ki, on n-160giliste
virsiskeemide arv, mis algavad pika silbiga, tapselt n — 2. Seega téepoo-
lest V,, = V,,_1 + V,,_o, mida oligi tarvis toestada.
4.22 Leiame jdrjestikuste Fibonacci arvude suhete ligikaudsed vadrtused:

F, 2 Fs 13
Fj:I:2’ F§Z§:1,625,
F3 3 Fr 21

fzzizl,g), FZZEwa’
Fy, 5 Fy 34

Fi:fl’%?’ Fi:TM’Gw’
%2221,6’ %:%%1,618.

Nideme, et see suhe liigub jarjest ldhemale kuldloike konstandile ¢! On

voimalik toestada, et jada = - elementide vaartuste abil saab arvu ¢ ld-

hendada toepoolest kuitahes histi (tipsemalt, see jada koondub arvuks ©).

Selleks, et arvutusi kiiremini sooritada, voime koostada programmi. N&i-
teks Pythonis saame jarjestikuseid suhteid % arvutada nii:
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for i in range (100):
print (g/f)
f.g = g,f+g

Mis siin toimub? Koigepealt omistame muutujatele £ ja g vastavalt F} ja
F» vaartused ehk 1 ja 2. Siis triikime for-tsiikli esimesel sammul vilja
nende suhte ning seejirel uuendame £ ja g vaadrtusi. Python lubab meil
iihel sammul teha kaks omistamist korraga, andes muutujale f muutuja
g vana véadrtuse (ehk F,) ning muutuja g uueks vaartuseks saab f+g ehk
Fy + F», = F3. Niimoodi tsiiklit 100 korda ldbi tehes leiamegi jargmistel

F3 Fy Fio1
sammudel suhted P oo P
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PEATUKK D

Ruutvorrand

Definitsioon 5.1. Ruutvorrand on vérrand kujul az? + bz +c = 0, kus a # 0,
a,b,c € R ning kus muutuja x vddrtust otsime samuti reaalarvude hulgast.

Ruutvorrandit (ja iildse igasuguse astme vorrandeid) saab vaadelda ka iile
teiste arvuvaldade. Mauruse 9. klassi tooraamatus [5] on ruutvorrand definee-
ritud ainult ratsionaalarvuliste kordajate jaoks, kuid see on 9. klassi jaoks lii-
ga kitsendav. Esiteks on irratsionaalarvud selleks hetkeks juba sisse toodud ja
teiseks tekivad irratsionaalarvud ka ratsionaalarvuliste kordajatega vorrandite
lahenditena nagunii. Seega soovitame tuua tunnis sisse reaalarvud ning nen-
dega ka ruutvorrandite puhul tootada.

Uldkujulise lahendivalemi tuletamiseni soovitame liikuda sammsammuli-
selt, mittetdielike ruutvorrandite kaudu.

5.1 Mittetdielik ruutvorrand kujul az? + bz = 0

Opetaja kirjutab vorrandi tahvlile ning voib seejérel kiisida, kas keegi oskab
kohe 6elda muutuja  mone vairtuse, mis seda vorrandit kindlasti rahuldab.
Uhise arutelu jdrel joutakse arusaamiseni, et z = 0 annab toepoolest avaldise
ax? + bz vadrtuseks 0.

Kas on veel voimalikke lahendeid? Nende leidmiseks v6ib vorrandi vasaku
poole tegurdada, viies vorrandi kujule z(az + b) = 0. Kahe reaalarvu korrutis
saab olla 0 ainult siis, kui {iks teguritest on 0. Esimene voimalus annab juba
leitud lahendi z; = 0, teisest tegurist saame aga

ar+b=0,
ar = —b,

b

rT=—-—,

a
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60 Peatiikk 5. Ruutvorrand

mis annabki teise voimaliku lahendi z, = —3. Paneme tahele, et see lahend on
kindlasti maaratud, sest a # 0.

Metoodiliselt on oluline mitte tuupida opilastele pihe konkreetsele vorran-
di tiilibile vatavaid lahendite kujusid, vaid toetada neid lahendusmeetodi sii-
gavamal moistmisel. Antud juhul on oluline uuritava avaldise tegurdamine ja
opilased peaksid oppima lihtsamaid tegurdusi labi ndgema.

Ulesanne 5.1 Leia koik reaalarvud, mis vorduvad iseenda ruuduga.

Lahendus. Vastus: 0ja 1.
Olgu z otsitav reaalarv, siis on iilesande tingimus kirja pandav vorrandiga

z2 = z. Teisendame seda vorrandit:

2

v =z,
22— =0,
z(x—1)=0.

Kuna kahe reaalarvu korrutis saab olla 0 ainult siis, kui iiks teguritest on 0,
saame kaks voimalust: z; = 0jaxzs — 1 =0ehkxzy = 1.0

Ulesanne 5.2 Leia koik reaalarvud, mis vorduvad iseenda kuubiga.

5.2 Mittetdielik ruutvorrand kujul az? + ¢ =0

Opetaja kirjutab vorrandi tahvlile ja kiisib, kas keegi oskab kohe 6elda muu-
tuja  mone vadrtuse, mis seda vorrandit kindlasti rahuldab. Selgub, et z = 0
iildjuhul enam ei sobi, sama moodi ka x = 1 ega iildse iikski teine vorrandi
kordajatest soltumatu konstantne vaartus. Kiill aga saab antud vorrandit veidi
teisendada:

a:c2+c:(),

axr® = —c,
c
z?=—=.
a

Niilid saame muutuja x vaartuse leidmiseks molemast vorduse poolest ruut-
juure votta, aga reaalarvulise ruutjuure leidumiseks tuleb lisaks eeldada vorra-
tust —¢ > 0. Teiseks tuleb arvestada, et ruutjuurel on kaks vastandarvulist
vaartust, nii et kokkuvottes saame lahenditeks

c
37172::|: —a.

5.3 Ruutvorrand kujul 22 + 2dz +e =0

Tegemist on tdieliku, kuid erikujulise taandatud ruutvorrandiga. Selle lahendi-
te leidmisel aitab meid tdhelepanek, et kaksliikme summa ruudu valemi pohjal
(r + d)? = 22 + 2dz + d?, mis erineb uuritava vorrandi vasakust poolest vaid
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5.3 Ruutvérrand kujul 22 4+ 2dx +e =0 61

vabaliikme vorra. Niisiis saame vorrandit teisendada jargnevalt (kontrolli, et
koigi sammude jarel jadb vorrand algsega samavaarseks!):
2+ 2dx+e=0,
2?4+ 2dr+d®>—d>+e=0,
(x+d)?—d*+e=0.
Kuna —d? +e on lihtsalt mingi arv, oleme sisuliselt saanud jaotises 5.2 kasit-

letud juhu! Seda on veidi parem niha, kasutades muutujate timbertdhistamist.
Niiteks tdhistades y = = + d ja ¢ = —d? + e, saame vorrandi teisendada kujule

mille lahendid on

Y12 ==EvV—c (—c=0).

Asendades tagasiz = —d +yjac= —d? + e (ehk —c = d% — ¢), saame

T12=—dEtVd>—e (d*> —e>0).
Siinjuures on oluline julgustada opilasi vorrandis kaksliikme ruudu valemit
dra tundma, mitte suunata neid lahendivalemit pdhe tuupima.
Ulesanne 5.3 Lahenda vorrand z2 + 4z — 12 = 0.
Lahendus. Vastus: z; = —6ja o = 2.
Eraldame kaksliikme ruudu ja teisendame vorrandit:
2 +4x—-12=0,
P44 4+4-4-12=0,
(x+2)*-16 =0,

(z+2)* =16,
r+2=4V16=+4,
r=-244,

kust saame z; = -2 — 4= —6jazy = —2+4=2.
Kontrollime saadud lahendeid: (—6)? + 4 - (—=6) — 12 =36 — 24 — 12 =0 ja
22 +4.2—-12=4+8—12 = 0, seega molemad lahendid sobivad. (J
Ulesanne 5.4 Leia jargmiste vorrandite koik reaalarvulised lahendid:
@) z?-2x—-8=0,
(b) y? + 10y + 16 = 0,
(€) 22 +6x+9=0,
d) y2—6y+10=0,
(e) t2+t—2=0.
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62 Peatiikk 5. Ruutvorrand

5.4 Ruutvorrand iildkujul az? +bx +c =0

Uldkujulise ruutvorrandi lahendusviisi saame jaotises 5.3 toodud meetodi abil.
Koigepealt tuleb antud ruutvorrand taandada, jagades vorrandi molemad poo-
led 14bi kordajaga a (seda tohib teha, sest a # 0):

ar’ +br+c=0, |:a
b
JIQ—F*.%‘-FE:O.
a a

Nédeme, et see vorrand on niitid kujul 22 4 2dz + e = 0, kus d = % ning e =
Seega saame kasutada jaotisest jaotises 5.3 tuttavat kaksliikme ruudu erald
mise votet. Teisendame saadud vorrandit edasi:

<
"’
a-

b
2 z+ =0,
2a a

b b\? b\> ¢
2 27 . _ . —
o 2ax+ <2a> (2a) + a 0,

( b>2_b2 dac  b® — dac

2a 402 4a2 4aZ
LA 172—4(16::|:\/l72—4ac7
2a 4a? 2a
b i\/132—41ac —b+ Vb% — dac
r=—— = )
2a 2a 2a

Oleme tuletanud ruutvorrandi lahendivalemi. Lisaks paneme tihele, et ruut-
juure reaalarvuliste vadrtuste olemsoluks on tarvis, et b2 — 4ac > 0.

Niilid oleme valmis toestama jargmise olulise tulemuse, mille sonastame
siinkohal {ileandena. Isedppimise korral soovitab autor koigepealt ise tdestust
otsida enne kui jaotisest 5.5 abi otsida.

Ulesanne 5.5 Niita, et kui ruutvorrandi az? + bz + ¢ = 0 lahendid on z; ja z2,
kehtib vordus
ar? +bx+c=alr—z1)(x —x3).

Selle iilesande (ja tegelikult iildiselt hulkliikmete kasitluse) juures on {iks
kiisimus, millest meie opikutes sageli iile libisetakse. Nimelt jaetakse tavali-
selt defineerimata, mida 6igupoolest tdhendab, et kaks hulkliiget on vordsed.
Probleem seisneb selles, et hulkliikmete vordsusel on kaks voimalikku definit-
siooni. Uhest kiiljest voime radkida avaldiste formaalsest kokkulangemisest,
st hulkliikmete puhul kordajate vastavast vordsusest. Teisest kiiljest aga esi-
tab iga hulkliige ka mingit funktsiooni, seega voime konelda hulkliikmete kui
funktsioonide vordsusest igal argumendil.

Onneks osutub, et need kaks definitsiooni on samaviaarsed. Tapsemalt saab
toestada jargmise teoreemi (tdestust vaata opikust [7], teoreem 10.2).
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Teoreem 5.1 Olgu antud reaalarvuliste kordajatega n. astme hulkliikmed

P(z) = ana™ + n_1Z" 1+, +az+ay ja

Q(l‘) = bpa"™ + bn—133n_1 + ...+ bix+by.
Jargmised vaited on samavéarsed.

(@) Igai=0,1,...,nkorral a; = b;.

(b) Iga z € R korral P(x) = Q(x).

Ulesanne 5.6 Leia kuldl6ik konstandi tdpne vaartus, st niisugune positiivne
reaalarvp, et p—1 = % (vtiilesanded 4.14 ja 4.15). Kas leidub ka negatiivseid
reaalarve, mis rahuldavad sama vordust?

5.5 Lahendused

5.2 Vastus: 1,0ja —1.

Olgu z otsitav reaalarv, siis on iilesande tingimus kirja pandav vorrandiga
2% = x. Teisendame seda vorrandit:

3

=,
B —zx=0,
r(z? —1)=0.

Viimase vorrandi vasaku poole teguris 22 — 1 tunneme dra ruutude vahe,
mida saame tegurdada 22 —1 = (z—1)(z+1). Kokkuvottes saame vorrandi

(x —Dz(z+1)=0.
Kuna kolme reaalarvu korrutis saab olla 0 ainult siis, kui iiks teguritest
on 0, saame kolm voimalust: z; —1 =0ehkz; = 1,20 =0jaxzs +1=0
ehk 3 = —1.
5.4
5.5 Toestatava vorduse paremat poolt lahti kirjutdes saame

a(x—x1)(x —12) = a(z? — 210 — 2o+ 2120) = ax® —a(x +22)r +ar 2o .

Ulesande viite toestamiseks piisab, kui nditame, et x; + =, = —g ja

c
L1Xxg = P

Tuletame meelde, et antud ruutvorrandi lahendid avalduvad kujul

—b — Vb?% — 4ac ia —b+ Vb?% — 4ac
= Tg= ——— .
2a 2a
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64 Peatiikk 5. Ruutvorrand

Niisiis voime arvutada

. +x__—b—¢ﬁ12&{% —b+ Vb —dac\ 20 b
' 2T 2a 2a 22 a’
—b—Vb% —4dac\ [ —b+ Vb? — dac
T1Xg = 2a 2a —
(=b)* = (Vb® —4dac)*  b* — (b —4dac) 4dac ¢
B 4a? B 4a2 - 4a2 - a7

mida oligi tarvis toestada.

5.6 Vastus: ¢ = 125, Antud vorrandit rahuldab ka negatiivne arv 1=

Vorduse ¢ — 1 = é saame timber kirjutada kujul

1
@71:77 |90
¥
§027§0:1,
¢’ —p—-1=0,

mis on ruutvorrand ¢ suhtes. Kasutame néiteks tdisruuduks teisendamise
votet:

' —p—-1=0,

1 5
=44/ =
v 5 1’
1 5 1++56
p=-+t——=
27 2 2

Kahest voimalikust vidrtusest % ja 1‘7\/5 on esimene positiivne ja tei-

ne negatiivne (sest /5 > 1). Niisiis sobib kuldloike konstandiks ¢ =
1+v5
>

Harjutus 5.1 Kontrolli arvuti voi kalkulaatori abil, et 14“2—\/5 ~ 1,618.

Harjutus 5.2 Kontrolli vahetult arvutades, et ka 1*1—‘/5 rahuldab vordust
2
p—p—1=0.
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5.5 Lahendused 65

Harjutus 5.3 Lahenda ruutvorrand ¢? — ¢ — 1 = 0 tildkujulise ruutvor-
randi lahendivalemi abil. Kas saad sama tulemuse?
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PEATUKK 6

Pythagorase teoreem

6.1 Pythagorase teoreem ja poordteoreem

Pythagorase teoreem (mida tunti juba ammu enne Pythagorast) on lihtne, kuid
samas viga siigav tulemus, mis seob omavahel geomeetria, algebra ja arvu-
teooria.

Teoreem 6.1 (Pythagorase teoreem) Tdisnurkses kolmnurgas kaatetite pik-
kustega a ja b ning hiipotenuusi pikkusega c kehtib vordus

a® +b* =c2.

Teoreemi 6.1 toestus on olemas koigis Eesti 9. klassi opikutes [2, 4, 5, 6].

Raagitakse, et Pythagorase teoreemil on 142 erinevat toestust. Mida see ta-
hendab?

*qIIY9Y Waa109) 9seI03eylAd 19 ‘qepuayel 99§

Opik [4] toob Pythagorase teoreemi rakendusena jubaVana-Egiptuses tun-
tud meetodi, kus koiele tehti vordsete vahemaade tagant sisse 13 s6lme ning
seati 12 vordseks osaks jagatud kois kolmnurgaks kiiljepikkustega 3,4 ja 5. Nii
saadi tdisnurkne kolmnurk.

Viide, et kolmnurk kiiljepikkustega 3, 4 ja 5 on tdisnurkne, on kiill 6ige, kuid
see ei jireldu mitte Pythagorase teoreemist, vaid Pythagorase teoreemi p6ord-
teoreemist.

Teoreem 6.2 (Pythagorase teoreemi poordteoreem) Kui kolmnurgas kiil-
jepikkustega a, b ja c kehtib vordus

a? 4+ b =¢2,
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63 Peatiikk 6. Pythagorase teoreem

siis on kolmnurk tdisnurkne kaatetitega a ja b.

Toestus. Olgu antud kolmnurk kiiljepikkustega a, b ja ¢ ning vaatleme lisaks
teist kolmnurka, mis on taisnurkne, kaatetite pikkustega a ja b ning hiipote-
nuusi pikkusega ¢’. Teoreemi eelduse pohjal teame antud kolmnurgast, et

a? +b? =2,

Pythagorase teoreemist teise kolmnurga jaoks saame aga vorduse
a? +b? =c"?.

Niisiis

2= a2+ b2 =2

)

millest jarelduvad vordused ¢ = ¢ ja ¢ = ¢'. Niisiis on vaadeldavad kolm-
nurgad tunnuse KKK alusel vordsed. Muuhulgas peab antud kolmnurk olema
tdisnurkne kaatetitega a ja b. O

6.2 Pythagorase kolmikud

Definitsioon 6.1. Pythagorase kolmikuks nimetatakse positiivsete tdisarvu-
de kolmikut (a,b,c), mille korral kehtib vordus a® + b* = 2.

Opikus [5] on toodud Pythagorase kolmikute moiste ning vdide, et neid kol-
mikuid on 16pmata palju, kuid mitte selle viite pohjendust.

Ulesanne 6.1 Toesta, et Pythagorase kolmikuid on I6pmata palju.

6.3 Jareldusi Pythagorase teoreemist

Teoreem 6.3 Uhest punktist ringjoonele tommatud puutujaléigud on vord-
sed.

Toestus. Vaatleme ringjoont keskpunktiga O ning punkti P ringjoonest viljas-
pool. Punktist P saab ringjoonele tommata kaks puutujat; olgu puutepunktid
vastavalt A ja B. Peame toestama, et |AP| = | BP|. Teeme joonise ning tdmba-
me dra ka 16igud OA, OB ja OP.

https://varamu.eu Versioon: 29.11.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

6.4 Lahendused 69

Kuna raadius ja tema otspunktist tommatud puutuja on risti (vt teoreem 1.12),
siis on kolmnurgad OAP ja OBP tédisnurksed. Lisaks teame, et raadiustena
|OA| = |OB| ning kiilg OP on neil kolmnurkadel {ihine. Niitid saame Pytha-
gorase teoreemist vordused

|OA]? + |AP]?> = |OP)*> ja |OB|?+ |BP|*=|0OP|?,

millest omakorda

|AP|*> = |OP|? — |OA|* = |OP|* — |OB|* = |BPJ*.

Siit aga jareldubki vajalik vordus |AP| = |BP|. O

Ulesanne 6.2 Teoreemi 6.3 idee on sisuliselt ndidata, et kolmnurgad OAP ja
OBP on vordsed. Neil kolmnurkadel on kaks paari vordseid kiilgi ning iiks
paar vordseid nurki. Miks nende kolmnurkade vordsuse nditamiseks ei saa
kasutada KNK tunnust?

6.4 Lahendused

6.1

6.2

Ulesande vaite toestamiseks piisab, kui anname konstruktsiooni, mis ge-
nereerib 16pmata palju Pythagorase kolmikuid. Voimalikke konstruktsioo-
ne on mitu.

Naiteks voime pihta hakata suvalisest konkreetsest Pythagorse kolmikust
(naiteks kasvoi (3, 4,5)) ja panna tihele, et kui (a, b, ¢) on Pythagorase kol-
mik, siis on seda ka (ka,kb,kc) suvalise positiivse tdisarvu & korral. Toe-
poolest:

(ka)? + (kb)? = k2a® + k2b? = k?(a® 4+ b?) = k2c? = (ke)?.
Niisiis on Pythagorase kolmikuteks peale (3,4, 5) ka (6,8, 10), (9,12,15)
jne.

Teine voimalus on kasutada tilesandes 1.8 leitud vordust
n*+2n+1) = (n+1)>2.

Selle vorduse abil Pythagorase kolmiku konstrueerimiseks piisab, kui 2n+
1 on tdisruut. Jadb tdhele panna, et paarituid tdisruute on lopmata pal-
ju. Naiteks kui 2n + 1 = 9, siisn = 4jan + 1 = 5, niisiis saame siit
juba tuttava kolmiku (4,3, 5). Aga kui votta 2n + 1 = 25, saame n = 12
jan + 1 = 13 ning kokkuvdttes tekib uus kolmik (12, 5,13). Ka niisugust
tiilipi kolmikuid on ilmselt I6pmata palju.

KNK tunnust ei saa kasutada, sest teadaolevad vordsed nurgad ei asu tea-
daolevate vordsete kiilgede vahel.
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PEATUKK [

Sarnased kolmnurgad

7.1 Pindalade meetod

Pindalade uurimise meetodi peamine idee on siduda omavahel pindalade ja
joonmootmete suhted. Seda ldhenemist ilmestab jargmine lihtne, kuid viga
kasulik tulemus.

Teoreem 7.1 Vordsete korgustega kolmnurkade pindalad suhtuvad sama moo-
di nagu nende alused.

Toestus. Olgu vaadeldavate kolmnurkade alused vastavalt a ja b ning korgused
h. Siis nende pindalad S; ja S; suhtuvad nagu

51 % a
ST ok ’
Sy b -
Seda teoreemi kasutatakse sageli olukorras, kus vaadeldavate kolmnurkade

alused asuvad iihel sirgel ja korgused langevad kokku. Néiteks kui kolmnurga
ABC kiiljel BC on voetud punkt P, kehtib vordus

Sapp _ |BP|
Sapc  |PC|

> C
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72 Peatiikk 7. Sarnased kolmnurgad

7.2 Kolmnurkade sarnasus

Definitsioon 7.1. Kolmnurki ABC ja DEF nimetame sarnasteks, kui nende

kiiljed on vastavalt vordelised, st kehtivad vordused % = ‘I%C”\' = %. Sel

juhul kirjutame NABC ~ ADEF. Kiilgede pikkuste suhet k = % Voi k =

|DE|
|AB|

) nimetame nende kolmnurkade sarnasusteguriks.

Alustame peatiiki teooriaosa teoreemist, mis voimaldab omavahel siduda
kolmnurkade sarnasuse (st teatud 1oikude pikkuste suhted) ning sirgete paral-
leelsuse.

Teoreem 7.2 Kui nurga haarasid loigata paralleelsete sirgetega, tekivad sar-
nased kolmnurgad. Joonise 7.1 tdhistes APAB ~ APCD.

A c

Joonis 7.1

Teoreemi 7.2 toestuses mangib votmerolli Kiirteteoreem, millel on voistlus-
ilesannete lahendamisel ka iseseisev tdhtsus.

Teoreem 7.3 (Kiirteteoreem) Kui nurga haarasid 16igata paralleelsete sir-

getega, tekivad haaradel vastavalt vordeliste pikkustega 16igud. Joonise 7.1

- |PA| _ |PC| _ |AC]
tahistes P8 = 1PD] = 1BD["

Toestus. Kasutame pindalade meetodit. Teoreemist 7.1 saame

PAl_ Sape . PBl _ Sapr
|PC|  Scep |PD|  Sapp’
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7.2 Kolmnurkade sarnasus 73

Kuna AB || CD, on kolmnurkade ACB ja ADB iihisele kiiljele AB tommatud
korgused vordsed, mistottu Sacp = Sapg. Jarelikult ka

Scep = Sap + Sace = Sap + Sap = Sapp -

Kokkuvottes
|PA| _ SaBp _ SaBp _ |PB|

millest jareldubki teoreemi esimene vordus \PAL _ IPC]

|PB| — |PDI’
Tahistame niitid ‘lﬁg; ;ﬁg\ = k, siis |[PA| = k- |PBlja |PC| =k - |PD|.

Sel juhul
|AC| = |PC| - |PA| =k-|PD|—k-|PB|=k-(|PD|—|PB|)=k-|BD|
ehk |'§g‘\ = k, nagu oligi teoreemi teise vorduse jaoks tarvis. O

Niiiid voime asuda teoreemi 7.2 toestamise juurde.

Toestus (Teoreem 7.2). Kiirteteoreemist saame, et joonisel 7.1 kehtib vordus LPAl

[Pol
'ﬁB |‘ Teoreemi toestamiseks tuleb lisaks néidata, et kehtib ka seos \‘Iig‘l =
M\
el

Tombame punktist B sirgega PC paralleelse sirge; 1oigaku ta sirget CD
punktis E.

Kuna PC || BE, saame kiirteteoreemi abil nurgast tipuga D vordused

|PD|  |PB|
|CD|  |CE|’

Etka AB || CE, on ACEB roopkiilik, jarelikult |CE| = |AB]| ja

IPDI _ |PB| millest omakorda IAB| _ |PB|
|CD| — |AB|’ |CD| — |PD|’
Seda aga oligi teoreemi 7.2 toestuse I6petamiseks vaja. O

Kehtib ka kiirteteoreemi poordteoreem.

1Seda viidet tuntakse koolidpikutes vahel ka kiirteteoreemi jirelduse nime all.
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74 Peatiikk 7. Sarnased kolmnurgad

Teoreem 7.4 Kui sirged loikavad nurga haarasid nii, et iihel haaral tekkinud
16igud on vordelised teise haara vastavate 16ikudega, siis on l16ikesirged pa-
ralleelsed.

Toestus. Vaatleme nurka tipuga P ning olgu tema haaradel antud vastavalt
punktid A,B,C,D nii, et % = % (vt joonist). Tombame ldbi punkti C sir-
gega AB paralleelse sirge ning l1oigaku ta nurga teist haara punktis D’. Kiirte-

teoreemi pohjal teame, et kehtib vordus % = “Ifg,“, seega

|PB| - |PC|

|PD] = |PA]

= |PD/.

Niisiis peavad punktid D ja D’ tegelikult kokku langema, millest jareldubki teo-
reemi viide.

D\x'D’

P A N,
0

Teoreemide 7.2, 7.3 ja 7.4 jareldusena saame sOnastada jargmise tulemuse.

Teoreem 7.5 Olgu antud nurk tipuga P ning nurga haaradel vastavalt punktid
Aja C ning Bja D. Siis APAB ~ APCD parajasti siis, kui AB || CD.

Sarnaste kolmnurkade tegelik joud iilesannete lahendamisel seisneb selles,
et nad voimaldavad siduda omavahel 16ikude pikkuste suhteid ja nurkade suu-
rusi. Nimelt selgub, et peale definitsiooni 7.1 leidub veel kaks mugavat tunnust
kolmnurkade sarnasuse kindlakstegemiseks. Sonastame selle tulemuse teoree-
mina.

Teoreem 7.6 Olgu antud kaks kolmnurka. Jargmised tingimused on sama-
vadrsed:

(a) nende kolmnurkade kiiljed on vastavalt vordelised (st kolmnurgad on
sarnased; tunnus KKK),

(b) nende kolmnurkade kaks paari kiilgi on vastavalt vordelised ning nen-
de kiilgede vahelised nurgad on vordsed (tunnus KNK),

(c) nende kolmnurkade nurgad on vastavalt vordsed (tunnus NNN).

Toestus. Anname toestuse kolmes osas, ndidates tingimustevahelised jareldu-
vused 1. = 2.,2. = 3.ja3. = 1..
Olgu antud sarnased kolmnurgad ABC ja DEF nii, et % =

12 = A Niitame, et ZCAB = LFDE.
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7.2 Kolmnurkade sarnasus 75

Valime kiirel D F niisuguse punkti K, et |DK| = | AB|, ning joonestame ldbi
selle punkti sirgega E'F paralleelse sirge. Loigaku ta sirget DF punktis L.

F

A B D E
K

Kuna konstruktsiooni jargi KL || FE, saame teoreemist 7.2, et ADKL ~
ADEF, st '@g“ ‘lglﬁ‘l wag" Kuna samuti konstruktsiooni pohjal |DK| =
|AB|, saame kokkuvottes vorduste ahela

|KL| |LD| |DK| [|AB| |BC| |CA]
|\EF| |FD| |DE| |DE| |EF| |FD|’

Muuhulgas 'gﬂ = ‘@g" ja IltLV?\ = \lfc“g‘l’ millest omakorda jarelduvad vordused

|KL| = |BC|ja|LD| = |CA|. Kokkuvottes on kolmnurkade ABC ja DK L kiiljed
vastavalt vordsed, mistottu ka need kolmnurgad ise on vordsed. Jarelikult

LFDE =/LDK = /CAB,

niisiis on kolmnurkade ABC ja DEF kiiljed AB ja DE ning AC ja DF vastavalt
vordelised ning tippude A ja D juures asuvad nurgad on vordsed. Seega oleme
t(')estanud teoreemi 2. tingimuse kehtivuse.

.| Rahuldagu kolmnurgad ABC' ja DEF tingimusi ‘Iggl‘ = Jggl‘ ja
LOAB = LFDE. Téanu nurkade vordsusele saame kolmnurgad tasandil paigu-

tada nii, et nende tipud A ja D langevad kokku, punkt B asub kiirel DFE ning
punkt C kiirel DF.

F

A=D

B E

Nideme, et sirged BC' ja E'F ldikavad nurga haarasid nii, et tekivad vorde-
lised loigud. Teoreemi 7.4 pohjal jareldub sellest, et BC' || EF. Muuhulgas ta-
hendab see, et ZABC = /DEF ja ZBCA = ZEF D, niisiis kehtib vaadelda-
vate kolmnurkade korral tingimus 3.

Kehtigu kolmnurkades ABC' ja DEF vordused ZCAB = ZFDE,
/ABC = /DEFja/BCA = /EFD.Samamoodi nagu toestuse eelmises osas
saame kolmnurgad tasandil paigutada nii, et nende tipud A ja D langevad kok-
ku, punkt B asub kiirel DFE ning punkt C kiirel DF (vt ka eelmise osa joonist).
Muuhulgas jareldub tingimusest LZABC = ZDEF, et BC || EF. Teoreemi 7.2
abil saame niiiid aga jareldada 1. tingimuse kehtivuse. O
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76 Peatiikk 7. Sarnased kolmnurgad

Kuna iga kolmnurga nurkade summa on 180°, piisab tunnuse NNN puhul
muidugi ainult kahe nurga vastava vordsuse nditamisest (mistottu teda nime-
tatakse ka lihtsalt NN tunnuseks).

Teoreemi 7.6 kasutatakse sageli nii, et toestatakse kahe kolmnurga sarna-
sus mingi tunnuse alusel ja siis kasutatakse monda teist tunnust uute seoste
tuletamiseks.

Kasulik kujund, milles alati leidub kaks sarnast kolmnurka, on trapets. Vaat-
leme trapetsit alustega AB ja C'D ning diagonaalide 16ikepunktiga P.

D C

Joonis 7.2

Ténu poiknurkade vordsusele saame /PAB = /PCD ja ZABP = ZCDP,
niisiis on kolmnurgad PAB ja PCD sarnased tunnuse NN pohjal. Siit saame
tuletada vastavate kiilgede pikkuste vordelisuse.

Ulesanne 7.1 (Loppvoor 2013, 10. klass) Trapetsi ABC D alused on AB ja CD
ning diagonaalide 16ikepunkt on P. Toesta, et kui I‘ ﬁgl‘ ‘Iﬁgl‘ siis trapets
ABCD on vordhaarne.

Lahendus. Kasutame joonist 7.2. Nagu nidgime, kehtib APAB ~ APCD, mis-
tottu 124l = 2Bl ek |PA| - |PD| = |PB| - |PC]|. Korrutades viimast vor-

1PC| 1PD|
dust lilesande vordusega \'53% 'ﬁ;g{ saame |PA|?> = |PB|?, millest jareldub
|PA| = |PB|, st kolmnurk PAB on vordhaarne. Kuna APAB ~ APCD, peab
ka kolmnurk PC'D olema vordhaarne, st |PC| = |PD|.

Tippnurkade vordsusest saame ZAPD = /BPC. Niisiis on kolmnurkadel
APD ja BPC kaks vastavalt vordset kiilge ja nende kiilgede vaheline vordne
nurk. Seega on need kolmnurgad vordsed tunnuse KNK alusel, millest jérel-

dubki |AD| = |BC|. O

Kolmnurkade sarnasusest tulenevad seosed ei piirdu ainult kiilgede pikkus-
te suhete ja kiilgedevaheliste nurkade vordsusega. Vordelisteks osutuvad ka
koik teised vastavad joonmootmed ning vordseteks koik teised vastavad nur-
gad.

Selle viite iildkujuline toestus eeldab ka sarnasuse defineerimist iildisemal
kujul. Iga konkreetse joonsuuruse voi nurga kohta saab reeglina muidugi anda
ka omaette toestuse.

Vaatleme néiteks sarnaseid kolmnurki ABC ja DEF sarnasusteguriga k =
Ilggll ning nditame, et nende vastavatest tippudest C ja F tommatud korguste
pikkuste suhe on samuti k.

Vaatleme koigepealt olukorda, kus tippude A ja D juures on teravnurgad;
siis satuvad korguste aluspunktid C’ ja F’ sirgetele AB ja DFE nii, et punktid B
ja C’ (vastavalt E ja F) jadavad punktist A (vastavalt punktist D) samale poole
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7.2 Kolmnurkade sarnasus 77

(vt joonist).

F
C A\
A@B D ;7, E

Jarelikult saame nurkade vordused Z/CAC' = ZCABja /FDF' = ZFDE.
Kunakolmnurgad ABC'ja DEF on sarnased, kehtib ka vordus /CAB = /FDE,
niisiis kokkuvottes ZCAC' = ZFDF’. Kuna lisaks ZAC'C = 90° = ZDF'F,
on kolmnurgad AC’C ja DF'F sarnased tunnuse NN alusel. Muuhulgas saame
siit

|FF'| |FD|
cc'| - |CAl

k,

mida oligi tarvis.
Kui tippude A ja D juures on tdisnurgad, saame A = C’ja D = F’, nii et
jalle
[FF'| _|FD| _
cc| ~ oAl —

F
C N
AC/QQB D=F" FE

Kui tippude A ja D juures on niirinurgad, tekib joonisel ndidatud olukord,
kus punkt A (vastavalt D) on punktide C’ ja B (vastavalt F’ ja F) vahel.

F

Niilid saame sarnaselt esimese juhuga
ZC"AC =180° — ZCAB = 180° — ZFDE = /F'DF

ning ZCC’'A = 90° = ZFF’'D. Niisiis on kolmnurgad ACC"’ ja DFF’ sarnased
tunnuse NN alusel, mistottu

|FF'| |FD|

cc’| |CA|l b

Sellega on koik voimalikud juhud ldbi vaadatud.
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78 Peatiikk 7. Sarnased kolmnurgad

Toestatud vaitest saame olulise jarelduse sarnaste kolmnurkade pindalade
suhte kohta. Eelpool sisseviidud tdhistes voime kirjutada, et

|DE|=k-|AB| ja |FF'|=k-|CC'|,
mistottu

DE|-|FF' k-|AB|-k-|CC’ AB|-|CC’
— k2

_ 1.2,
2 2 2 =k Sapc.

SpEF

Kokkuvottes oleme toestanud jargmise tulemuse.?

Teoreem 7.7 Sarnaste kolmnurkade pindalade suhe on nende sarnasusteguri
ruut.

2Tegelikult kehtib see teoreem koigi (médtuvate) tasapinnaliste kujundite puhul. Hulknurki
voib jaotada kolmnurkadeks, niisiis saab nende jaoks anda toestuse teoreemi 7.7 abil, kasutades
matemaatilist induktsiooni. Uldjuhul tuleb aga kasutada korgema matemaatika meetodeid, mis
jaavad selle opiku raamidest kaugele vilja.
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PEATUKK 8

Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Peatiikis 7 ndgime, et kolmnurk on sarnasuse tapsusega tiheselt dra mddratud,
kui maéarata kolmnurga kaks nurka (NN tunnus). Selles peatiikis uurime téis-
nurkseid kolmnurki, st kolmnurki, mille {iks nurk on 90°. Taisnurkse kolmnurga
dramdaramiseks sarnasuse tdpsusega piisab niisiis veel ainult tihe (terav)nurga
taiendavast fikseerimisest.

Kolmnurga mddramine sarnasuse tapsusega tihendab, et tema kiilgede pik-
kuste suhted on samuti iiheselt fikseeritud. Niisiis saame vastavuse, kus igale
teravnurga suuruse valikule vastab teatud kindel kiilgede suhe.

Ulesanne 8.1 Kdivita diinaamilise geomeetria programm ja tee jargmine konst-
ruktsioon.

(a) Joonesta loik AB.

(b) Lisa joonisele liugur, millega saab valida nurka « (void nurgamaksi-
maalseks suuruseks maarata 90°, sest rohkem pole meil vaja).

(c) Maidra punkti A juurde 16igu AB suhtes nurk «; olgu B’ mingi punkt
selle nurga teisel haaral (st /ZBAB’' = «).

(d) Joonesta sirge AB’ ning tomba punktist B sellele sirgele ristsirge; olgu
nende kahe sirge ristumispunkt C.

(e) Niiiid on sul tdisnurkne kolmnurk A BC tdisnurgaga tipu C juures ning
nurgaga « tipu A juures. Void joonist veidi korrastada, naiteks peita dra
sirged AB’ ja BC ning lisada l6igud AC ja BC.

(f) Lase programmil arvutada l6ikude BC ja AB pikkuse suhe.

(g) Liiguta niilid punkti B nii, et kolmnurga kiilgede pikkused muutuvad,
aga kolmnurk jaab algsega sarnaseks. Kuidas muutub kiilgede BC ja
AB pikkuste suhe?
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80 Peatiikk 8. Tadisnurkse kolmnurga trigonomeetria

(h) Muuda niiiid liuguri abil nurka «. Kas kiilgede BC ja AB pikkuste suhe
muutub?

(i) Uuri sama moodi suhteid tapl 1@ facy-

a = 30° “36r|
|AB|

=05

|AC]

=0.
1AB] ).87

Salvesta konstruktsioon dra, sest seda ldheb kohe jille vaja tilesandes 8.2.

Naeme, et teravhurk Z/CAB = « maarab iiheselt dra taisnurkse kolmnur-
ga kiilgede suhted. Niisugusel juhul, kus iiks suurus méaérab teise iiheselt dra,
iitleme, et nende suuruste vahel on funktsionaalne soltuvus. Suurustevahelist
vastavust omakorda nimetame funktsiooniks.

Tédhistades vaadeldava tdisnurkse kolmnurga kaatetite pikkusi vastavalt a
ja b ning hiipotenuusi pikkust ¢, saame arvutiiilesande 8.1 pohjal defineerida
kolm funktsiooni.

C

Definitsioon 8.1. Olgu antud kolmnurk ABC tdisnurgaga tipu C juures ja
nurgaga o tipu A juures.

(a) Nurga o siinuseks nimetame tema vastaskaateti ja hiipotenuusi suhet

. |IBC| a
sina = —— = —.

|AB| ¢

(b) Nurga a koosinuseks nimetame tema ldhiskaateti ja hiipotenuusi suhet

cosa——|AC| _0
- |AB] ¢’
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(©) Nurga o tangensiks nimetame tema vastaskaateti ja ldhiskaateti suhet

tana = —'BC| _ 2
T JAC] b

Uurime neid funktsioone lahemalt.

Ulesanne 8.2 Jatkame {ilesande 8.1 konstruktsiooniga. Koosta tabel, kuhu kir-
jutad siinuse, koosinuse ja tangensi vaartused nurkade 10°, 20°, ..., 90° jaoks.
Umarda vaartused tuhandikeni.

[ o ]10°]20°]30°]40° | 50° [ 60° [ 70° | 80° |
sin «
CoS &
tan o

Ulesanne 8.3 Paneme tihele, et sin 10° = cos 80°, sin 20° = cos 70° jne. Niita,
et see reegel kehtib ka iildiselt, st iga teravnurga « korral

sina = cos(90° — ) .
Ulesanne 8.4 Milliste teravnurkade « korral kehtib vordus sin o = cos o?

Ulesanne 8.5 Kontrolli iilesande 8.2 tabeli pohjal, et o = 10°,20°, ..., 80° pu-
hul kehtib vordus

Naita, et see vordus kehtib iga teravnurga « korral.

Ulesanne 8.6 Ulesande 8.2 tabelis on enamus vairtusi ligikaudsed. Ainsad
erandid tunduvad olema sin 30° = cos 60°, mille vaartuseks paistab 0,500.
Kas see vaartus on tdpne voi on tegemist timardatud arvuga, mille tegelik
vadrtus on midagi muud? Pohjenda!

Ulesanne 8.7 Ulesande 8.2 tabelist ndeme ka, et sin 50° ~ 0,766 ja sin 60° ~
0,866. Tekib hiipotees, et sin 60° — sin 50° = 0,1. Kas see vordus on tdpne voi
ligikaudne?

Ulesanne 8.8 Leia sin 45° (= cos 45°) tdpne vaartus.
Ulesanne 8.9 Leia sin 60° (= cos 30°) tdpne vaartus.

Ulesanne 8.10 Ulesande 8.2 tabelis toodud teravnurkade korral jaavad siinuse
ja koosinuse vadrtused 0 ja 1 vahele. Toesta, et see on nii ka iildjuhul, st iga
a € (0°;90°) korral kehtivad vorratused

O<sina<l ja 0<cosa<l1.
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82 Peatiikk 8. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Ulesanne 8.11 Ulesande 8.2 tabelist ndeme ka, et teravnurga tangens pole iild-
juhul dlevalt 1-ga tokestatud, sest nditeks tan 80° ~ 5,671. Kas leidub aga
moni teine reaalarv r nii, et iga o € (0°;90°) korral kehtiks vorratus

tana < r?

Ulesanne 8.12 Leia kalkulaatori voi arvuti abil {ilesande 8.2 tabeli pohjal mo-
nede nurkade siinuste ja koosinuste ruutude summa ligikaudsed vaartused
(st nditeks (sin 20°)% + (cos20°)? ~ 0,3422 + 0,9402 ~? jne). Kas paned mi-
dagi tdhele? Sonasta ja toesta tildine reegel teravnurga siinuse ja koosinuse
ruutude summa kohta.

Ulesanne 8.13 Ulesande 8.12 tulemust saab kasutada Pythagorase teoreemi
toestamiseks.

Olgu antud taisnurkne kolmnurk kaatetite pikkustega a ja b, hiipotenuusi
pikkusega c ning teravnurgaga « kiilje a vastas. Siis sina = ¢ jacosa = %,
jarelikult

a=csina ja b=ccosa,
millest saame
a? 4+ b% = (csina)? + (ccosa)? = A(sina)? + 2 (cosa)? =
2] 2

= c?[(sin@)? + (cosa)?] =c*-1=c>.

Kus peitub selles toestuses viga?

8.1 Lahendused

8.2 Kirjutades vaartused vilja kolme koha tidpsusega pdrast koma tuleb tabel
selline:

[ o [ 10° [ 20° | 30° | 40° [ 50° [ 60° [ 70° [ 80° |
sina | 0,174 | 0,542 [ 0,500 | 0,643 | 0,766 | 0,866 | 0,940 | 0,985
cosa | 0,985 | 0,940 | 0,866 | 0,766 | 0,643 | 0,500 | 0,342 | 0,174
tana | 0,176 | 0,564 | 0,577 | 0,839 | 1,192 | 1,732 | 2,747 | 5,671

8.3 Teeme joonise.

A
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8.1 Lahendused 83

Nurga Z/CAB = « siinus on tema vastaskaateti BC ja hiipotenuusi AB
pikkuste suhe:

. a
smo = —.
c

Nurga ZABC = 90° — « koosinus on selle nurga lahiskaateti ja hiipote-
nuusi pikkuste suhe. Nurga ABC lahiskaatetiks on aga samuti BC'! Niisiis
saame otse definitsioonist 8.1, et

sina = < = cos(90° — a) .
c

8.4 Vastus: 45° on ainus selline teravnurk.

Kasutades definitsiooni 8.1 tdhistusi kolmnurga ABC kiilgede ja nurkade
jaoks, saame

. a . b
sina = — ning cosa = -—.
C C

Vordusest sin o = cos o saame siis

)

S alo

Q Ol

)

seega on ABC vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mille teravnurgad on
suurusega 45°.

8.5 Kasutame jalle tavalisi tahiseid:

sinae a/c  a
= — = - =tana.
cosa  ble b

8.6 Vastus: tegemist on tapse vaartusega.

Selles veendumiseks vaatleme tdisnurkset kolmnnurka A BC teravnurka-
de suurustega 30° ja 60° ning peegeldame teda pikema kaateti suhtes.

A

B/

Nideme, et tekib kolmnurk nurkadega 60°, 60° ja 60°, st vordkiilgne kolm-
nurk. Jarelikult

|AB| = |BB'| = 2|BC|,
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kust saamegi

. . |BC| |BC| 1
30° =sin /CAB = 220 - 1221 _ 2 _ g5,
St St AB| ~ 2[BC] — 2

8.7 Vastus: tegemist on ligikaudse vaartusega.

Lastes arvutil leida sin 60° ja sin 50° tdpsusega nditeks miljondikeni, saa-
me
sin 60° &~ 0,866025 ja sin50° ~ 0,766044,
niisiis
sin 60° — sin 50° ~ 0,099981 .
See arv on véga ldhedal véartusele 0,1, kuid ja&b sellest siiski dige natuke
vaiksemaks.

8.8 Vastus: sin45° = cos45° = g

Moodustame tdisnurkse kolmnurga ABC iihe teravnurgaga 45°. Siis peab
ka teine teravnurk olema 45°. Jarelikult on tegu vordhaarse tdisnurkse
kolmnurgaga, st |AC| = |BC| = a.

C

45° 45°
A B

Pythagorase teoreemist teame, et
|AB|* = |AC|? + |BC|? = a* + a® = 2 - d?,

mistottu

|AB| =V2-a2=2-a.

Taisnurkses kolmnurgas vordub teravnurga siinus vastaskaateti ja hupo-
tenuusi pikkuste suhtega, seega
|BC|  a 1

sin45° = sin ZCAB =

[AB| V2.0 V2

Traditsiooni kohaselt piititakse juuravaldisi murdude nimetajatesse mit-
te jatta. Antud juhul saame /2 nimetajast eemaldada, korrutades murru
lugeja ja nimetaja arvuga v/2 (see operatsioon ei muuda murru vaartust!).

Niisiis
1 _ 1-v2 _ V2 _\/i
V2 V22 (V22 2

sin45° =
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Arvutiiilesanne 8.1. Kontrolli arvuti voi kalkulaatori abil, et % =
V2 0,707.

8.9 Vastus: §
Moodustame tadisnurkse kolmnurga ABC teravurkadega 30° ja 60°.

C

° 60°
A 30 B
c=2a

Ulesandes 8.6 nagime, et sin 30° = 1, jarelikult

1 BC
5 = Sin30° =sin/CAB = ||14B|| :%a

millest omakorda saame ¢ = 2a. Rakendame kolmnurgas ABC Pythago-
rase teoreemi:
02 — a2 + b2 ,
(20)* = a® + V?,
4a0% = a® 4+ b2,
3a2 =%,

kust jareldub
b=1V3a2=3a.

Niilid saame leida nurga ABC siinuse:

. . |AC| b V3a
° = LABC = = - = —— =
sin 60 sin C | | c 9

SES

Arvutiiilesanne 8.2. Kontrolli arvuti voi kalkulaatori abil, et @ ~
0,866. Vordle tulemust {ilesande 8.2 tabelisse kantud vaartusega.

8.10 Teravnurga siinus ja koosinus on defineeritud kui teatud tdisnurkse kolm-
nurga kaateti ja hiipotenuusi suhted. Kuna kolmnurga kiiljepikkused on
positiivsed, on positiivne ka nende jagatis, seega peavad nii teravnurkade
siinused kui koosinused positiivsed olema.

Teisest kiiljest on hiipotenuus tdisnurkse kolmnurga koige pikem kiilg,
mistottu a < cja b < ¢, millest omakorda jarelduvad vorratused

b
Y21 ja 2<1.
C C
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8.11 Vastus: ei leidu.

Tangens on tdisnurkse kolmnurga kahe kaateti pikkuste suhe. Me saame
naiteks moodustada tadisnurkseid kolmnurki, kus iiks kaatet on fikseeri-
tud, teise aga viime kuitahes suureks. Nii saame nende pikkuste suhte
viia suuremaks mistahes etteantud reaalarvust.

8.12 Paari konkreetse nurgaga labi proovides saame
(sin 10°)? + (cos 10°)? ~ 0,174* + 0,985% = 1,000501 ,
(sin 20°)2 + (cos 20°)? ~ 0,3422 + 0,940% = 1,000564 ,
(sin 30°)% 4 (cos 30°)? = 0,500% + 0,866 = 0,999956

jne. Koik saadud véaartused on iimardamise tdpsusega 1. Osutub, et iga
teravnurga « korral kehtib toepoolest (tdpne!) vordus

(sina)® + (cosa)? =1.

Selles veendumiseks vaatleme tdisnurkset kolmnurka iihe teravnurgaga
«, kaatetitega a ja b ning hiipotenuusiga c. Siis siinuse ja koosinuse defi-
nitsiooni jargi saame

2 2 2 2 2 12
(sina)z—&-(cosa)zz(g) —|—<b) :&+Z:a +b .

c c 2 2 c?

Aga kuna vaadeldav kolmnurk on tdisnurkne, siis Pythagorase teoreemist
teame, et a2 + b% = ¢?, seega vordub viimane avaldis toepoolest 1-ga.

8.13 Viga peitub selles, et vorduse (sina)? + (cosa)? = 1 toestamiseks ka-
sutasime me Pythagorase teoreemi. Seega tekiks Pythagorase teoreemi
toestamisel sama vorduse abil olukord, kus vaite toestus soltub temast
endast. Niisugune ,toestustsiikkel pole lubatud, sest iga viide jareldub
iseendast nagunii triviaalselt, isegi siis kui see vdide on vale. Seega ei saa
pidada korrektseks viite toestust sedasama vididet eeldades.

Kui me oleksime vorduse (sin a)? + (cos «)? = 1 tdestanud ilma Pythago-
rase teoreemi otseselt voi kaudselt kasutamata, oleks koik korras.
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