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Languse printsiip (esimene variant)

Igas mittetiihjas naturaalarvude hulga alamhulgas on olemas vahim
element.
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Languse printsiip (esimene variant)

Igas mittetiihjas naturaalarvude hulga alamhulgas on olemas vahim
element.

@ Alamhulk voib olla ka Idpmatu!

@ Tiis- ja ratsionaalarvude puhul see vaide ei kehti, vaatleme nt hulki

{0,-1,-2,..}cZja{} i} . .} cQ

e Kuidas languse printsiipi toestada?
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Languse printsiip (esimene variant)

Languse printsiip (esimene variant)

Igas mittetiihjas naturaalarvude hulga alamhulgas on olemas vahim
element.

@ Alamhulk voib olla ka Idpmatu!

@ Tais- ja ratsionaalarvude puhul see vaide ei kehti, vaatleme nt hulki
{0,-1,-2,..}cZja{} i} . .} cQ
e Kuidas languse printsiipi toestada?

@ Induktsiooniga! Selleks tuleb vaide sGnastada induktiivselt
parameetriga n.
Languse printsiip (induktiivne variant)

Kui mingis naturaalarvude hulga alamhulgas leidub naturaalarv n, siis
leidub selles hulgas ka vahim element.
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Ulesandeid

Piirkonnavoor 2009, 12. klass

Koordinaattasandi igasse taisarvuliste koordinaatidega punkti kirjutatakse
uiks arv, kusjuures need arvud ei ole kdik vordsed ning igaliks neist
arvudest on oma nelja |ahima naaberpunkti arvude aritmeetiline keskmine.
Kas on voimalik, et

a) koik kirjutatud arvud on taisarvud,;

b) koik kirjutatud arvud on naturaalarvud?
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Languse printsiip (teine variant)

Languse printsiip (teine variant) J

Pole olemas I6pmatut rangelt kahanevat naturaalarvude jada.
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Languse printsiip (teine variant)

Pole olemas |dpmatut rangelt kahanevat naturaalarvude jada.

@ Oletame vastuvaiteliselt, et leidub Idpmatu naturaalarvude jada
ai, ap, as, ... nii, et
ay>ay>ay>....
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Languse printsiip (teine variant)

Pole olemas |dpmatut rangelt kahanevat naturaalarvude jada.

@ Oletame vastuvaiteliselt, et leidub Idpmatu naturaalarvude jada
ai, ap, as, ... nii, et
ay>ay>ay>....

o Vaatleme hulka A = {a1, az, as,...} ja nditame, et selles ei leidu
vahimat elementi.
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Languse printsiip (teine variant)

Languse printsiip (teine variant)
Pole olemas |dpmatut rangelt kahanevat naturaalarvude jada. J

@ Oletame vastuvaiteliselt, et leidub Idpmatu naturaalarvude jada
ai, ap, as, ... nii, et
ay>ay>ay>....

o Vaatleme hulka A = {a1, az, as,...} ja nditame, et selles ei leidu
vahimat elementi.

o Ukski ak € A ei saa olla vahim, sest leidub a1 < ak. See aga on
vastuolus languse printsiibi esimese variandiga.
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Languse printsiip (teine variant)

Languse printsiip (teine variant) J

Pole olemas I6pmatut rangelt kahanevat naturaalarvude jada.

@ Oletame vastuvaiteliselt, et leidub Idpmatu naturaalarvude jada
ai, ap, as, ... nii, et
ay>ay>ay>....

e Vaatleme hulka A = {a1, a2, a3, ...} ja nditame, et selles ei leidu
vahimat elementi.

o Ukski ak € A ei saa olla vahim, sest leidub a1 < ak. See aga on
vastuolus languse printsiibi esimese variandiga.

@ Saab niidata, et languse printsiibi mdlemad variandid on tegelikult
samavaarsed induktsiooniprintsiibiga.
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Ulesandeid

Talvine lahtine voistlus 2016, noorem ruhm

Elektriskeemis on [6plik arv lampe. Mdned lampide paarid on juhet pidi
otseiihenduses. Iga lamp pdleb kas punaselt voi siniselt. Uhe lilitusega
muudavad korraga varvi (punasest siniseks voi vastupidi) kdik need lambid,
mis on otselihenduses mdne teist varvi lambiga. Toesta, et mingi arvu
lilituste jarel on kdigi lampide varvid samad, mis kaks lulitust enne seda.
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Ulesandeid

Talvine lahtine voistlus 2016, noorem ruhm

Elektriskeemis on [6plik arv lampe. Mdned lampide paarid on juhet pidi
otseiihenduses. Iga lamp pdleb kas punaselt voi siniselt. Uhe lilitusega
muudavad korraga varvi (punasest siniseks v&i vastupidi) kdik need lambid,
mis on otselihenduses mdne teist varvi lambiga. Toesta, et mingi arvu
lilituste jarel on kdigi lampide varvid samad, mis kaks lulitust enne seda.

Sugisene lahtine voistlus 2021, vanem rithm

Leia kdik tdisarvud a, mille korral a® ei sisalda muid numbreid peale 0 ja 2.
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Ulesandeid

Loppvoor 1998, 10. klass

Paberile on margitud I6plik arv siniseid ja punaseid punkte ning moned
neist punktidest on omavahel tihendatud joontega. Nimetame punkti P
eriliseks, kui rohkem kui pooled punktiga P lUihendatud punktidest on teist
varvi kui punkt P. Juku valib iihe erilise punkti ja muudab selle varvi
vastupidiseks. Seejarel valib Juku uue erilise punkti ja muudab selle varvi,
jne. Toesta, et I6pliku arvu imbervarvimiste jarel jouab Juku olukorrani,
kus paberil pole thtegi erilist punkti. |
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Ulesandeid

Loppvoor 1998, 10. klass

Paberile on margitud I6plik arv siniseid ja punaseid punkte ning moned
neist punktidest on omavahel tihendatud joontega. Nimetame punkti P
eriliseks, kui rohkem kui pooled punktiga P lUihendatud punktidest on teist
varvi kui punkt P. Juku valib iihe erilise punkti ja muudab selle varvi
vastupidiseks. Seejarel valib Juku uue erilise punkti ja muudab selle varvi,
jne. Toesta, et I6pliku arvu imbervarvimiste jarel jouab Juku olukorrani,
kus paberil pole thtegi erilist punkti.

Sugisene lahtine voistlus 2017, vanem rihm

Kas koordinaattasandil leidub vordkiilgne kolmnurk, mille iga tipu
molemad koordinaadid on taisarvud?
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Ulesandeid

Piirkonnavoor 2012, 12. klass

Seina peal on liksteise kdrval reas teatav arv nuppe. Alati, kui moni nupp
alla vajutada, jaab see nupp alla ning koik temast paremal asuvad nupud
liiguvad lles. Pipi ja Kange Adolf vajutavad kordamooda nuppe, mis pole
parajasti all. Alustab Pipi ja see, kes ei saa enam kaiku teha, kaotab.
Alguses on koik nupud lleval. Kas kellelgi nendest mangijatest leidub
voitev strateegia ja kui leidub, siis kellel?

Jan Willemson Languse printsiip https://varamu.eu 7/7


https://varamu.eu

Ulesandeid

Piirkonnavoor 2012, 12. klass

Seina peal on liksteise kdrval reas teatav arv nuppe. Alati, kui moni nupp
alla vajutada, jaab see nupp alla ning koik temast paremal asuvad nupud
liiguvad lles. Pipi ja Kange Adolf vajutavad kordamooda nuppe, mis pole
parajasti all. Alustab Pipi ja see, kes ei saa enam kaiku teha, kaotab.
Alguses on koik nupud lleval. Kas kellelgi nendest mangijatest leidub
voitev strateegia ja kui leidub, siis kellel?

Stigisene lahtine vdistlus 2020, vanem rithm

Olgu n fikseeritud positiivne taisarv. Leia kdik taisarvude kolmikud
(a, b, ¢), mis rahuldavad v&rrandisiisteemi

an+3 4 bn+2c + Cn+132 + anb3 — 0’
bn+3 + Cn+2a + an+1b2 + an3 — 07

Cn+3 + an+2b+ bn+1c2 + Cna3 —0.
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