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PEATUKK 1

Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

1.1 Kolmnurkade sarnasus. Trigonomeetrilised po-
hifunktsioonid

Alustame pohikoolis opitu meeldetuletamisest.

Definitsioon 1.1. Kolmnurki ABC ja DEF nimetame sarnasteks, kui nende

kiiljed on vastavalt vordelised, st kehtivad vordused % = % = %. Sel
juhul kirjutame ANABC ~ ADFEF. Kiilgede pikkuste suhet k = % (voi k =

|DE|

a5]) nimetame nende kolmnurkade sarnasusteguriks.

c

Kolmnurkade sarnasuse uurimisel ja kasutamisel on keskse tahtsusega jarg-
mine teoreem, mis sonastab kolmnurkade sarnasuse tingimused.

Teoreem 1.1 Olgu antud kaks kolmnurka. Jirgmised tingimused on sama-
vadrsed:

(a) nende kolmnurkade kiiljed on vastavalt vordelised (st kolmnurgad on
sarnased; tunnus KKK),

(b) nende kolmnurkade kaks paari kiilgi on vastavalt vordelised ning nen-
de kiilgede vahelised nurgad on vordsed (tunnus KNK),
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6 Peatiikk 1. Tdisnurkse kolmnurga trigonomeetria

(c) nende kolmnurkade nurgad on vastavalt vordsed (tunnus NNN).

F

A B D E

Teoreemi 1.1 toestuse leiab lugeja ,,Voistlusmatemaatika pohivara” peatii-
kist ,Sarnased kolmnurgad”.

Kuna iga kolmnurga nurkade summa on 180°, piisab tunnuse NNN puhul
muidugi ainult kahe nurga vastava vordsuse néditamisest (mistottu teda nime-
tatakse ka lihtsalt NN tunnuseks).

Veel enamgi, kui kolmnurga iiks nurk fikseerida, méarab teise nurga suu-
rus kolmnurga kuju sarnasuse tdpsusega dra. Muuhulgas on iiheselt maaratud
kolmnurga kiilgede suhted.

Sellele tdhelepanekule tuginebki trigonomeetria. Osutub, et praktikas on
kasulik fikseeritud nurgaks valida tdisnurk. Sel juhul mé&érab iihe teravnurga
tdiendav valik kolmnurga sarnasuse tdpsusega dra; muuhulgas on iiheselt fik-
seeritud vastavate kiilgede suhted. Kehtib ka vastupidine — kui méiéarata tais-
nurkses kolmnurgas dra kahe kiilje suhted, saame leida selle kolmnurga iile-
jaanud nurkade suurused.

Need tdhelepanekud motiveerivad jirgmise definitsiooni. Vaatleme tdis-
nurkset kolmnurka A BC taisnurgaga tipu C juures, teravnurkadega o ja 3, kaa-
tetite pikkustega a ja b ning hiipotenuusi pikkusega c.

B

B

Definitsioon 1.2.

(a) Tiisnurkse kolmnurga teravnurga siinuseks nimetatakse selle nurga vas-
taskaateti ja hiipotenuusi pikkuste suhet:

. a . b
sina=—, sinf=-.
c c

(b) Tiisnurkse kolmnurga teravnurga koosinuseks nimetatakse selle nurga
ldhiskaateti ja hiipotenuusi pikkuste suhet.

a
cosa=-, cosfB=—.
c c
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1.1 Kolmnurkade sarnasus. Trigonomeetrilised pShifunktsioonid 7

(¢) Tdisnurkse kolmnurga teravnurga tangensiks nimetatakse selle nurga vas-
taskaateti ja ldhiskaateti pikkuste suhet.

a b
tana= -, tanf = —.
b a

(d) Tiisnurkse kolmnurga teravnurga kootangensiks nimetatakse selle nur-
ga ldhiskaateti ja vastaskaateti pikkuste suhet.

b
cota = —, cotB:g.
a b

Rohutame veelkord, et need funktsioonid on korrektselt defineeritud tanu
kolmnurkade sarnasusele. Naiteks sin « ei soltu eraldiseisvatest 16ikudest pik-
kustega a ja ¢, vaid ainult nende suhtest. See suhe on aga sama koigi tdisnurk-
sete kolmnurkade jaoks, mille {ihe teravnurga suurus on a.

Ulesanne 1.1 Kust parineb ja mida tdhendab sona ,,trigonomeetria”?

Kuna teravnurkade trigonomeetrilised funktsioonid on defineeritud teatud
loikude pikkuste suhetena, on need vaartused alati positiivsed. Lisaks paneme
tahele, et hiipotenuus on tdisnurkses kolmnurgas pikim kiilg, seega on siinus-
ja koosinusfunktsiooni vaartused tdisnurkade korral alati vdaiksemad kui 1.

Kui 0° < o < 90°, kehtivad vorratused

O<sina<l, O<cosa<l, O<tana ja 0<cota.

Ulesanne 1.2 Kas leidub niisugune reaalarv ¢, et iga 0° < o < 90° jaoks kehtib
vorratus
tana < t7?

Ulesanne 1.3 Kas leidub niisugune reaalarv ¢, et iga 0° < o < 90° jaoks kehtib
vorratus
cota < t7?

Teame, et kolmnurk on tdisnurkne parajasti siis, kui tema kahe (terav)nurga
summa on 90°. Tdnu sellele saame definitsioonist 1.2 kohe mitu olulist jarel-
dust.

Kui teravnurkade « ja 8 korral o + 8 = 90°, kehtivad seosed
sinae =cosf ja tana = cotf

ehk
sina = cos(90° — ), sin(90° —a) =cosa ja

tan(90° — o) = cot @ =

tano

Kuna sama nurga tangens ja kootangens on lihtsalt teineteise poordvaar-
tused, piisab, kui teame antud nurga jaoks vaid iihte neist. Praktikas osutub
valituks enamasti tangens.
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8 Peatiikk 1. Tdisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Paneme tihele veel, et

a afc sina b b/c cosa
tana = - = — = jJa cota=—=—F = — .
b b/e cosa a afc sina

Need vordused on samuti vaart omaette reeglit:

sin « COS &
tan o = , cota= — .
COS v sin av

Pythagorase teoreemist teame, et tdisnurkses kolmnurgas kehtib vordus
a? + b? = 2. Teisendame seda seost:

a+vr=c, |:c
a? b 1
2 2 ’

a\?2 b\ 2

z Z) =1
(b) +(c> ’
sina+cosla=1.

Viimases vorduses oleme (sin )2 ja (cos «)? asemel kirjutanud lithemalt sin?
ja cos? a.
Seda tulemust hakkab meil edaspidi vdga palju vaja minema, niisiis sonas-

tame ka tema eraldi reeglina:

sin?a+cos?a =1

Selle reegli meeldejdtmiseks voib moelda, et tegemist pole millegi muu kui Pyt-
hagorase teoreemiga tdisnurkse kolmnurga jaoks, mille hiipotenuusi pikkus on
1. Niisuguse kolmnurga kaatetite pikkused on siis parajasti sin « ja cos .

B

sin «v

C COS «x A

Osutub, et tuletatud reeglitest piisab, et iihe trigonomeetrilise funktsiooni
véadrtuse pohjal teised vilja arvutada.

Ulesanne 1.4 Olgu « teravnurk.
(a) Avalda sin o kaudu cos « ja tan a.
(b) Avalda cos o kaudu sin « ja tan a.

(c) Avalda tan o kaudu sin « ja cos a.

Jargmistes jaotistes leiame otse definitsiooni 1.2 pohjal monede olulisema-
te nurkade trigonomeetriliste funktsioonide vaartused.
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1.2 30°, 45°, 60° 9

1.2 30°, 45°, 60°

Vaatleme koigepealt juhtu « = 45°. Siis on ka tdisnurkse kolmnurga teine te-
ravnurk 8 = 90°—45° = 45°, st tegemist on vordhaarse tdisnurkse kolmnurgaga
ehk a = b.

Pythagorase teoreemist saame

a®+b% =2,

a?+a=c¢ R

2a* = ¢?, V2
V2a=c, |:V2c
a 1

T VA
1
Slna—ﬁ.

Traditsiooni jargi piilitakse murru nimetajast irratsionaalavaldised voimalusel
kaotada. Praegu saame seda teha, laiendades murru % lugejat ja nimetajat

arvuga v/2:

o1 1-vV2 V2
Sin4d” = —= = ———F—x = —.
V2 V22 2
Kuna praegusel juhul ¢ = b, omab ka cos 45° sama vaartust

a 1 V2

b
cos4h’ =-=—-=—=—.
c ¢

2 2

Ulesanne 1.5 Kontrolli kalkulaatori voi arvuti abil, et % = @ Mis on selle
arvu ligikaudne vairtus kiimnendmurruna?

Antud nurga tangensi saame leida siinuse ja koosinuse kaudu:

sind5°  V2/2 )

tan 45° — - -
an cos45°  /2/2

ja analoogiliselt ka cot 45° = 1. Muidugi saame vordust a = b kasutades arvu-
tada ka otse a
tan 45° = 3 =1.

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

10 Peatiikk 1. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Vaatleme niiiid tdisnurkset kolmnurka teravnurkadega o = 30° ja 8 = 60°.
Peegeldades teda iile pikema kaateti saame kolmnurga, mille koik nurgad on
suurusega 60°, st tegemist on vordkiilgse kolmnurgaga.

A

Joonise tdhistes seega

¢=|AB|=|BB/| = |BC|+|CB|=a+a=2a.

Jarelikult .
i ° = ° = g = i = — =
sin 30° = cos 60° = =92 0,5.
cos 30° vaartuse leidmiseks voime kasutada seost
sin? 30° + cos? 30° =1,
1\ 2
() +cos?30° =1,
2
1
1 +cos?30° =1,
cos?30° =1— 1
= T
3
2 o
30° =2
cos 1 I/
cos30° — (3 V3 _ V3
=\Vi= i~ 2 ~~
~ 0,8660254038 .
Niiiid saame leida ka
sin 60° = cos 30° = ? ,
sin60°  /3/2
tan 60° = = —— =3~ 1,732050808 ,
o cos 60° 1/2 V3

tan 30° =

c0os30° V3/2 V3 V33
~ 0,5773502692 .

~
~

sin30°  1/2 1 1-v3 V3
3

Votame selles jaotises leitud vaartused kokku tabelis 1.1, arvestades tdien-
davalt, et cot o = tan(90° — a) = =

tana*
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1.3 15°, 36° 11

Tabel 1.1: Trigonomeetriliste funktsioonide pohivaartused

sin cos tan cot
.1 V3 3
005 5 3 VB
o V2OV2
2 2
VR | V3
60° 5 5 V3 %

1.3 15°, 36°

Me teame juba, kuidas leida 30° nurga siinust, koosinust ja tangensit. Seades
eesmirgiks teha sama nurgaga 15° = %, tasub uurida, kuidas kidituvad trigo-
nomeetrilised funktsioonid nurga poolitamise korral. Et teravnurkade trigo-
nomeetrilised funktsioonid on defineeritud teatud kolmnurkade kiiljepikkuste
suhetena, on kasulik aru saada, kuidas on omavahel seotud nurgapoolitaja ja
kolmnurga kiiljepikkuste suhted.

Selles osas mangib votmerolli jirgmine teoreem, mis iitleb, et kolmnurga
nurgapoolitaja jagab vastaskiilje samas suhtes, mille annavad selle nurga 1a-
hiskiiljed.

Teoreem 1.2 Loigaku kolmnurga ABC nurga BAC poolitaja kiilge BC' punk-
tis D. Siis jagab punkt D 16igu BC suhtes |AB| : |AC|, st

|BD|  |AB|
|CD| — |AC|®

Toestus. Tombame tipust C ldiguga AD paralleelse sirge. Loikugu see sirge
kiilje AB pikendusega punktis F.

B

D C

Kuna AD on nurga BAD poolitaja, teame, et /BAD = ZDAC. Konstruktsioo-

ni jargi EC || AD, seega Z/ZBAD = ZAEC ja samuti poiknurkade omadusest

£ZDAC = LACE. Jarelikult on kolmnurk ACE vordhaarne ja |[AE| = |AC|.
Kiirteteoreemist teame, et

|BD| B |AB|
|CD|  |AE|"
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12 Peatiikk 1. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Kuna eeltdestatu pohjal lisaks |AE| = |AC|, saamegi siit teoreemi viite. O

Teoreemiga 1.2 varustatult vaatleme tdisnurkset kolmnurka ABC teravnur-
gaga 30° tipu A juures ning selle nurga poolitajat.

Kuna trigonomeetriliste funktsioonide vaartuste leidmisel on vaadeldav kolm-
nurk oluline ainutl sarnasuse tdpsusega, voime tema iihe kiiljepikkuse vabalt
fikseerida. Olgu kolmnurga ABC hiipotenuus |AB| = 1, siis

|BC| = sin ZBAC = sin30° = ja

DN | =
[N}
B

|AC| = cos ZBAC = cos30° = —.

B

ol
Q

Loigaku nurga BAC poolitaja kiilge BC' punktis D. Teoreemi 1.2 pohjal
teame siis, et

2V3 23

|CD|  |AC|  V3/2 V3 VB3 3

BD| [AB| 1 2

millest saame
2V/3

BD|=——|CD|.
BD| = =|CD)|

Teisest kiiljest

1 1
|BD|+|CD| = |BC| ==, millestomakorda |BD|= 3 |CD|.

2
Kokkuvottes saame |C'D| leidmiseks vorduse
2 1
2Biop=1 i),
2Siep)+10p)=1
(2\3/§+1> -\CD|:%,
(352 om -,
1 3
|CD| = 5 3343
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1.3 15°, 36° 13

Niitid saame tdisnurksest kolmnurgast DAC leida

o _ e 13 V3 13 2

tan 15° = tan ZDAC = A0 2 2343 2 2 2B+3 3
31 1 (2-v3) 2—-V3
T 6+3v3 2+v3 (2+43)-(2-V3) 22— (v3)2
:2*‘/§:2—\/§.

4-3

Ulesanne 1.6 Leia kalkulaatori voi arvuti abil tan 15° ja kontrolli, et see klapib
2 — /3 ligikaudse vairtusega.

Kui inseneriarvutustes kasutatakse enamasti ligikaudseid vaartusi, siis ma-
temaatikas eelistatakse tdpseid juuravaldisi, sest nendega toimetamine voi-
maldab edasistes arvutustes valtida vea suurenemist.

Ulesanne 1.7 Leia sin 15° ja cos 15° tdpsed vaartused ning kontrolli kalkulaato-
ri voi arvuti abil nende ligikaudsete vddrtuste pohjal, et rehkendasid oigesti.

Teise voimaliku meetodiga 15° nurga trigonomeetriliste funktsioonide ar-
vutamiseks tutvume jaotises 2.4.

Jargmiseks uurime siinses jaotises 36° nurga trigonomeetrilisi funktsioone.
36° nurk on védga huvitavate geomeetriliste omadustega ja seda suuresti tinu
sellele, et ta méngib olulist rolli korraparase viisnurga juures.

Tuletame koigepealt meelde, et korrapdrase viisnurga sisenurga suuruse
saame arvutada valemiga

(5—2)-180° 3-180°  540°
5 5 5§

= 108°.

Teiseks tuletame meelde, et korrapdrase hulknurga timber saab joonestada
ringjoone, kusjuures hulknurga kiiljed osutuvad selle ringjoone kdoludeks. Po-
hikoolis 6ppisid, et samale koolule toetuvad piirdenurgad on vordsed.! Lihtne
on moista, et kuna nurki saab timber ringjoone keskpunkti suvaliselt poorata,
pole tegelikult oluline, et koolud oleks samad; piisab ka sellest, kui kdolud on
sama pikad. Kuna korrapérase hulknurga kiiljed on vordse pikkusega, saame
joonise tdhistes

LCAB = /DAC = LEAD = /DBC = ZBCA

jne.

1Vaata ka , Voistlusmatemaatika pohivara” peatiikki ,, Kesk- ja piirdenurk. Thalese teoreem”.
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14 Peatiikk 1. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Kuna teisest kiiljest
LCAB + /DAC + LZEAD = /EAB = 108°,

saame
108°

/CAB = /DAC = ZEAD = = 36°.

Muuhulgas on ABC vordhaarne kolmnurk alusnurkade suurustega 36°. Tom-
bame sellele kolmnurgale korguse BF), siis on ABF tdisnurkne kolmnurk tipu-
nurgaga 36°. Niisiis voime 36° nurga trigonomeetriliste funktsioonide viljasel-
gitamiseks uurida kolmnurga ABF kiilgede suhteid.

Tahistame |AF| = bja |AB| = c. Kuna kolmnurk ABC on vordhaarne, poo-
litab tema tipunurgast tommatud korgus aluse?, seega |AC| = 2b.

Olgu P diagonaalide AC ja BD loikepunkt. Uurime kolmnrurka ABP. Tea-
me, et /ZPAB = 36° ja ZABP = 2 - 36° = 72°. Jarelikult

/BPA=180°—- /PAB — ZABP = 180° — 36° — 72° = 72°,

Seega on kolmnurk ABP vordhaarne tipunurgaga A, mistottu |AP| = |AB| =
C.

Teisest kiiljest on selge, et ka kolmnurk C'PB on vordhaarne alusnurkade
suurusega 36°. Jarelikult on kolmnurgad ABC ja C PB tunnuse NN pohjal sar-
nased ja nende vastavad kiiljed on vordelised. Saame

%~ |AC| ~ |cB| ~  |CB| c

¢ |AB| |CP| |AC|-|AP| 2b—c

millest omakorda
¢ =2b(2b - c),
? = 4b* — 2be,
0 =4b> — 2bc — 2.

Niilid on meil iiks vorrand kahe muutujaga ja sellises olukorras pole iildi-
selt voimalik molema muutuja vaartusi tipselt midrata. Paneme aga tdhele, et

ZVaata ka ,Voistlusmatemaatika pohivara” peatiikki ,Kérgus, mediaan ja nurgapoolitaja vord-
haarses kolmnurgas”.
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1.4 Lahendused 15

meid ei huvitagi b ja ¢ tipsed vdartused, vaid ainult nende vaartuste suhe. Ja
selle suhte leidmine on voimalik!
Jagame saadud vorduse molemad pooled ¢?-ga, mis annab vorrandi

2
0:4-<b) EPSL
C C

Tegemist on ruutvorrandiga suuruse 2 = cos 36° suhtes. Lahendame selle:

b 2+./4-4-4-(-1) 24£V20 2425 145
c 8 8 8 47

Kuna cos 36° > 0, ei sobi vastuseks 1747\/5 < 0, mistottu cos 36° = 1+4‘/5.

Ulesanne 1.8 Leia kalkulaatori voi arvuti abil cos 36° ja kontrolli, et see klapib
1%/3 ligikaudse vaartusega.

Ulesanne 1.9 Leia sin 36° ja tan 36° tdpsed vaartused ning kontrolli kalkulaato-
ri voi arvuti abil nende ligikaudsete vddrtuste pohjal, et rehkendasid oigesti.

Ulesanne 1.10 (Loppvoor 1995, 11. klass) Kasutades joonist toesta, et

sin 70°

tan 30° =

"~ 2¢0s50° + cos 70°

1.4 Lahendused

1.1 Nagu paljud teisedki matemaatikamadisted, parineb ka sona ,,trigonomeet-
ria” kreeka keelest. Sona ,,tplywvov” (trigonon) tihendab kolmnurka (vrdl
»pentagon” - viisnurk) ning sona ,,uétpov” (métron) mootmist. Seega on
tegu opetusega kolmnurga mootmisest.

1.2 Vastus: ei.

Olgu antud mingi positiivne reaalarv ¢. Vaatleme tdisnurkset kolmnurka
kiljepikkustega a = ¢ + 1 ja b = 1. Siis
t+1
tana:%:%:t+l>t.

Seega voivad tangensfunktsiooni vaartused kasvada tokestamatult kui-
tahes suureks.
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16 Peatiikk 1. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Kuidas kditub seejuures nurk «? Ulaltoodud konstruktsiooni puhul on
iihe kaateti pikkus b fikseeritud, teine kaatet a aga kasvab. Tulemusena
saame jarjest rohkem ,vilja venitatud” kolmnurga:

Nédeme, et nurk « kasvab, ldhenedes jarjest 90°-le.

1.3 Kuna tangens ja kootangens on omavahel viga lahedalt seotud, saame
kasutada iilesande 1.2 joonist ja lahendust. Piisab panna tédhele, et

cot ZCBA = % ,

jarelikult pole ka nurga kootangens {ilalt tokestatud, minnes kuitahes
suureks siis, kui nurk laheneb 0°-le.

1.4 Kuna « on teravnurk, voime jargmistes teisendustes eeldada, et sin a,
cos & ja tan o on positiivsed.

(a) Teisendame seost sin? o + cos? a = 1:
sin? a + cos® o = 1,

0052a:1—sin2a,

cosa= V1 —sin?a.

Jarelikult saame ka

(b) Ulesande (a)-osaga analoogiliselt saame

. . V1 —cos?
sino = m ja tano = ———.

cos «
in2 ..
(c) Kuna tan® o = 222 siis
-2 .2 2
sin” « sin“ a 4+ cos® « 1
tan?a + 1 = 3 +1= 5 = 5
cos? « cos? « cos? «
Jarelikult
9 1 . 1
cos"a=—5—— ja cosa=—F————.
tana +1 Vitan? o + 1

Siinuse saame avaldada nditeks seosest

tan o
Vitan? o + 1 .
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1.4 Lahendused 17

: o __ o __ 1 __ \/5 ~
1.5 sin45° = cos45° = 75 = % =~ 0,7071067812.

1.6 tan15° = 2 — /3 ~ 0,2679491924.

1.7 Ulesande 1.4 tulemuse pohjal saame

. 1 _ 1 _ 1 _
cos 1o ~ Vian?15° + 1 \/(2_\/§)2+1 Vi-4V/3+3+1
B S 1-V2+v3
VB 4v3 2v2-3 22— VB V243
2+ 3 _V24VB V243

2\/(2—\/5)(2+\/§) 2Va =3 2
~ 0,9659258263

ja

]
&

V3

~ 0,2588190451 .

2
V2 2
Sin15°\/1005215°\l1< ;\/§> =14/1— =
2

\/4(2+¢§>\/2\/§ 2
_ V8 [2E

1.8 cos36° = 15 ~ 0,8090169944.

1.9 Kasutame pohiseoseid:

2
1 5 1+2v/54+5
sin 36° = /1 — cos? 36° = \/1_ ( +\[) N \/1_ - 7\[4_ —

4 16
_ -6+ 2v/5) _ V10— 25 ~ 0,5877852523 ;
16 4
in36° /10— 2
tan36° = 52367 _ VI10-2V5 0,7265425280 .

cos 36° 1++v5

1.10 Lahenduse ideeks on leida jooniselt taisnurkne kolmnurk teravnurga suu-
rusega 30°.

Tahistame punktid nii nagu ndidatud joonisel. Lisaks iilesandes antud
punktidele olgu F vordhaarse kolmnurga ABC tipust tommatud korguse
aluspunkt, mis muuhulgas poolitab kiilje BC. Oiget kolmnurka aitavad
leida tdhelepanekud |DE| = sin70°, |CE| = cos70° ja BC = 2|FC| =
2 cos 50°.
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18 Peatiikk 1. Taisnurkse kolmnurga trigonomeetria

Kuna |AC| = |CD| = 1 ning ZACD = 180° — 50° — 70° = 60°, on ACD
vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega 1; jarelikult |AD| = 1. Teisest kiil-
jest, kuna ZABC = Z/BCA, on kolmnurk ABC vordhaarne, mistottu ka
|AB| = |AC| = 1.

Kokkuvottes on ka kolmnurk ABD vordhaarne tipunurgaga /DAB =
ZDAC+ZCAB = 60°+80° = 140° ja alusnurgaga ZABD = 180°-140°
20°. Jarelikult /DBE = ZABC — ZABD = 50° — 20° = 30° ja DBF so-
bibki otsitavaks tdisnurkseks kolmnurgaks.

Niiiid saame

|DE| |DE] B sin 70°
|BE|  |BC|+|CE|  2cos50° 4 cos 70°’

tan 30° = tan ZDBE =

nagu iilesandes noutud.
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PEATUKK 2

Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

2.1 Nurkade mootmise ajaloost

Vajadust nurkade mootmise jarele tunnetasid juba vanad rahvad. Selleks, et
ennustada planeetide liikumist taevavolvil, vajasid Babiiloonia astronoomid
kahte asja — viisi aja markimiseks (st kalendrit ja kella) ning viisi taevakeha-
de asukoha mdidramiseks nende nidhtaval kaarjal teekonnal (st nurgamaotu).

Astronoomilise ajaarvamise aluseks sai juba 3. aastatuhandel (e.m.a.) ka-
sutusel olnud administratiivne kalender, mis jagas aasta 12 kuutsiikliks ning
paigutas igasse tsiiklisse 30 pdeva. Babiiloonlased teadsid histi, et aastas on
rohkem kui 12 - 30 = 360 péeva, nii et kalendri pidamiseks niisugune jaotus
eriti ei sobinud, kiill aga sai seda kasutada aja ja nurkade jaoks.

Nii voime Gilgamesi eeposest lugeda, et ajavahemik pdikeseloojangust pdi-
keseloojanguni oli jagatud 12-ks vordseks osaks, mida nimetati beru-ks, ning
iga beru oli omakorda jagatud 30-ks us-iks. Tanases moistes viljendas iga us
seega 4 minuti pikkust ajavahemikku.

Sama moodi otsustasid babiiloonlased taevakehade teekonna jagada 12-ks
osaks, mida nimetati tahtkujude jargi (ning sellest jaotusest on meie pdevini
joudnud astroloogiline kalender). Igaiiks neist jaotati omakorda 30-ks viikse-
maks osaks, mida hakati samuti us-iks nimetama, ning vajadusel jagati us oma-
korda 60-ks tiikiks (sest Babiiloonias oli ka iileiildiseks arvutamiseks kasutusel
kuuekiimnendsiisteem).

Meieni joudis babiiloonlaste siisteem Vana-Kreeka kaudu, kus selle vottis
iile astronoom ja geomeeter Hipparchos 2. sajandil e.m.a. On huvitav méarkida,
et tdnapdevase geomeetria isa Eukleides (kes elas ca 300. aastal e.m.a.) ei kasu-
tanud oma peateoses ,,Elemendid” veel {ildist nurgamootu; talle piisas eraldi
tahisest vaid tdisnurga jaoks.

Kiimnendsiisteemi voidukadigu ajastul voib ju kiisida, kas tdisnurka poleks
moistlikum 90 vordse osa asemel nditeks 100-ks jagada? Ja toepoolest, sellist
slisteemi prooviti Prantsusmaal parast Suurt Prantsuse revolutsiooni ka sisse

1

viia. {55 tdisnurgast (ehk ﬁ tdispoordest) sai nimeks gradiaan ehk gon ning
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20 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

tahiseks 9. See slisteem ei kogunud aga suurt populaarsust, sest mitmete pohi-
nurkade tdhistamine on tema puhul tiilikam kui babiiloonlaste siisteemis. Nii
néiteks tuleks vordkiilgse kolmnurga nurga (mis moodustab kuuendiku téis-
poordest) kohta 60° asemel kirjutada 66%9 .

2.1.1 Projektiilesanne: mitmeks osaks jagada taispooret?

Selle iilesande mote on uurida, kas 360 voi 400 asemel oleks kasulik tdispooret
jagada moneks teiseks arvuks osadeks.

Voime Oelda, et tdispoorde jaotamine n kraadiks on praktikas seda kasuli-
kum, mida rohkemate tdisarvude m korral on L samuti tdisarv (st tdispoorde
jaotamisel m vordseks osaks on saadav nurk = avaldatav taisarvus kraadides).

Nii néditeks saame n = 400 korral tdisarvus gradiaanides viljendada nurgad
suurustega

400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400 400

172747 5787107167 20" 257 40 50 80 100’ 200’ 400’
kokku 15 erineva jaotuse korral.

Lihtne on moista, et ;> on tdisarv parajasti siis, kui arv m on arvu n tegur.
Niisiis otsime selliseid arve n, millel oleks voimalikult palju tegureid.

Ulesanne 2.1 Niita, et iga positiivse tdisarvu k korral leidub positiivne tdisarv
n, millel on % positiivset tegurit.

Ulesande 2.1 konstruktsioon annab meile kiill kuitahes paljude teguritega
taisarve, kuid need tdisarvud ise lahevad viga kiiresti vdga suurteks ja see po-
le jélle eriti praktiline. Niisiis otsime n rolli pigem arve, mis ise on tokestatud
mingi moistliku suurusega, aga omavad sellegipoolest suhteliselt palju tegu-
reid.

Ulesanne 2.2 Kirjuta programm, mis vaatab ldbi arvud n = 1,2, ...,600 ning
leiab igaiihe jaoks tema positiivsete jagajate arvu. Milliste 1abi vaadatud ar-
vude n jaoks on jagajate arv suurim voimalik? Milline on neist arvudest va-
him?

Ulesanne 2.3 Milline on viahim arv, millel on rohkem jagajaid kui {ilesandes 2.2
labi vaadatud arvudel?

Tdisarvu n jagajate arvu leidmiseks on olemas ka eraldi valem, mis eeldab
aga arvu n tegurduse teadmist. Selle valemi leiab huvitatud lugeja ,,Voistlus-
matemaatika pohivara” peatiikist , Aritmeetika pohiteoreem. Jagajad”.

2.2 Nurga radiaanmoot

Nurga jagamine 400-ks osaks ei saanud kiill kunagi nii populaarseks kui 360°
taispoore, aga on olemas veel iiks nurgamoot, mis inseneriteadustes palju ka-
sutamist leiab. See moo6t kasutab dra ringjoone enda geomeetrilisi omadusi.
Nimelt teame juba pohikoolist, et nurga suuruse méairab iiheselt dra sel-
le kaare pikkus, millele vaadeldav nurk toetub. Muuhulgas voime kaarepikku-
seks votta ringjoone raadiuse. Vastavat nurgamootu nimetatakse radiaaniks.
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2.2 Nurga radiaanmdat 21

Radiaanmoodus nurkadele kirjutatakse mooduiihikuks rad voi jaetakse iihik
iildse kirjutamata.

Joonisel on kujutatud kaar AB, mille pikkus vordub ringjoone raadiusega;
vastava nurga BOA suurus on siis jarelikult 1(rad).

Loomulikult on nurga kraad- ja radiaanmoot omavahel tihedalt seotud. Ra-
diaani definitsioonist saame otse, et

nurk suurusega « radiaani toetub kaarele pikkusega ar, kus r on ringjoone
raadius.

Taispoordele vastab seega nurk a(rad), kus ar on ringjoone pikkus. Kuna
ringjoone pikkus avaldub raadiuse kaudu kujul 27r, siis on tdispdorde radiaan-
mooduks a = 27. Et kraadmoodus on taispoodrde suurus 360°, saamegi kokku-
vottes jargmise seose:

27 (rad) = 360° .

See seos voimaldab meil teisendada nurkade suurusi kraad- ja radiaanmoo-
du vahel, naiteks

180° = 36200 = 22” = n(rad)

90° = 3(100 = 22 = g(rad),
360° 27w

607 = - = = = Z(rad).

45° = 36800 = 287T = %(rad) jne.

Ulesanne 2.4 Kirjuta Pythonis funktsioon, mis saab sisendiks nurga suuruse
kraadmoodus ja véljastab vastava vaartuse radiaanides.

Ulesanne 2.5 Kirjuta Pythonis funktsioon, mis saab sisendiks nurga suuruse
radiaanmoodus ning vidljastab vastava vaartuse kraadides, nurgaminutites ja
-sekundites,

Ulesanne 2.6 Mitu kraadi, minutit ja sekundit on {iks radiaan?
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22 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

2.3 Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioo-
nid

Iga nurgaga saame siduda teatud koordinaatsiisteemi, kus koordinaatide al-
guspunkt on paigutatud nurga tippu ning z-telje positiivne suund on maaratud
iihega nurga haaradest. Nurga suurust saame siis moota positiivses suunas (st
vastupdeva) x-teljest teise haarani. Pdripdeva (st negatiivses suunas) mootes
saame nurga vastandvaartuse.

; an
/“ T s

360° tditumisel hakkame uue ringiga peale. Niimoodi voime nurga teise
haarani jouda mitu korda: esimesel ringil, teisel ringil jne. Seejuures on nurga-
moot iga kord 360° (ehk 27) vorra suurem. See tihendab, et nurgad, mille suu-
rused erinevad tdisarvu tdispoorete vorra, voime vordseteks lugeda. Nii naiteks
7 = 5%,840° = 120° + 2 - 360° = 120° jne. (Vaata ka iilesannet 1.2 kursuses

2
Lvorrandid ja vorrandisiisteemid”.)

A

L/

Niimoodi nurkade mo6tmisest motlemine voimaldab meil {ildistada trigo-
nomeetriliste funktsioonide definitsioonid tdisnurkadelt suvalistele nurkade-
le.

Vaatleme nurka AOB, kus O on koordinaattelgede alguspunkt, A asub z-
telje positiivses osas ning B on tasandi suvaline punkt (mis ei lange kokku
punktiga O). Olgu punkti B koordinaadid (x5; yp) ning 16igu OB pikkus r.

Leiame |OB| = r punkti B koordinaatide kaudu. Selleks vaatleme punkti
B ristprojektsioone z- ja y-teljele; olgu need vastavalt B, (z5;0) ja By (0;yB).
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2.3 Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid 23

Paneme tdhele, et BB, 0B, on ristkiilik, mistottu |OB| = | B, B, |. Pythagorase
teoreemist tdisnurkses kolmnurgas OB, B, teame aga, et

|B2By|* = |OB,|* + 0B, = o}, + i,

niisiis

Seejuures vaatleme projektsioone x g ja y 5 kui mérgiga suurusi; st joonisel ni-
teks yp > 0, kuid zg < 0.

Kui punkt B langeb koordinaattasandi esimesse veerandisse (stz g, yg > 0),
on AOB tearvnurk ning me saame tema trigonomeetrilised funktsioonid defi-

neerida projektsioonide abil tuttaval moel, kasutades kolmnurga BOB,, tdis-
nurksust:

sin ZAOB = 22 coszA0B = 2B 2.1)
T T
tan ZAOB = 22 cot LAOB = 22 | (2.2)
TB YB
y

Samade valemite abil (kasitledes projektsioone margiga suurustena) defi-
neerime trigonomeetriliste funktsioonide vaartused suvaliste nurkade korral.

Me teame juba, et 16ikude pikkuste suhted on méaératud sarnasuse tapsuse-
ga. See tdhendab, et me voime joonist skaleerida nii, et » = 1, st nii, et punkt
B satub koordinaattasandi iihikringjoonele. Teisest kiiljest voime vaadeldavast
olukorrast moelda nii, et nurga AO B jaoks mddramegi punkti B vastava haara
ja tihikringjoone 16ikepunktina — nurk ise sellest ju ei muutu.
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24 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

cosa [ A

Valemid (2.1) votavad siis lihtsalt kuju

sina=yp, cosa=zxpg,

kus yp ja x5 on nurga o = ZAOB haara OB (kus |OB| = 1) margiga projekt-
sioonid vastavalt y- ja z-teljele.

Tangensi ja kootangensi valemid (2.2) ei muutu. Sama moodi jadvad suva-
lise nurga « korral kehtima vordused

Kiill aga tuleb tdhele panna, et teatud nurkade korral pole tangens voi koo-
tangens maaratud. Valemi (2.2) pohjal pole tan ZAOB = %2 maéératud siis, kui
g = 0, st kui nurga AOB lopphaar OB asub y-teljel. See on omakorda nii
parajasti siis kui ZAOB = 90°,270°,450° jne ehk iildjuhul siis kui ZAOB =
90° + k - 180° (k € Z).

Ulesanne 2.7 Milliste nurkade AO B puhul on mddrmata cot ZAOB?

Jaotises 1.1 ndgime, et suvalise teravnurga « korral kehtib vordus

sin?a +cos?a = 1.

Ulesanne 2.8 Toesta see vordus suvalise nurga « jaoks.

Vaadeldes lisaks nurgale « ka tema vastandnurka —a ndeme, et vastandnur-
ga lopphaar on peegeldatud z-telje suhtes. See tdhendab, et 16pphaara 16igu
OB projektsioon z-teljele ei muutu, aga projektsioon y-teljele saab vastand-
margi.
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2.3 Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid 25

Niisiis saame otse definitsioonist iga nurga « jaoks seosed

sin(—a) = —sina, cos(—a) =cosa.

Vastandnurga tangensi valemi saame nendest seostest tuletada:

sin(—a) —sina
tan(—a) = = = —tana.
cos(—a) cos

Analoogiline tuletuskéik kehtib ka kootangensi korral, seega saame koigi nurka-
de « jaoks, mille puhul tangens vai kootangens on maaratud, seosed

tan(—a) = —tana, cot(—a) = —cota.

s

Teravnurkade korral nagime, et kui o + § = 90° = 7, siis sina = cos 3.
Osutub, et ka see reegel kehtib iildisemalt kui ainult teravnurkade jaoks. Sel-
les veendumiseks uurime, mida 6igupoolest tihendab suvaliste nurkade puhul
tingimus o + 8 = 7 ehk f = § — a (ehk 3 = 90° — ).

Ulesanne 2.9 Uuri nurkade « ja 90° — « vahelist seost diinaamilise geomeetria
programmi abil.

(a) Joonista kaks sirget, mis ristuvad punktis O. Nendest saavad koordi-
naatteljed.

(b) Vali z-teljel punkt A ning joonesta ringjoon keskpunktiga O ldbi punk-
ti A.

(c) Vali sellel ringjoonel punkt B ning tdhista ZAOB = a.

(d) Joonesta kiir, mis on kiire O A suhtes nurga 90° — « all. Olgu B’ selle
kiire 1oikepunkt ringjoonega.
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26 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

Mida paned tahele, kui liigutad punkti B mooda ringjoont? Kuidas liigub
punkt B’?

Ulesandes 2.9 tehtud tdhelepanekut ei saa kisitleda range toestusena. Dii-
naamilise geomeetria abil saame piistitada hiipoteesi, kuid hiipoteesi tuleb arut-
luse teel ka pohjendada.

Teeme joonise.

Nurga AOB lopphaara OB saame, kui liigume haarast O A nurga « vorra
vastupdeva. Nurga AOB’ lopphaara OB’ saame aga, kui liigume haarast OA
koigepealt tdisnurga vorra vastupdeva kiireni O A’ ning seejérel nurga « vorra
paripaeva.

Paneme tihele, et kiired OA ja OA’ on stimmeetrilised koordinaattelgede
vahelise tdisnurga poolitaja suhtes. See tdhendab, et ka nurkade AOB ja A’OB’
lopphaarad on selle nurgapoolitaja suhtes stimmeetrilised, sest tegemist on sa-
ma suurte, aga vastassuunaliste nurkadega.

Mida tdhendab see siimmeetria nurkade AOB ja AOB’ trigonomeetriliste
funktsioonide jaoks? Tuletame meelde, et nurga siinus ja koosinus on definee-
ritud 16pphaara projektsioonidena vastavalt y- ja z-teljele. Tinu siimmeetriale
vordub 16igu OB (maérgiga!) projektsioon y-teljel OB, 16igu OB’ projektsioo-
niga z-teljel OB/,. Sama moodi vordub 16igu O B mérgiga projektsioon z-teljel
OB, 16igu OB’ projektsiooniga y-teljel OB,.

Y

s
s
s
s
s

E SR
%

By
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2.4 Kahe nurga summa ja vahe trigonomeetriliste funktsioonide arvutamine 27

Kuna |OB,| = sina, |OB}| = cos (5 —a), |0B,| = cosa ning |OB,| =
sin (3 — a) (kus 16ikude pikkuseid vaatleme markidega), saame suvalise nurga

« jaoks vordused

. T . L (T
s1na:cos<§—a) ja c050231n(§—a>.

Ulesanne 2.10 Millised valemid saab tuletada tan (3 — o) jacot (3 — «) jaoks?

Ulesanne 2.11 Leia jairgmiste nurkade trigonomeetriliste funktsioonide vaar-
tused ja tdida tabel:

sin cos tan cot

OO
™
90° = —
2
180° = 7

Ulesanne 2.12 Toesta, et nurgad « ja § rahuldavad vorrandisiisteemi

{sina =sin g

cosa = cos 3

parajasti siis, kui o = .

2.4 Kahe nurga summa ja vahe trigonomeetrilis-
te funktsioonide arvutamine
Praktikas on nurgad sageli esitatud teiste nurkade summa voi vahena. See toob

endaga kaasa vajaduse leida avaldiste sin(a + ), cos(a — 3) jne vadrtusi. Akki
avalduvad nad kuidagi lihtsalt?

Ulesanne 2.13 Kas voib vdita, et suvaliste nurkade « ja 3 korral kehtivad vor-
dused

(@) sin(a+ B) = sina + sin §?
(b) cos(ax — B) = cos v — cos 3?

Siinses jaotises tuletame tdpsed valemid avaldiste sin(a + ) ja cos(a & 3)
jaoks. Selleks laheb meil vaja jargmist olulist tulemust.

Teoreem 2.1 Olgu koordinaattasandil antud punktid P(zp; yp) ja Q(zg; yg)-
Loigu PQ pikkuse kohta kehtib siis seos

|PQI* = (zp — 20)* + (yp — ¥0)*
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28 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

ehk

IPQ| = \/(2p — 2q)? + (up — yQ)?.

Toestus. O

Olgu niilid antud suvalised nurgad « ja 8 ning vaatleme jargmist joonist.

Kui joonise ringjoone raadius on 1, saame punktidele jirgmised koordinaa-
did:
A(1;0), B(cosa;sina), C(cos(a+ B);sin(a+53)), D(cosf;—sinf).
Kuna koolud AC ja BD vastavad molemad kesknurgale suurusega o+ 3, on
nad pikkuselt vordsed. Avaldame nende kdolude pikkuste ruudud teoreemi 2.1
abil:
JACI? = (1 = cos(a + B3))* + (0 —sin(a + 3))?,
|BD|? = (cos o — cos 8)2 + (sin o — (—sin §))?.
Et |AC| = |BD|, peab kehtima ka vordus |AC|?> = |BD|?, kust saame

(1 — cos(a + B))* + (sin(a + B))? = (cosa — cos B)* + (sin a + sin 3)?,
1 —2cos(a + B) + cos®(a + B) + sin(a + ) =
= cos® a — 2 cos acos f§ + cos? B + sin’® a + 2sin acsin 8 + sin? 3,
2—2cos(a+ ) =2—2cosacosf+ 2sinasinf,
2cos(a+ ) =2cosacosf — 2sinasin 3,
cos(a+ ) = cosacos B —sinasin 5.
Nurkade vahe koosinuse valemi saame leida vorduse o — 8 = a + (— /) abil,
arvestades vastandnurga siinuse ja koosinuse reegleid:
cos(a — ) = cos(a + (—f3)) = cosawcos(—f) — sinasin(—f) =

= cosacos 3+ sinasin 3.
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Nurkade summa ja vahe siinuse arvutamiseks saame kasutada jaotises 2.3
tuletatud seoseid, mis voimaldavad nurga siinuse avaldada tdiendusnurga koo-
sinuse kaudu:

sin(a + ) = cos (gf(oﬂrﬂ)) :cos((gfoo 76> =
= cos (gfa> cos 5 + sin (gfa) sin f =

sin cccos 5 + cosasin 3.

Analoogiliselt saame:

sin(a — ) = cos (g—(a—ﬁ)) :COS(<g—a) —|—ﬂ) =
= cos (g—a> cos § — sin (g—a) sinf =

=sinacos B — cosasin 3.

Votame koik tuletatud valemid kokku:

sin(a + ) = sincos B £ cos asin 3,

cos(a £ ) = cosarcos B Fsinasin 3.

Need valemid on kasulik pahe 6ppida. Siinuse puhul on vordusmargi pare-
mal pool erinevate funktsioonide korrutised, kusjuures nende korrutiste vahe-
line mark ei muutu, koosinuse puhul aga samade funktsioonide korrutised ja
korrutiste vaheline mark muutub.

Ulesanne 2.14 Tuleta valem tan(a + 3) arvutamiseks tan « ja tan § kaudu ning
cot(a =+ B) arvutamiseks cot « ja cot 8 kaudu.

Erijuhul o =  saame nurkade summa siinuse ja koosinuse valemitest to-
peltnurga valemid:

sin 2« = sin(a + ) = sin @ cos a + cos asin v = 28in wcos «v,
2 2

Cos2a = cosacos — sinasin @ = cos” a — sin” ar..
Ka neid valemeid on kasulik peast teada:
sin 2a = 2sina.cos a,
cos 2o = cos? a — sin® a.

Ulesanne 2.15 Tuleta topeltnurga tangensi ja kootangensi valemid.
Ulesanne 2.16 Tuleta valemid sin § ja cos § arvutamiseks sin « ja cos a kaudu.
Ulesanne 2.17 Leia sin 18° ja cos 18° tdpne vaartus.

Ulesanne 2.18 (Balti Tee 1991) Leia sin 3° tdpne vaartus.
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30 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

2.4.1 Projektiilesanne: sin(a + ), cos(a + 3)

Olgu antud teravnurgad « ja 3 nii, et o + 8 < 7. Vaatleme ristkiilikut ABC'D
ning tema kiilgedel BC ja CD vastavalt punkte F ja F nii, et /ZEFAB = q,
/FAE = §, /AEF = T ning |AF| = 1.

B E C
[

A D

Ulesanne 2.19 Toesta, et kirjeldatud omadustega ristkiilik ABC D ja tdisnurk-
ne kolmnurk AEF leiduvad alati, kui o ja 3 on teravnurgad nii, et a + 3 < 7.

Ulesanne 2.20 Leia joonisel tdhistamata teravnurkade AEB, CEF, EFC, AFE,
FAD ja DF A suurused.

Ulesanne 2.21 Leia tdisnurksete kolmnurkade ADF ja AFE kaatetite pikku-
sed.

Ulesanne 2.22 Leia tdisnurksete kolmnurkade AEB ja EFC kaatetite pikku-
sed.

Ulesanne 2.23 Paneme téhele, et |AD| = |BE| + |EC| ning |[AB| = |CF| +
|FD|. Millised seosed saad siit jareldada?

2.5 Polaarkoordinaadid. Kompleksarvu trigonomeet-
riline kuju

Kursuse ,,Arvuhulgad ja avaldised” jaotises 1.6 ndgime, et igale kompleksarvule
kujul a + bi saab vastavusse seada tasandi punkti koordinaatidega (a;b).

Ristkoordinaadid pole aga ainus voimalus tasandi punkti asukohta maéra-
ta. Vidga sageli kasutatakse ka polaarkoordinaate. Kui ristkoordinaatide jaoks
tuleb tasandil aluseks votta kaks ristuvat sirget, siis polaarkoordinaatide puhul
piisab {ihest suunatud sirgest (nn polaarteljest) ning sellel mdaratud punktist
(nn poolusest).

Definitsioon 2.1. Tasandi punkti C polaarkoordinaatideks nimetame paari
(r : @), kus r = |OC| ning ¢ on nurk polaartelje positiivse suuna ja kiire OC
vahel.

Kuna meid huvitab muuhulgas nende kahe koordinaatsiisteemi omavahe-
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2.5 Polaarkoordinaadid. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju 31

line seos, valime siinkohal polaarteljeks z-telje ning pooluseks koordinaattel-
gede alguspunkti O.

Siinuse ja koosinuse definitsioonist (vt seosed (2.1)) teame, et

. . a
sihg=—- ja cosp=—,
r r

seega
a=rcosy ja b=rsingp.

Lisaks saame Pythagorase teoreemist kolmnurgas OCC,, et

rP=a2+0* ehk r=+a2+02.

Niisiis voime punktile C vastava kompleksarvu kirjutada kujul

a+bi =rcosp+rising =r(cosp+isinp).

Seda kuju nimetataksegi kompleksarvu trigonomeetriliseks kujuks. Nurka ¢ ni-
metatakse selle kompleksarvu argumendiks ning 16igupikkust r tema moodu-
liks. Kompleksarvu mooduli moistega tutvusime juba kursuses ,Arvuhulgad ja
avaldised”, vt sealne definitsioon 1.13.

Trigonomeetrilise kuju abil saame esitada ilusa geomeetrilise tolgenduse
kompleksarvude korrutamisele. Olgu meil antud kompleksarvud z; ja zs trigo-
nomeetrilisel kujul

z1 =r1(cospr +isingy) ja  zo = ra(cosps +isinps).

Nende korrutist saame siis teisendada, kasutades nurkade summa siinuse ja
koosinuse valemeid:

2122 = T17r2(C0Os 1 + i 8in @1 )(cos w2 + isin pg) =

(
= 1172(C0S 1 COS g + 1 COS (1 SN Yo + © 8in Y1 COS Y2 + i? sin p18inpy) =
= r172(C0S 1 COS o — sin 1 sin Yo + i(sin @1 cos Y2 + cos Y1 sin g)) =
= r119(cos(p1 + p2) + isin(pr + w2)) .
Paneme tihele, et viimane avaldis on jdlle iihe kompleksarvu trigonomeetriline

kuju! Seega oleme toestanud jargmise reegli.
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32 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

Kahe kompleksarvu korrutis on kompleksarv, mille moodul vordub algsete
arvude moodulite korrutisega ning mille argument vordub algsete arvude
argumentide summaga.

Ulesanne 2.24 Toesta, et iga naturaalarvu n > 1 jaoks kehtib vordus

(r(cosp +isin))™ = r"*(cosny + isinnp) .

Ulesande 2.24 viite huvitava erijuhu saame, kui vaatleme kompleksarve
mooduliga r = 1, st niisuguseid kompleksarve, millele vastavad punktid asu-
vad koordinaattasandi iihikringjoonel. Jarelikult peavad ka koik nende natu-
raalarvulistele astmetele vastavad punktid asuma iihikringjoonel, sest »™ = 1
suvalise naturaalarvu jaoks.

Kehtib ka vastupidine vdide: mooduliga 1 kompleksarvu n. juur (kus n > 1)
saab olla ainult kompleksarv mooduliga 1. Téepoolest, kui juure enda moodul
oleks r < 1, siis ka tema n. astme (ehk algse arvu) korral v < 1, ning kuir > 1,
siis ka r™ > 1.

See tidhelepanek voimaldab meil leida (kompleks)arvude kompleksarvulisi
juuri.

Ulesanne 2.25 Leia arvu 1 koik kompleksarvulised kuupjuured, st kéik arvud
z € C, mille korral
22=1.

Lahendus. Otsime juuri trigonomeetrilisel kujul z = r(cos ¢ + isin ¢). Selleks
esitame samal kujul ka juuritava arvu 1 = 1+ 0:. Kuna 1 asub komplekstasandil
z-teljel, on tema argumendiks 0. Tema mooduliks (ehk kauguseks nullpunktist)
on ilmselt 1; seega saame esituse 1 =1 - (cos0 + isin0).

Niiiid tuleb lahendada vorrand

73 (cos 3¢ +isin3¢p) = 1 - (cos0 +isin0).

Eespool ndgime, et mooduliga 1 kompleksarvude juured saavad olla samuti ai-
nult mooduliga 1, st = 1 ning lahendatav vorrand lihtsustub kujule

3p=0.
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2.5 Polaarkoordinaadid. Kompleksarvu trigonomeetriline kuju 33

Kas sellel vorrandil saab olla veel lahendeid peale ¢ = 0? Jah, saab! Paneme
tdahele, et tegemist on nurkadega, mistottu tdispoorde kordsed samastatakse
0-nurgaga. See tdhendab, et lahendeid tuleb otsida arvvorrandite

3p=0, 3p=2m, 3p=4mr, 3p=6m, 3p=28m,...

lahendite seast. Esimese kolme vorrandi lahendid on vastavalt o = 0, o = %’T =
120° ja ¢ = 4F = 240°. Neljanda vorrandi lahendiks on ¢ = & = 27 = 0, viien-

da vorrandi lahendiks ¢ = 8F = 27+ 2% = 2% jne; st jargmised vorrandid enam

taiendavaid lahendeid ei anna. Kokkuvottes on uuritava vorrandi lahenditeks
2T L 2T . 4 Yo
z=1, z:cos?+zsm? ja z:cos?+zsm?.

Voime leida ka nurkade %’“ ja 4{ tapsed siinused ja koosinused. Selleks on
mitu voimalust. Néiteks saame éra kasutada nurga 7 = 60° siinuse ja koosinu-
se vadrtusi. Teeme joonise, kus punktid A, B ja C asuvad iihikringjoonel ning
OA,OBjaOC onvastavalt T = 60°, 2f = 120° ja 4* = 240° nurkade 16pphaa-

rad.

Paneme tihele, et punktid A ja B on siimmeetrilised y-telje suhtes (miks?),
punktid B ja C on siimmeetrilised z-telje suhtes (miks?) ning punktid A ja C on
tsentraalsiimmeetrilised punkti O suhtes (miks?). See tdhendab, et ka vastavad
projektsioonid on pikkuselt vordsed (ja osadel juhtudel erimérgilised). Niisiis
saame

2 LT V3 2 ™ 1
Sln?:SH’lg:?, COS*Z_COS§:_§7
47 T V3 47 T 1
le?:—blng_ 7, COb?:—COS§_—§

Kokkuvottes voime vorrandi 23 = 1 kompleksarvulised lahendid (ehk arvu 1
kuupjuured) esitada kujul
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34 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

Ulesanne 2.26 Kontrolli, et tilesandes 2.25 leitud lahendid rahuldavad vorran-
dit, st nende koigi kuubid vorduvad 1-ga.

Ulesanne 2.27 Niita, et iilesande 2.25 lahenditele vastavad komplekstasandi
punktid moodustavad vordkiilgse kolmnurga tipud.

Ulesande 2.25 lahenduses kasutasime dra asjaolu, et punktid A4 ja B olid
siimmeetrilised y-telje suhtes. Uurime seda tingimust ldhemalt.

Y Y

A A

Joonistelt ndeme, et punktid A ja B on siimmeetrilised y-telje suhtes parajasti
siis, kui vastavate nurkade jaoks kehtib vordus a + 3 = wehk 8 = 7 — a.
Arvestades vastavaid projektsioone ja nende marke, saame siit seosed

sin(m — ) =sina ja cos(m — a) = —cos .

Neid seoseid on kasulik peast teada, aga kui nad kohe meelde ei tule, saab
neid tuletada nurkade vahe valemite ning {ilesandes 2.11 toestatud vadrtuste
sint = 0jacosm = —1 abil:

sin(m — ) =sinwcosa —cosTsina =0-cosa — (—1) - sina = sin«,

cos(m —a) =cosmeosa+sinmsina = (—=1) - cosa+0-sina = —cos .

Ulesanne 2.28 Tuleta nurkade vahe siinuse ja koosinuse valemite abil valemid
sin (5 — «) ja cos (5 — o) arvutamiseks sin « ja cos o kaudu.

Ulesanne 2.29* Kas iilesande 2.28 tuletuskaike saab pidada nende valemite
toestusteks?

2.5.1 Projektiilesanne: vorrandi 2" = ¢ lahendamine

Kursuse ,,Arvuhulgad ja avaldised” jaotises 2.1 tdheldasime, et vorrandi z™ = ¢
lahenditele vastavad punktid moodustavad korrapdrase n-nurga tipud. Kies-
oleva projektiiilesande eesmark on see vdide formaalselt toestada.

Sonastame siinkohal uuesti teoreemi 2.1.
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Olgun € N(n > 1)jac € C (c # 0). Vorrandi
z =cC

lahendid moodustavad komplekstasandil korrapdrase n-nurga tipud, mis asu-
vad ringjoonel keskpunktiga koordinaattelgede 16ikepunktis.

Selle viite toestame sarnaselt iilesande 2.25 lahendusele.

Eritame juuritava arvu c trigonomeetrilisel kujul ¢ = R(cos ® + i sin ®); pa-
neme tdhele, et tingimuse ¢ # 0 tottu R > 0 ning argument ® on iiheselt
madaratud. Otsime juure z = r(cos ¢ + isin ) trigonomeetrilise kuju mooduli
ja argumendi voimalikke vaartusi.

Ulesanne 2.30 Niita, et r = {/R.

Niisiis on koigile lahenditele vastavate punktide kaugus koordinaatide al-
guspunktist sama, st nad asuvad samal ringjoonel keskpunktiga koordinaatide
alguspunktis.

Ulesanne 2.31 Leia argumendi ¢ koik voimalikud vaartused.

Ulesanne 2.32 Kirjuta programm, mis saab ette naturaalarvu n > 1, komp-
leksarvu ¢ ning kuvab koik komplekstasandi punktid z, mille korral 2™ = c.

2.6 Lahendused
2.1 Sobib nditeks n = 2¢~! teguritega 1 = 20,2 = 21,22 . 2k-1,
2.2 Programm voib olla nditeks selline:
jagajad = []

for n in range(1,601):

i=20
for m in range(1l,n+1):
if n¥m ==

i+= 1
jagajad.append ((i,n))

jagajad.sort(reverse=True)
print (jagajad)

Loendisse jagajad kogume paarid (i,n), kus i on arvu n jagajate arv.
Jagajate arvu omakorda leiame tdieliku ldbivaatuse teel ning iga vaartuse
m=1,2,...,njaoks tuvastame jagajaks olemist selle jargi, kas arvu n jadk
jagamisel arvuga m on 0.

Lopetuseks sorteerime loendi jagajad kahanevas jarjekorras. Kuna loen-
di elemendid on paarid, sorteerib Python need koigepealt esimese ele-
mendi i jargi, st koigepealt saame suurema jagajate arvuga viirtused (ja
see on ka pohjus, miks me salvestasime paarid kujul (i,n), mitte kujul
(n,i)).

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

36 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid
Programmi valjundi algus néeb vélja selline:
[(24, 600), (24, 540), (24, 504), (24, 480), (24, 420),
(24, 360), (21, 576), (20, 560), (20, 528), (20, 432),
(20, 336), (20, 240), (18, 588), (18, 468), (18, 450),
(18, 396), (18, 300), (18, 288), (18, 252), (18, 180),
(16, 594), (16, 570), (16, 552), (16, 546), (16, 520),
(16, 510), (16, 462), (16, 456), (16, 440), (16, 408),
(16, 390), (16, 384), (16, 378), (16, 330), (16, 312),
(16, 280), (16, 270), (16, 264), (16, 216), (16, 210),
(16, 168), (16, 120), (15, 400), (15, 324), (15, 144),
Nédeme, etn = 1,2, ..., 600 seas on maksimaalne voimalik jagajate arv 24,
kusjuures vastavatest arvudest viahim on just nimelt 360. Arvu 400 leiame
15 jagajaga alles 43.—45. kohalt.

2.3 Ulesande 2.2 programmiga méngides on lihtne leida, et otsitav arv on 720
oma 30 teguriga.

2.4 Olgu funktsioonile deg2rad antud sisend x-kraadise nurga néol. Me saa-
me arvutada, kui suure osa tdispoordest moodustab nurk suurusega z°,
kasutades valemit g5 . Niitid voime selle osaméara korrutada taispoorde
suurusega radiaanides ning loplikuks arvutusvalemiks saab

o
2
T op=g. 2T
360° 360°
Tanu seosele 2w (rad) = 360° korrutame me sisendit tegelikult arvuga 1.
See ongi 0ige — meil ei kidstud muuta sisendi suurust, vaid ainult tema
tihikut!
from math import pi
def kraad2rad(x):
return (x*2*pi/360)
Muidugi voime valemi veidi lihtsustada ja arvutada z° - 155
Toodud programm t66tab Ka siis, kui sisendnurk on negatiivne.
2.5 Analoogiliselt ilesandega 2.4 saame z-radiaanise nurga teisendada kraa-

dideks valemiga y = z - % =z %. Kraadidest minutite eraldamiseks
tuleb koigepealt leida tulemuse tédisosa [y] (mis vastab tulemuse tédiskraa-
didele) ning murdosa z = y — [y]. Otsitavaks minutite arvuks on siis 60z
tdisosa [60z]. Analoogiliselt leiame minutite murdosa pohjal ka sekundid.

Tdisosa leidmiseks sobib Pythoni funktsioon int.

from math import pi

def rad2kraad(x):
y = x*x180/pi
kraad = int (y)
z = y-kraad
minut = int (60%*z)
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w = 60*xz-minut
sekund = 60*w
return (kraad ,minut , sekund)

Kas see kood tootab ka negatiivsete sisendite korral?

2.6 Kasutame iilesande 2.5 programmi:

>>> rad2kraad (1)
(57, 17, 44.80624709636231)

Niisiis 1(rad) ~ 57°17'44,8".

2.7 Valemi (2.2) pohjal pole cot ZAOB = e madratud siis, kui yp = 0, st kui

nurga AO B lopphaar OB asub z-teljel. See on omakorda nii parajasti siis
kui ZAOB = k - 180° (k € Z).
2.8 Kasutame valemeid (2.1) nurga o = ZAOB korral ning arvestame, et 2 =
oh +yn:
2

2 T 2 2 T 112 2
sin2a+cos2a:(y—B) —l—(—B) :y—B—i——B:if—’—yg:l.
r r r2 r2 Th+yn

2.9 Kui tegid konstruktsiooni oigesti, markad, et punktid B ja B’ on alati tei-
neteise peegeldused koordinaattelgede vahelise tdisnurga poolitaja suh-
tes.

2.10 Kasutame tuletatud valemeid siinuse ja koosinuse jaoks:

o (g —a) = Sna =cota.

tan (g - a) = sin (g — a) e

Sama moodi saame tuletada ka valemi
t (7T ) t
CO — — ) =tanow.
2
2.11 Saame kasutada teadmist, et nurga siinus ja koosinus on madratud kui
vastava nurga all asuva iihikloigu mirgiga projektsioonid vastavalt y- ja

z-teljele. Vaatlemegi siis koordinaatteljestikus iihikloike OA, OB ja OC,
mis asuvad z-telje suhtes vastavalt 0°,90° ja 180° nurkade all:

Y

/ AN
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Tahistades nende 16ikude projektsioone telgedele vastavalt OA,, OA,, OB,

jne, saame
sin0 = OA, =0, cos0=0A4,=1,
sing:OByzl, cosg:OBm:O,
sinm =0C, =0, cosm=0C, =—1.

Tangensi ja kootangensi vddrtused saame vastavate siinuse ja koosinuste
vadrtuste jagamisel. Paneme tédhele, et kuna vahepeal tuleb jagada nul-
liga, on tangensi ja kootangensi puhul mone vaartused madramata. Kok-
kuvotteks saame jargmise tabeli.

0° 0 1 0 =
™
90° = — 1 0 = 0
2
180°=7 0 -1 O =

2.12 Sisuliselt peame nditama, et kui on antud mingi nurga siinus ja koosinus,
on see nurk nende véartustega iiheselt madratud.

Tuletame meelde, et nurga siinus ja koosinus on méaaratud iihikringioo-
ne vastava raadiuse projektsioonina vastavalt y- ja z-teljele. Vaatleme
nditeks koosinust ¢ = cos « ja kiisime, kui mitme nurga lopphaara pro-
jektsioon z-teljele saab olla suurusega c?

Nédeme, et iildjuhul vastab antud koosinusele kaks nurka, vilja arvatud
siis, kui = 0 v0i o = 7 (neil juhtudel maarab koosinus iiksinda nurga
iiheselt dra ja toestatav vdide kehtib triviaalselt).

Seejuures erinevad vastavate raadiuste projektsioonid y-teljele (ehk nen-

de nurkade siinused) margi poolest. Kokkuvottes médarab paar (sin «, cos a)
nurga « vaartuse igal juhul iheselt, millest jareldubki iilesande viide.

2.13 Kumbki vordus ei kehti tildjuhul. Selle toestamiseks piisab kontrandidete
leidmisest.
(a) Kuia =g = 30°, siis sin(a + 8) = sin60° = @, kuid sin o + sin § =
1 1
lyl=n.
2 2
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(b) Kui o = 60° ja 8 = 30°, siis cos(a — 3) = cos 30° = é, kuid cos o —

_1_ V3 _1-v3
cosff=5—% =5

2.14 Kasutame nurkade summa ja vahe siinuse ja koosinuse valemit:

sin(a £ )  sinacos & cos asin

t +5) = = '
an(a + f) cos(a+ ) cosacosf Fsinasin

Kuidas jouda saadud avaldisest kujule, milles esineksid ainult tan « ja
tan 8?7 Selleks voime lugejat ja nimetajat jagada sama suurusega cos a: cos f3,
sest see ei muuda murru vaartust. Niisiis saame

sin a cos 3 cos asin 8
tan(aiﬁ): cos acos 3 cosacosfS tanaitanﬁ

cos acos B sinasinf 1 tan o tan :
cos acos f3 + cos a.cos f3 T ﬁ

Kootangensi jaoks to6tab sama vote, ainult et seekord tuleb lugejat ja ni-
metajat jagada suurusega sin a sin 3:

cos(a £ ) cosacosf Fsinasing
sin(a £ 8) sinacosB+cosasinf

cos « cos f3 sin o sin 8

sin a sin B + sinasinf COtOéCOtﬁ:F].

sin a cos 3 cosasinf8 cot B+ cota
sin acsin 3 + sin asin 3 ﬂ

cot(a £ ) =

Neid valemeid pole motet pdhe tuupida, kiill aga on kasulik miletada
nende tuletusvotet, et nad vajadusel kdigu pealt vilja moelda.

2.15 Kasutame iilesandes 2.14 tuletatud valemeid ja votame neis o = 3.

tan o + tan a 2tana
tan 2o = tan(a + a) = l—tanatana 11— tanla’

cotacota —1 cot?a—1
cot 2a = cot(a + ) = =
cot o + cot a 2 cot o

Ka neid valemeid pole motet pahe tuupida, sest neid saab vajadusel kdigu
pealt tuletada (voi raamatust jarele vaadata).

2.16 Kasutame topeltnurga siinuse ja koosinuse valemeid ,,tagurpidi”:

. . (0% e (0]
sina=sin (2 — | = 2sin — cos —,

2 2 2
COS (v = COS (2_E) :(3052g —siHQE.
2 2 2

Oleme saanud vorrandisiisteemi, kust tuleb avaldada sin § ja cos 5. Sel-

leks on mitu voimalust. Tegelikult piisab isegi slisteemi teisest vorran-

dist, mida saame teisendada, arvestades lisaks seost sin? F+ cos? g =1
2 & 2 &

cosa = cos® 2 —sin? < = cos **(17C082g>:26082g71.
2 2 2 2 5
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Jarelikult

«
200825 =cosa—+1,

oo cosa—+1
cos” — = ——,

2 2

/ 1
cos & + cosa 2 * ,
2 2

kus mark ruutjuure ees tuleb valida vastavalt sellele, millise veerandi nurk
on 4.
2

Siinuse korral saame

_ 1 —
sin2%:1—c052g:1—cosa+l—2 (cosa+1) 1—cosa

2 2 2 92 7

« 1 —cos«
sm2 1/ 5

Kokkuvottes oleme tuletanud reeglid

« cosa+ 1
—:i —_—
cos2 \/ 2 ,
1_ 3
sin o = 44— 2%
2 2

kus mérgid ruutjuurte ees tuleb valida vastavalt sellele, millise veerandi
nurk on §.

millest

Need reeglid voib dra oppida, aga nende tuletamine pole raske ka kdigu
pealt ja isegi peast. Sisuliselt lahendasime tuletuse kdigus ju vorrandi-

siisteemi
2@ .2 &
cos® — —sin“ — = cos«
2 2
2 & .2 &
cos® — +sin“ — =1
2 2

Selle stisteemi vorrandite liitmine annab seose cos §, lahutamine aga seo-
se sin § jaoks.

2.17 Jaotises 1.3 nditasime, et cos 36° = 1+4‘/5. Kuna 36° = 2 - 18°, saame ka-
sutada iilesande 2.16 votet. Moodustame vorrandisiisteemi

cos? 18° — sin? 18° = cos 36°
cos? 18° 4 sin? 18° = 1 '
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Stisteemi vorrandite liitmisel saame

1
2c0s218° = c0s36° + 1 = +4\/5 41 = 5 +4\/57
cos? 18° = 5+\/5,
8
) )
cos 18° = +V5
8
ning lahutamisel
1 5 3—+5H
2sin? 187 — 1 — cos36° — 1 — LTV 3=V
4 4
sin® 18° = 3_ﬁ,
8
3—VH
sin 18° = 8\f .

Ruutjuurtest tuleb votta positiivsed vadrtused, sest 18° on I veerandi nurk.
Viimast avaldist saab ka natuke lihtsustada:

\/3—%5\/6—2%\/(\/5)2—2%“\/(ﬁ—l)? VE—1
16 16 ’

8 16 4

2.18 Ulesandes 1.7 nagime, et sin 15° = 7@/5 jacos15° = 2%‘/5 Neid vaar-
tusi ei pea meeles pidama, vaid neid saab vajadusel leida {ilesannte 2.16
ja 2.17 vottega vaartuse cos(2 - 15°) = cos 30° = § kaudu.

Lisades siia sin 18° ja cos 18° tdpsed véartused iilesandest 2.17, saame ka-
sutada nurkade vahe siinuse valemit:

sin 3° = sin(18° — 15°) = sin 18° cos 15° — cos 18° sin 15° =

3-v6 V243 [54+V5 V2-V3
: -

8 8 2
JB-VBE+VE)  /+ VB2 Vi)

4+/2 4+/2

Ja ega seda avaldist palju lihtsustada ei saagi.

2.19 Anname noutud omadustega ristkiiliku ja kolmnurga konstruktsiooni.

Valime tasandil kaks ristuvat kiirt (vertikaalse ja horisontaalse) iihise al-
gusega punktis A. Need kiired madravad ara ristkiiliku kiiljed, kuid vas-
tavad punktid B ja D valime hiljem.

Tombame punktist A veel kaks kiirt (millest saavad péarast kiired AF ja
AF) nii, et tulevaste kiirte AB ja AF vahele jadb nurk « ning tulevaste
kiirte AE ja AF vahele nurk . Tanu tingimusele o+ 3 < 7 jddvad mole-
mad uued kiired algsete ristuvate kiirtega maaratud tasandiveerandisse.
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42 Peatiikk 2. Suvalise nurga trigonomeetrilised funktsioonid

Niiiid valime teisel uuel kiirel punkti F' nii, et |AF'| = 1. Punkti F ristpro-
jektisoon algsele horisontaalsele kiirele saab punktiks D.

Joonestame punktist F kiire, mis moodustab sirgega AF' nurga 5 — /3. See
kiir ristub kiirega, mida eespool nimetasime tulevaseks kiireks AF (sest
nurk tulevaste kiirte AF ja AF vahel on £3). Olgu vastav ristumispunkt £.
Punkti E ristprojektsioon algsele vertikaalsele kiirele olgu B ning sirgete
BE ja DF loikepunkt (tegelikult isegi ristumispunkt) olgu C.

Kuna konstruktsiooni iga samm on antud tingimustel alati teostatav, pea-
vad noutud ristkiilik ja kolmnurk alati eksisteerima.

2.20 < Taisnurksest kolmnurgast AEB saame ZAEB = § — /BAE = T —
.

« /CEF=71—/FEA—/AEB=7-% — (% —q) =o.

* Tdisnurksest kolmnurgast EFC saame L/EFC = § — ZOEF =

% — a. Muuhulgas ndeme, et kolmnurgad AEB ja EFC on sarna-

sed tunnuse NNN alusel.
» Tédisnurksest kolmnurgast AFE saame ZAFE = §—/FAF = 5.

* /FAD = /BAD — /BAE — /EAF = 5§ —a — §.

« Tdisnurksest kolmnurgast 'AD saame /DFA = 5 — ZFAD = § —
(F—a—B)=a+p.
B C

B
[

2.21 Paneme tahele, et vaadeldavatel taisnurksetel kolmnurkadel on iihine
hiipotenuus AF pikkusega 1. See tdhendab, et nende kaatetite pikkused
avalduvad otse vastavate nurkade trigonomeetriliste funktsioonide vaar-
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tustena:
sin /DFA = é?: = |AD| = |AD| = sin(a + ),
|DE|
COSZDFA:m=|DF‘ = |DF| = cos(a + ),
sinlEAF:if;':EF = |[EF| =sing,
cos LEAF = Q}EF: = |AE] = |AE| = cos 5.
2.22 Kasutame iilesande 2.21 tulemusi, mille jargi |[AE| = sinf ja |EF| =

cos (. Niilid saame vaadeldavatest tdisnurksetest kolmnurkadest

BE BE

sin /BAFE = ||AE|| = % = |BE| = sinacos 3,
AB AB

cos /ZBAE = :AE: = |cosﬂ = |AB| = cosacos 3,
CF CF

sin /CEF = :E’F: = Ling = |CF| =sinasinj,
E E

cos ZCEF = :gF: = Lig = |CE| = cosasinf.

B sinacosf g cos asin 3 C

N

SjJ]/@

g uisours

cos acos 3

(g + o)soo

B
S

sin(a + )

2.23 Vordus |AD| = |BE| + |EC| annab seose sin(a + 3) = sinacosf +
cos asin S ning vordus |[AB| = |C'F|+|FD| seose cos acos § = sin asin -+
cos(a + ) ehk cos(a + 8) = cos acos B — sin asin 3.

2.24 n = 1 puhul on vordus triviaalne:

(r(cosp +ising))! =7 (cosly +isinly).
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Juhul n = 2 saame kasutada kompleksarvude korrutamise reeglit:

(r(cosp +ising))? = (r(cos ¢ + isin p))(r(cos p +ising)) =
= 1 (cos(p + 9) +isinp+ ) =
= 1r%(cos 2p + isin 2¢p) .

Kuubi puhul tuleb olla natuke kavalam, aga mitte palju:

(r(cos p + isin))(r(cos ¢ + isin ))? =
(r(cos @ + isin @))(r?(cos 2p + i sin 2p)) =
712 (cos(p + 2¢) +isin(p + 2¢)) =

= 13(cos 3¢ + isin3p).

(r(cosp + ising))?

Sama vottega saame suvaliselt naturaalarvult n = k minna iile jargmisele
naturaalarvule n = k + 1:

(r(cos @ 4 isin @)1 = (r(cos ¢ + isin @) (r(cos @ + isin @)~ =
= (r(cos @ + isinp))(r*(cos ky + isin ky)) =
=7 -1rF . (cos(p + ko) + isin(p + kp)) =
= " (cos(k + 1) + isin(k 4+ 1)¢) .

Niimoodi saame iilesande vorduse kehtivuse ndidata suvalise naturaalar-
vu jaoks. Sisuliselt kasutame siinkohal matemaatilise induktsiooni mee-
todit, mille kohta saad rohkem lugeda ,,Voistlusmatemaatika pohivara”
peatiikist ,Naturaalarvud ja matemaatiline induktsioon”.

2.26 Ilmselt 1* = 1. Ulejadnud kahe lahendi puhul kasutame kaksliikme kuubi

valemit:
3
1
IRCAN
2 2
1\? N2/ V3 1\ /. v3\° 3\*
(-2) =3(-3) (%) +3(-2) (%) (%)
1 3V3Bi &3”213 3i%i
T8 8 8 8
1. 3vV3 9 3V3i 1 9
==+ = =—-4+2=1.
s s "5t 3 5§73

2.27 Ulesande 2.25 koigi lahendite moodulid on vordsed 1-ga, st nad asuvad
komplekstasandi iihikrongjoonel. Nende lahendite argumendid aga on
vastavalt 0 = 0°, 2¥ = 120° ja 4T = 240°, mis tdhendab, et lahendite-
le vastavad punktid moodustavad vordkiilgse kolmnurga tipud:
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2.28 Kasutame iilesandes 2.11 leitud vdartusi sin 7 = 1 ja cos 5 = 0:

. ™ R T . .
sin (§—Oé> :SIII§COSOZ—COS§SIIIO[::['COSOé—O'Slﬂa:COSOé7

™ ™ LT . .
Ccos (E—a) :cosacosoz—i—sm§sma:0-Cosa+1~sma:s1na.

2.29 Vastus oleneb sellest, kuidas on toestatud nurkade vahe siinuse ja koosi-
nuse valemid. Paneme tdhele, et seose sin(a— ) = sin « cos f—cos asin 8
tuletamisel kasutasime vorduseid cos (3 — ) = sinyjasin (3 —v) =
cos~. Kui me niilid kasutaks nende vorduste tuletamisel nurkade vahe
siinuse valemit, oleks tegemist loogilise tsiikliga, kus viite toestamisel
kasutaksime vididet ennast. Seda aga ei tohi teha, sest muidu oleks voi-
malik toestada absoluutselt koiki vaiteid, sh vaarasid.

Kui aga seos sin(a — 8) = sin acos 3 — cos asin § 0nnestub tildjuhul toes-
tada monel muul moel (naiteks iildistades projektiilesande 2.4.1 meeto-
dit suvaliste nurkade vahele), muutuks iilesande 2.28 tuletuskaik valemi

sin (3 — ) = cos a jaoks lubatavaks toestuseks.

Seose cos (2 — «) = sina toestusel kasutasime nurkade vahe koosinu-
se valemit, mille toestasime jaotises 2.4 soltumatult. Niisiis on iilesan-
de 2.28 lahenduses toodud tuletuskiik selle seose jaoks toestusena akt-

septeeritav, sest loogilist tsiiklit ei teki.

2.30 Vorrandist 2™ = c saame
2" =r"(cosng + isinnp) = R(cos® + isin D).

Paneme tihele, et arvude cos ny + i sin ny ja cos ¢ + i sin ® moodulid on
vordsed arvuga 1. Kuna kompleksarvude korrutise moodul on vordne te-
gurite moodulite korrutisega, saame

[r" (cosny + isinny)| = |R(cos ® + isin D),

|| - |(cos ny + isinng)| = |R| - |(cos ® + i sin @),

1= R
ehk teisisonu |r"| = |R|. Kuna aga ™ ja R on positiivsed reaalarvud, ja-

reldub siit 7 = |[r"| = |R| = R, kust saamegi » = {/R, nagu iilesandes
noutud.
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2.31

2.32

Ulesandes 2.30 nigime, et v = R. Jagame vorrandi 2" = ¢ molemaid
pooli selle suurusega:

2" =c,

r"(cosny + isinny) = R(cos ® + isin D),

cosny +isinnp = cos® +isind.

Kaks kompleksarvu on vordsed parajasti siis, kui nende reaal- ja imagi-
naarosad on vastavalt vordsed, st kehtivad vordused

sinny = sin ®
cosnp =cos®

Ulesande 2.12 pohjal jareldub siit, et ng = ®. Alternatiivina tilesande 2.12
tulemusele voime tdhele panna, et cos a+i sin a kirjeldab {iheselt {ihikring-
joone punkti, millele vastava raadiuse ja z-telje vaheline nurk on «. Kui
kaks tihikringjoone punkti langevad kokku, peavad vorduma ka vastavad
nurgad.

Vorrandi np = ® (kus ® on fikseeritud nurk ning ¢ muutuja) saame niitid
lahendada iilesande 2.25 vottega.

Uheks lahendiks sobib loomulikult ¢ = %. Jargmiste lahendite leidmiseks
paneme tidhele, et nurka ® saame esitada ka kujul
O4+27, @ +4m,..., 24+ 2(n—1)m, &+ 2nm, 4+ 2(n+ D)7, ... .

Vastavad o vaartused on

n n'n n

® 27 & Arx ® 2n—1)m @ 2nm ® 2(n+ )7
LT e e T L

Paneme tihele, et

o 2nmw o b
+ J—
n

Il

\
_|_
N
3
Il

n n n
<I>+2(n—|—1)7r @ 2r ® 2

niisiis hakkavad lahendijadas liikmed tsiikliliselt korduma. Kokkuvottes
avalduvad lahendid kujul

) (I>+27T o Ar ® 2n—-1)m

Jaab iile tdhele panna, et tegemist on jarjendiga n nurgast, kus iga jargmi-
ne on eelmisest 22 vorra suurem. Niisiis kirjeldavad vastavad tihikring-
joone punktid toepoolest korraparast n-nurka.

Vorrandi 2" = ¢ (ehk 2™ — ¢ = 0) lahendamiseks kasutame moodulit
sympy hing joonise tegemiseks teeki matplotlib. Kuna sympy realiseerib
kompleksarvude aritmeetika Pythonist eraldi, on seal ka veidi teistsu-
gused funktsioonid kompleksarvu reaal- ja imaginaarosa eraldamiseks,
nendeks on vastavalt re ja im. Muus osas on selle iilesande lahendus sar-
nane iilesande 1.21 lahendusele kursusest ,,Arvuhulgad ja avaldised”:
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import matplotlib.pyplot as plt
from sympy import solve,re,im
from sympy.abc import =z

n=3 # Muuda seda
c=-8j # Muuda seda

kompleksarvud=solve (z**n-c)

reaalosad = []
imaginaarosad = []

for kompleksarv in kompleksarvud:
reaalosad.append(re(kompleksarv))
imaginaarosad.append (im(kompleksarv))

plt.plot(reaalosad, imaginaarosad, "o")

plt.show ()
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