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PEATUKK 1

Jarjestatud hulgad

1.1 Jarjestusseos

Vorratusega viljendatakse olukorda, kus iiks objekt on mingis mottes suurem
kui teine. Objektide vordlemine voimaldab neid omavahel jdrjestada.

Definitsioon 1.1. Hulga H elementide vahelist seost < nimetame (mitteran-
geks) jarjestuseks, kui kehtivad jdargmised tingimused:
(a) iga vaadeldava objekti a korral kehtib a < a;
(b) kuia <bjab < a, siisa = b;
© kuia<bjab<c siiskaa < c.
Vordle seda definitsiooni ekvivalentsiseose definitsiooniga 1.1 kursusest ,,Vor-

randid ja vorrandisiisteemid”! Kui suurt erinevust mirkad? Kui oluline see eri-
nevus on?

Ulesanne 1.1 Toesta, et hulkade vaheline seos C on jarjestusseos.

Ulesanne 1.2 Vaatleme toeviaartusi true ja false ning defineerime seose =
tingimustega false = false, false = trueja true = true. Ndita, et = on
jarjestusseos hulgal hulgal {true, false}.

Ulesanne 1.3 Utleme, et naturaalarv a jagab naturaalarvu b (ja kirjutame a | b),
kui leidub niisugune naturaalarv k, et k - a = b. Ndita, et seos | on naturaal-
arvude hulgal jarjestusseos.

Ulesanne 1.4 Kui naturaalarv a jagab naturaalarvu b, siis iitleme ka, et arv b
jagub arvuga a ja kirjutame « : b. Kas : on jarjestusseos naturaalarvudel?
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6 Peatiikk 1. Jarjestatud hulgad

Ulesanne 1.5 Sama moodi saame seose « | b defineerida tdisarvudel. Kas ka see
seos osutub jdrjestuseks?

Ulesanne 1.6 Uuri, kuidas saab Pythonis kindlaks teha, kas {iks string on teise
alamstring. Toesta, et alamstringiks olemine on stringide vaheline jarjestus-
seos.

Nieme, et sugugi mitte koigi jarjestusseoste puhul ei pea koik elemendid
omavahel vorreldavad olema.

Ulesanne 1.7 Leia iilesannete 1.1-1.6 nédidete seast sellised, mille puhul koik
objektid on omavahel vorreldavad.

Koigi vaadeldavate objektide omavaheline vorreldavus on nii oluline oma-
dus, et sellele on antud omaette nimi.

Definitsioon 1.2. Utleme, et hulk H on jdrjestusseosega < on lineaarselt jdr-
jestatud, kui koigi elementide a,b € H puhul kehtib kas a < bvoi b < a. Hulka
H nimetame sel juhul lineaarselt jarjestatuks ehk lihtsalt jarjestatuks.

Iga mitterange jarjestusega < kéib kaasas vastav poordjarjestus 3= ning sa-
muti vastavad ranged jarjestused < ja .

Definitsioon 1.3. Kui a < b, siis kirjutame ka b = a. Kui a < bja a # b, siis
kirjutame a < bjab - a.

Range jarjestuse korral tdhendab jarjestuse lineaarsus, et iga kahe elemendi
a,b € H puhul kehtibkasa =b,a < bVvoib < a.

1.2 Jarjestatud arvuhulgad

Viga olulised lineaarselt jarjestatud hulgad on arvuhulgad N, Z, Q ja R nende
elementide loomuliku jarjestuse < suhtes (millega kdib samuti kaasas p6ord-
jarjestus > ning vastavad ranged jdrjestused < ja >). See tihendab, et iga kahe
(reaal)arvu puhul saame otsustada, kas iiks on suurem kui teine voi on need
arvud vordsed.

Jarjestatud arvuhulkade korral saame defineerida ka positiivsuse ja nega-
tiivsuse moisted.

Definitsioon 1.4. Jdrjestatud arvuhulgas iitleme, et arv x on positiivne, kui
x > 0, negatiivne, kui x < 0, mittenegatiivne, kui x > 0, ja mittepositiivne,
kui z <0.

Tuletame meelde, et geomeetriliselt saab reaalarvud seada vastavusse sir-
ge punktidega (vt kursus ,,Arvuhulgad ja avaldised”, jaotis 1.6). Vorratus = > y
tahendab siis, et arvule z vastav punkt asub joonisel paremal pool kui arvule y
vastav punkt. Muuhulgas jadvad positiivsed arvud arvust 0 paremale ja nega-
tiivsed vasakule.
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1.2 Jarjestatud arvuhulgad 7

] [ ]
T

Yy T

Arvuhulkadel on madratud ka aritmeetilised tehted liitmine, lahutamine,
korrutamine ja jagamine. Kuidas need tehted jdrjestusse suhtuvad?

Arvudele z ja y sama arvu z liitmine tdhendab, et need arvud liiguvad arv-
teljel sama suuruse vorra paremale (kui z > 0), vasakule (kui 2 < 0) voi ei liigu
iildse (kui z = 0). See tahendab, et arvude z ja y vaheline jarjestusseos (iikskoik
kas range voi mitterange) jadb kehtima.

z<0 0 z>0
} } — } } }

y+z x+=z Y x y+z x+z

Nonda saame sonastada jargmised reeglid:

(J1) kuiz > y, siisiga z korral x + z > y + z2;

(J71°) kui z > y, siisiga z korral x 4+ z > y + 2.

Vaatleme vorratust z > y ning rakendame reeglit J1, vottes z = —y. Saame

) |_y
- Y,

A\AR\ER\V
O@@

X
-y
-y
Teisest kiiljest voime ka vorratusele x —y > 0 rakendada reeglit J1, vottes z = y:

-y =0, |+
x—y+y>0+y,
xzy

Niisiis on vorratused = > y ja x — y > 0 samavéaarsed, sest esimesest jareldub
teine ja teisest esimene. Selllst olukorda voime liihidalt kirjutada

rz2y <— xz—y=0.

Analoogiliselt saame reegli J1’ abil ndidata, et

T>y <<= x—y>0.

Uldisemalt saame samavaarsuse ka siis, kui me ei vii vorratuses iihte poolt
taielikult teisele poole, nii nditeks kehtib ka

T1t+ax2y1t+y2 < T1+IT2—Y22Y1-

Need reeglid voime liihidalt kokku votta iihe lausega.
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8 Peatiikk 1. Jarjestatud hulgad

Vorratus jadb samavaarseks, kui tema iihelt poolt viia moni liidetav teisele
poole vastandmargiga.

Mis juhtub korrutamise puhul? Vaatleme arvude z ja y korrutamist arvuga
z > 0. Kui z = y, siis muidugi zz = xy. Kui z > y, vaatame 1dbi kolm erinevat
voimalust.

Juhul kui = on positiivne ja y mittepositiivne (st x > 0 > y), on tingimuse
z > 0 tottu vastavalt ka xz positiivne ja yz mittepositiivne. Seega zz > 0 > yz,
mis tdhendab, et xz > yz2.

] ]
T T

Yz Y T Tz

Juhul kui z ja y on molemad positiivsed, tahendab vorratus z > y, etz —y >
0.Jarelikult ka (x —y)z > 0, mis annab zz—yz > 0 ehk 2z > yz. Geomeetriliselt
voime moelda, et arvuga z korrutamine ,,venitab” 16ike pikkustega x ja y sama
teguri jagu ja kui 16ik pikkusega y oli enne lithem kui 16ik pikkusega x, on ka
16ik pikkusega yz péarast venitamist liihem kui 16ik pikkusega xz. See kehtib
nii juhul z > 1 (ja lo6ike toepoolest ,venitatakse vilja”), juhul z < 1 (kui 16ike
»surutakse kokku”) kui ka juhul z = 1 (kui loigud jadvad sama pikaks).

0 z<1l z=1 z>1

] ] ] ] ] ]
T T T T T T

Tz Yz T Y Tz Yz

Juhul kui z on mittepositiivne ja y negatiivne (st 0 > = > y), kehtib iilal-
tooduga analoogiline arutelu, ainult et reaaltelje negatiivses suunas:

z>1 z=1 z<1 0

] ] ] ] ] ] [
T T T T T T T

Yz Tz Y T Yz T2

Kokkuvottes oleme ndidanud, et reaalarvude korral kehtivad veel ka sellised
reeglid:

(J2) kui z > y, siisiga z > 0 korral zz > yz;

(J2%) kuix > y, siisiga z > 0 korral xz > yz.

Ulesanne 1.8 Ndita, et z > 0 puhul kehtivad ka jareldused

TzZYz =1 2y,
TZ>Yz =—=> T > Y.
Osutub, et tingimused J1, J1°, J2 ja J2’ kirjeldavad viga hasti dra jarjestatud

arvuhulkade taga oleva intuitsiooni ning teised jarjestuse omadused saab juba
otse nendest tuletada. Toestame nditeks jirgmise kasuliku teoreemi.
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1.2 Jarjestatud arvuhulgad 9

Teoreem 1.1 Vorratuse poolte korrutamine arvuga —1 poorab vorratusemargi
vastupidiseks.

Toestus. Eeldame, et z > y ning toestame, et —z < —y ehk —y > —z. Kasutame
omadust J1 ning liidame vorratuse x > y molemale poolele arvu z = —z — y:

) |—a:—y
—Tr =Y,

—x,

Y
Y

VoV WV

T
T—xr—y
-y

mida oligi tarvis tdestada. Tapselt sama arutelu kehtib ka range vorratuse kor-
ral, kasutades omadust J1°. O

Kuna positiivse arvuga korrutamine jatab vorratusemargi samaks ja iga ne-
gatiivse arvu —z saame esitada kujul (—1) - z, kus z > 0, saame teoreemist 1.1
jargmise jarelduse.

Jareldus 1.1 Vorratuse poolte korrutamine negatiivse arvuga poorab vorra-
tusemargi vastupidiseks.

Ulesanne 1.9 Toesta omadustele ]2 ja J2’ tuginedes, et z, y > 0 korral kehtivad
lineaarselt jarjestatud arvuhulgas samavaarsused

@ z>y<=2*>y%
(b) = >y 22 > 92

Kuivord tingimused J1,]1’, ]2 ja ]2’ kehtivad reaalarvude hulga R jaoks, keh-
tivad nad ja tema alamhulkade N, Z ja Q korral. Kuidas on lood aga kompleks-
arvudega? Monevorra {iillatuslikult selgub, et kompleksarvud pole lineaarselt
jarjestatavad.

Teoreem 1.2 Kompleksarvude hulgal C ei saa defineerida lineaarset jarjes-
tust nii, et kehtiksid tavalised arvutusreeglid ning jarjestatud arvuhulkade
omadused J1’ ja J2’.

Toestus. Niitame, et lineaarselt jdrjestatud arvuhulga iga elemendi x puhul
kehtib vorratus 22 > 0. Definitsiooni 1.2 pohjal peab kehtima kas = = 0, 2 > 0
voi z < 0.

Kuiz =0,siisz2=0-0> 0.

Kui = > 0, siis omaduse ]2’ pohjal 2 - = > 0 -0, st 22 > 0.

Kui 0 > =z, siis omaduse J1° pohjal voime selle vorratuse molemale poolele
liita —z ja saame 0 — x > x — x ehk —z > 0. Niilid saame eelmise juhuga
analoogiliselt tingimusest ]2’, et (—z) - (—x) > 0- 0 ehk 2% > 0.

Muuhulgas kuna 1 # 0, siis 1 = 12 > 0, millest molemale vorratuse poolele
arvu —1 liites saame omaduse J1’ péhjal 1 + (=1) > 0+ (—1) ehk 0 > —1. Sa-
mas kompleksarvu i jaoks i> = —1, mis peaks arvu ruuduna eeltoestatu pohjal
olema mittenegatiivne. Saime vastuolu. Niisiis ei saa kompleksarvude hulka
lineaarselt jdrjestada viisil, mis sdilitaks arvutusreeglid ning tagaks omadused
11’ ja]2". O
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10 Peatiikk 1. Jarjestatud hulgad
1.3 Lahendused
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8 Olgu z > 0 ning eeldame vorratuse zz > yz kehtivust. Kuna ka £ > 0,
saame kasutada reeglit ]2, vottes 2 rolli 1:
1
vz, |-
z
1 1
Tz — 2 Yz —,
z z
z-1>2y-1,
vy,
mida oligi tarvis toestada.
Jarelduse zz > yz = z > y toestus on reegli ]2’ abil analoogiline.
1.9 (a) Naitame koigepealt, et vorratusest = > y jareldub vorratus 22 > 2.

Ideeks on seejuures toestada vorratuste ahel
? >ay >y, (1.1)

millest vajalik vorratus jareldub definitsioon 1.1 omaduse (c) pohjal.

Kui z = 0, siis tdnu vorratustele z > y > 0 peab kehtima ka y = 0 ja
voratuste ahel (1.1) kehtib vordustena. Kui = > 0, saame omadusest J2,
vottes z = z:

¥

SRS
\VARVARY,
8 < <

&

<

8

8
o

mis toestab ahela (1.1) esimese vorratuse.

Kui y = 0, kehtib ahela teine vorratus vordusena. Kui y > 0, saame oma-
duses J2 votta z = y:

<

\ZARR\VAR\V,
]

ASEE S
<

S
H .
SISO

mida oligi tarvis toestada.
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1.3 Lahendused 11

Eeldame niiiid, et x,y > 0 ja 22 > y? ning nditame, et z > y.

Kuna vaadeldav arvuhulk on eelduse pohjal lineaarselt jarjestatud, peab
kehtima {iks kolmest vorratusest x > y, + = y vdi < y. Esimese kahe
korral vajalik jareldus kehtib, niisiis tuleb toestada, et vorratus = < y pole
voimalik.

Eeldame vastuviiteliselt, et y > x, ja nditame {ilaltehtuga analoogiliselt,
et siis peavad kehtima vorratused y? > zy > 22, millest jareldub y? > 2,
mis on vastuolu eeldusega z? > 2.

Kunay > z > 0, peab kehtima y > 0. Kasutame omadust J2’, vottes z = y:

y>z, |-y
y-y>x-y,
y2>xy.

Kui z = 0, kehtib teine vorratus xy > z2 vordusena. Kui > 0, saame
kasutada omadust ]2, vottes z = x:
y>x, |-z
Y- r>T-T,

a:y>o:2,

mida oligi tarvis toestada.
(b) Samavaarsuse x > y <= 22 > y? tOestus on (a)-osaga analoogiline.
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PEATUKK 2

Arvvorratused

2.1 Naturaalarvude vordlemine

Naturaalarvude vordlemine on lihtne, kui arvud on esitatud standardsel kiim-
nendkujul. Siis saame peale vaadates Oelda, et 5 < 7, 100 > 11, 204 < 204
jne.

Naturaalarvud voivad aga olla esitatud ka avaldistena. Siis tuleb rohkem
vaeva niha. Lihtsamal juhul saame avaldiste vaartused lihtsalt vilja arvutada.

Ulesanne 2.1 Kumb arvudest on suurem, kas
(a) 23 voi 32?
(b) 2% voi 42?
(c) 2°voi 522
(d) 52 voi 332
(e) 210 voi 103?

Lahendus.

(a) 22 =8ja3? =09, seega 23 < 32

(b) 2* =16 ja 4> = 16, seega 2* = 42,

(c) 2° = 32ja5% = 25, seega 2° > 52.

(d) 5% = 25ja 3% = 27, seega 52 < 3°.

(e) 2'° = 1024 ja 10® = 1000, seega 2'° > 10°.

Ulesande 2.1 niited on piisavalt viikesed, et vastavad arvud peast voi pa-
beril vilja arvutada. Astendamise korral kasvavad arvud aga viga kiiresti viaga
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14 Peatiikk 2. Arvvorratused

suurteks. Sel juhul tulevad appi kursuses ,,Arvuhulgad ja avaldised” 6pitud as-
tendamisreeglid (vt tolle kursuse jaotis 2.1).

Ulesanne 2.2 Kumb arvudest on suurem, kas 162° - 25100 yoi 72007

Lahendus. Paneme tdhele, et 16%° = (24)2° = 2425 = 2100 jg 7200 — 72:100
(7%)190 = 49190 Niitid saame iilesande vordlust teisendada

1625 . 95100 o 7200
9100 95100 9 4100

(2 . 25)100 ? 49100 ,
50100 7 49199

Kuna 50 > 49, siis ka 50190 > 49190 niisiis esimene arv on suurem. O

Ulesanne 2.3 (Siigisene lahtine voistlus 2014, noorem riihm) Kumb arvudest
22014 jq 3303 . 4404 . 5505 o suurem?

2.2 Ratsionaalarvude vordlemine

Olgu meil tarvis vorrelda kahte ratsionaalarvu. Jaotises1.2 nagime, et erimargi-
liste arvude vordlemine on triviaalne ja negatiivsete arvude vordlemise saame
taandada positiivsete arvude vordlemisele. Niisis piisab uurida, kuidas vorrelda
positiivseid ratsionaalarve.

See kiisimus voib osutuda keerukamaks kui alul paistab, sest ratsionaalar-
vudel voib olla erinevaid esitusi. Kas sa néiteks oskad kohe 6elda, kumb on
suurem, kas % (mida kasutas arvu « ldhendina Archimedes) v6i 3,14 (mida me
sageli tanapdeval kasutame)?

Me teame, et ratsionaalarvu saab alati teisendada harilikuks murruks, nii-

siis 3,14 = %. Seega tuleb uurida, milline vorratusemark sobib avaldises

2, 314

7 100

kiisimargi asemele. Sellele kiisimusele vastamiseks voime korrutada avaldise
molemat poolt arvuga 700, mis annab

22 314
o700
ERRTRN

22 314

. /R

=700 7 T 700,

22.100 ? 314-7,

2200 7 2198.

Ilmselt 2200 > 2198, aga mida me saame sellest jareldada algse vorratu-
se kohta? Paneme tihele, et iilaltehtud arutlussammud on koéik pooratavad.
Sealhulgas saame korrutamise arvuga 700 poorata tagasi, kui korrutame arve
22 - 100 ja 314 - 7 arvuga 5. Kuivord -5 > 0, siilitab temaga korrutamine
koik vorratusemargid (vt omadused (J2) ja (J2)). Niisiis jareldub vorratusest
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2.3 Ettevaatust néudvad kohad vdrratuste tdestamisel 15

2200 > 2198, et 2 > 313 (Toepolest, arvuti voi kalkulaatori abil saad kontrol-
lida, et 22 ~ 3,14285714.)

Seda arutelu iildistades saame, et kui b, d > 0, siis

%> <~— ad>bc.

Ul o

2.3 Ettevaatust noudvad kohad vorratuste toes-
tamisel

Arutluskaigu pooratavus on vorratuste toestamisel viga oluline. Meie eesmérk
on ju toestatav vorratus kuidagi jdareldada, samas tahab inimese aju arutledes
kusagilt pihta hakata ja kust mujalt on tal pihta hakata, kui eesmargiks seatud
vorratusest.

Peamine oht vorratuste toestamisega viltu minna on vorrandite lahendami-
sest tuttavate votete ettevaatamatu kasutamine. Nii vorrandite kui vorratuste
korral on lubatud mdlemale poolele sama arvu liitmine-lahutamine ning mo-
lema poole korrutamine-jagamine sama positiivse arvuga.

Vorrandite lahendamisel tohib vorduse molemaid pooli ruutu tosta ja koik
vadrtused, mis sobisid algse vorrandi lahenditeks, rahuldavad ka ruututostetud
pooltega vorrandit. Tosi, lisanduda voib voorlahendeid, mistottu tuleb koiki
saadavaid lahendeid péarast kontrollida.

Vorratustega on olukord aga hullem. Nimelt voib poolte ruututostmine muu-
ta toese vorratuse viadraks, nagu voime ndha jargmisest lihtsast naitest:

. 107

-3<2
92
4

(=3)?
9

VANR/ANV/AN

Kustkohast see pahandus tekib ja kas ruututostmine on alati keelatud? Tei-
se kiisimuse vastus on ei. Ulesandes 1.9 toestasime, et mittenegatiivsete arvu-
de z ja y korral on vorratused x > yja z? > y* samavéarsed, st sel juhul sdilitab
ruututostmine vorratusemargi. Niisiis saab pahandus ruututostmisega tekkida
ainult siis, kui algse vorratuse iihel (voi molemal) poolel on negatiivne arv. (Ka
toene vorratus —3 < —2 annab ruutu tostes vaara vorratuse 9 < 4.)

Seega saame vorratuste toestamisel jairgmise reegli.

Enne vorratuse poolte ruutu tostmist kontrolli, et vorratuse molemad pooled
oleks mittenegatiivsed!

Teine operatsioon, mis vorduste toestamisega vorreldes teist moodi to6tab,
on vorratuste liitmine. Liites kaks samapidist toest vorratust on endiselt tule-
museks toene vorratus, aga ka vdarale vorratusele toest vorratust liites voime
saada toese vorratuse:

221
8>2
6 >3

+
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16 Peatiikk 2. Arvvorratused

See tahendab, et vorratuste toestamisel tuleb olla ettevaatlik, kui me liida-
me toestatavale vorratusele toese ning todeme, et tulemus on samuti toene.
Sellest ei jareldu algse vorratuse toesus!

Pohjalikuma analiiiisi selle kohta, millised sammud (ja miks!) on vorratuste
toestamisel lubatud, leiad ,Voistlusmatemaatika pohivara” peatiikist ,,Vorra-
tuste toestamine”.

2.4 Juuravaldiste vordlemine

Ulesandes 1.9 ndgime, et mittenegatiivsete arvude x ja y korral on vorratused
x > yjax? > y? samavidrsed. See vdoimaldab ruutjuurt sisaldavaid mittenega-
tiivseid avaldisi vorrelda ruututostmise teel.

Ulesanne 2.4 Kumb arvudest 41/3 ja 7 on suurem?

Lahendus. Kuna 4+/3 ja 7 on positiivsed arvud, on jargmised vordlused sama-
vadrsed iga vorrarusemirgi ? korral:

w3 2T, |0)?
(4v3)* 7 72,

16-3 7 49,
48 7 49.

Et 48 < 49, siis ka 4v/3 < 7.0

Ulesanne 2.5 Kumb arvudest 12v/2 ja 17 on suurem?

Ulesanne 2.6 (Piirkonnavoor 2025, 10. klass) Jarjesta kasvamise jarjekorras

arvud 7/5, 11v/2 ja 9v/3.
Ulesanne 2.7 Kumb arvudest 3 + 4/2 ja 5v/3 on suurem?
Ulesanne 2.8 Kumb arvudest 61/2 ja 2v/5 + 4 on suurem?

Ulesanne 2.9 (Piirkonnavoor 2025, 11. klass) Kumb arvudest 9v/5 ja 8 + 7v/3
on suurem?

Ulesanne 2.10 (Piirkonnavoor 2017, 11. klass) Kumb arvudest 7 + /37 ja 3v/19
on suurem?

Kuidas on lugu avaldistega, mis sisaldavad korgema astme juuri (kuupjuur,
4. juur jne)? Ulesande 1.9 lahendusega analoogiliselt saame ndidata, et mitte-
negatiivsete x ja y korral jarelduvad vorratusest = > y vorratused

$3

$4

x2

x

VoWV

y
By

VoWV

jne.
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2.5 Lahendused 17

Veel enamgi, kui eeldada nditeks, et 23 > y3, siis on lihtne niha, et vorratus
x < y annab vastuolu 23 < y3. Seega peab kehtima = > y ja jarelikult kehtib
samavadrsus ¢ > y <= 2° > y>. Sama arutelu saame ildistada suvalisele
naturaalarvulisele astmele. Sonastame selle tulemuse teoreemina.

Teoreem 2.1 Kuin > 1 on naturaalarv, kehtivad igas lineaarselt jarjestatud
arvuhulgas z,y > 0 jaoks samavaarsused

n

r>y<—=z">y",
x>y<=z">y".

Ulesanne 2.11 Kumb arvudest v/2 ja v/3 on suurem?

Ulesanne 2.12 (Piirkonnavoor 2010, 11. klass) Kas arv v/5 - v/6 on suurem voi
vaiksem arvust 3,5?

Ulesanne 2.13 (Piirkonnavoor 2014, 11. klass) Kumb arvudest v/3 ja i/g on
suurem?

2.5 Lahendused

2.3 Vastus: 3303 . 4404 . 5505 g syurem.

Vordleme iilesandes antud arve ning lihtsustame vordlust arvu 4 astmete
taandamisega:

92014 9 3303 4404 5505
1007 303 4404 505
4 7 370047 5O

4603 ? 3303 . 5505 )

Kindlasti kehtib vorratus 5°°° > 459 niisiis piisaks, kui suudaksime li-
saks toestada voratuse 3393 > 498, Seda saame teha niiteks vorratuste
ahelaga

3303 > 3300 _ (33)100 — 27100 > 4100 > 498 .

Niisiis peab kehtima ka vorratus 3303 . 4404 . 5505 > 92014

2.5 Vastus: 17 on suurem.
Kuna 12v/2 ja 17 on positiivsed arvud, on jargmised vordlused samavéar-
sed iga vorrarusemaérgi ? korral:
12v2 7 17, |()?
(12v2)? 7 172,
144 -2 ? 289,
288 7 289.

Et 288 < 289, siis ka 12v/2 < 17.

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

18 Peatiikk 2. Arvvorratused

2.6 Vastus: 11v/2 < 9v/3 < 7v/5.

Kuna koik antud arvud on positiivsed ja ruututéstmine siilitab arvude
omavahelise jarjekorra, voime uurida nende arvude ruutude jarjestust:

(7v5)> =49 -5 = 245,
(11V2)2 =121 -2 = 242
(9v/3)% = 81-3 = 243.

Kuna 242 < 243 < 245, siis ka 11v/2 < 9v/3 < 7v/5.

2.7 Vastus: 5v/3 on suurem.
Ulesande avaldised on positiivsed, seega voime vorrelda nende ruute.

34+4v2 7 5v3, |()?
(3+4v2)2 7 (5V3)?,
9+24v2+32 7 25-3,
24V2441 7 75, |—41
24V2 7 34, |:2
12v2 7 17.

Ulesandes 2.5 nagime, et 121/2 < 17. Jarelikult ka 3 + 41/2 < 5v/3.

2.8 Vastus: 64/2 on suurem.
Ulesande avaldised on positiivsed, seega voime vorrelda nende ruute.

6v2 ? 2vV5+4, |()?
(6v/2)2 7 (2v/5 +4)%,
36-2 7 4-5+16V5 + 16,
72 7 16V54+36, |—36
36 7 16/5.
Viimase vordluse arvud on positiivsed, niisiis voime vorrelda nende ruu-

te. Et 36% = 1296 ja (16y/5) = 256 - 5 = 1280, siis 36 > 16+/5 ja jarelikult
ka 6v/2 > /5 + 4.

2.9 Vastus: 94/5 on suurem.
Ulesande avaldised on positiivsed, seega voime vorrelda nende ruute.

W5 ? 84+7V3, |()?
(9v5)2 7 (84 17V3)2,

815 7 644 112v/3+49-3,
405 7 112v3 4211, |- 211
194 7 112V3, |:2
97 ? 56v/3.
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2.5 Lahendused 19

Viimase vordluse arvud on jalle positiivsed, seega voime nad vordlemiseks
ruutu tosta. Saame 972 = 9409 ja (561/3)% = 3136 - 3 = 9408. Kuna
9409 > 9408, peab kehtima ka vorratus 9v/5 > 8 + 7/3.

Arvutil voi kalkulaatoril saame kontrollida, et 9v/5 ~ 20,1246 ja 8+7/3 ~
20,1244, niisiis on nende kahe arvu vahe imepisike!

2.10 Vastus: 7 4+ /37 on suurem.

Ulesande avaldised on positiivsed, niisiis voime nad vordlemiseks ruutu
tosta:

7+4/37 7 3V/19,
(7T+V37)2 7 (3V19)?,
494 14V/37+37 7 9-19,
14V/37+86 ? 171,
14V/37 ? 85,
(14V37)% 7 852,
196 - 37 ? 852.

Niiiid voime vahetult arvutada, et 196 - 37 = 7252 ja 852 = 7225, niisiis
196 - 37 > 852 ja kuna koik teisendused siilitasid vorratusmérgi, peab
kehtima ka 7 + /37 > 3V/19.

2.11 Vastus: ¥/3 on suurem.

Kuidas vorrelda ruutjuurt ja kuupjuurt? Selle iilesande votmeks on lei-
da iihine astendaja, millega astendades kaovad molemad juured. Niisu-
guseks astendajaks sobib juurenditajate 2 ja 3 viahim iihiskordne 6. Ar-
vestades, et iilesande arvud on positiivsed, saame jirgmise samavairsete
vordluste jada:

V2?3, 0"
(V2)° 7 (V3)°,
236 7 330,

23 7 32.

Kuna 2% = 8 < 9 = 32, peab lehtima ka vorratus v/2 < /3.
Toepoolest, arvuti voi kalkulaatoriga saame kontrollida, et /2 ~ 1,41 ja
V3 ~ 1,44.

2.12 Vastus: viiksem.

Selleks, et vorrelda (positiivseid) arve v/5 - v/6 ja 3,5 = Z, véime nad tosta
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20 Peatiikk 2. Arvvorratused

4. astmele. Teoreemi 2.1 pohjal saame samavéirsete vorratuste ahela:

7
\/5'6/6?53

7 4
(V5. Byt 7 (2> ,
74
?7
2401
150 ? -
16
16 -150 ? 2401,

2400 < 2401,

52.6 7

seega /5 - v6 < 3,5.

2.13 Vastus: i’/g on suurem.

Selleks, et antud avaldistes juurtest lahti saada, voime molemad tosta 21.
astmele. Teoreemi 2.1 pohjal saame samavéaarsete vorratuste ahela:

5
/3 7 {2
V3 3

() (if5)

57

?a

3%3.37 7 57,
310 2 57,

33 7

Niitid voime lihtsalt arvutada, et 3'° = 59049 ja 57 = 78125, niisiis 310 <
57, mistottu ka v/3 < {’/g
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PEATUKK 3

Vorratuste toestamine

Kuna kompleksarvude puhul pole jirjestus teoreemi 1.2 pohjal hésti definee-
ritav, vaatleme siin peatiikis ainult reaalarvuliste muutujatega vorratusi.

Ulesanne 3.1 Vordle arve jargmistes paarides:
(@) 2-4ja3-3,
() 5-7ja6-6,
() 9-11ja10-10,
) 1,5-3,5ja2,5-2,5.

Kas paned midagi huvitavat tdhele? Sonasta reegel ja pohjenda see!

Ulesanne 3.2 Aga kuidas on paaridega
(@) 2-6jad-4,
() 15 - 257a 20 - 20,
(c) 9,9-10,1ja 10 - 10?

Sonasta iildine reegel ja pohjenda see!

3.1 Reaalarvu ruut on mittenegatiivne

Peatiikis 2 nidgime, et igas lineaarselt jdrjestatud arvuhulgas (sh reaalavude
hulgas) kehtib iga elemendi x korral vorratus z? > 0, kusjuures 22 = 0 parajasti
siis, kui z = 0. See lihtne tdhelepanek voimaldab lahendada palju {ilesandeid
ja teha huvitavaid jareldusi.
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22 Peatiikk 3. Vorratuste tGestamine

Nii nditeks peavad iga = € R korral kehtima vorratused

Ulesanne 3.3 Joonesta arvutis funktsioonide y = 22 + 1 ja y = 2x. Veendu,
et funktsiooni y = 22 + 1 graafik jadb koikjal iilespoole funktsiooni y = 2z
graafikust, vilja arvatud iihel kohal. Mis koht see on?

Uks tiitipiline vote vorratuseiilesannete lahendamisel on ruutude eraldami-
ne, kus antud avaldis esitatakse tdisruutude summana.

Ulesanne 3.4 Toesta, et iga reaalarvu z korral kehtib vorratus

2t +322+42+5>0.

Lahendus. Esitame iilesande avaldise kahe tdisruudu summana:
ot 1302 tar 5= (2t 202 + 1) + (2 Fdr +4) = (2P +1)2 + (z +2)%.

Kuna 22 > 0, siis 22 + 1 > 0ja (22 + 1)? > 0. Samas ka (z + 2)? > 0, seega
kokkuvottes on nende avaldiste summa rangelt suurem kui 0. O

Ulesanne 3.5 Toesta, et koigi reaalarvude z, y ja z korral kehtib vorratus
x2+y2+22 Zxy+yz+zx.

Millal kehtib vordus?
Lahendus. Kirjutame toestatava vorratuse iimber kujul

4y 22—y —yz— 25 >0.

Selleks, et tunda vasaku poole avaldises dra ruutude summa, tasub teha veel
iiks trikk ja korrutada vorratuse molemad pooled 2-ga:

[\

x2+y2+z2—my—yz—zm

222 + 2y 4 222 — 2zy — 2yz — 22z

(% = 2zy +9°) + (v — 2yz + 2%) + (2% — 2z + 2?)
(@—y)*+(y—2)°+ (2 —2)?

A\ARR\VARR\VARRA\V]
o o o o

Viimane vorratus aga kehtib, sest vasakul poolel on tegemist on reaalarvude
ruutude summaga. Vordus kehtib parajasti siis, kui koigi liidetavate vddrtus on
0,stjuhulx =y = 2.0

Ulesanne 3.6 Toesta, et mistahes reaalarvuliste x ja y vaartuste korral kehtib
vorratus
2?4+ 4+224+2y+22y+120.
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3.1 Reaalarvu ruut on mittenegatiivne 23

Ulesanne 3.7 (Loppvoor 1993, 10. klass) Toesta, et mistahes reaalarvuliste z
ja y vaartuste korral kehtib vorratus

z(5z +2) +y(dr +y) +5>0.

Ulesanne 3.8 (Loppvoor 1987, 9. klass) Toesta, et kui 2z + 4y = 1, siis 2022 +
2092 > 1.

Ulesanne 3.9 (Loppvoor 1995, 10. klass) Toesta, et mistahes reaalarvu z > 0
korral kehtib vorratus

V15(4 +V7z) < 9V4A+ 5z

Ulesanne 3.10 (Loppvoor 2018, 10. klass) Toesta, et koigi reaalarvude z, y, 2
korral
5(x% + % + 2%) = 4(zy + yz + 22) .

Ulesanne 3.11 (Piirkonnavoor 1993, 11. klass) Olgu z, y positiivsed arvud ja
x +y = 1. Toesta, et
<1+1> <1+1> >9.
T Yy

Ulesanne 3.12 (Piirkonnavoor 1987, 10. klass) Toesta, et kui zy = 1, siis

2 +y° > 2v2(z —y).

Vahel saab vorratuste abil lahendada ka vorrandeid. See osutub voimalikuks
siis, kui vorrand kirjeldab teatud vorratuse vordusejuhtu.

Ulesanne 3.13 (Piirkonnavoor 2013, 10. klass) Leia vorrandi

2l ol (a1
2 2 T
koik reaalarvulised lahendid.
Lahendus. Tostame parema poole sulgavaldise ruutu ja teisendame:

1 1 1 1
2 _ 2
Trp Tyt
S I TR
2" 2 2
1/, 1
2(.%' —2+2>:07

Iga reaalarvu x korral kehtib vorratus (z — %)2 > 0, kusjuures vordus kehtib

parajasti siis, kui  — 1 = 0 ehk # = 1 ehk 2* = 1. Viimast vordust rahuldavad
ainult z = 1jax = —1 ning vahetu kontroll nditab, et need molemad vaartused
sobivad. O
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24 Peatiikk 3. Vorratuste tGestamine

3.2 Kahe arvu aritmeetilise ja geomeetrilise kesk-
mise vaheline vorratus

Olgu z,y > 0; siis on olemas reaalarvulised ruutjuured /z ja ,/y. Vaatleme
avaldise \/z — ,/y ruutu, mis peab olema mittenegatiivne:

(Ve —y)? =0,
(Vz)? =2V + (Vy)? > 0,
r—2yxzy+y =0,
T+y>2xy,
s .

Saadud vorratuses kehtib vordus parajast siis kui /= = /y ehk kui = = 3.
Selle vorratuse pooled esinevad matemaatikas viga sageli ja neile on antud
eraldi nimed.

Definitsioon 3.1. Reaalarvude x ja y aritmeetiliseks keskmiseks nimetatak-
se suurust %ﬂ ja geomeetriliseks keskmiseks suurust . /zy.

Sonastame saadud tulemuse teoreemina.

Teoreem 3.1 Mittenegatiivsete reaalarvude «x ja y aritmeetiline keskmine on
alati vihemalt sama suur kui geomeetriline, st

x—;—y = /Ty .

Vordus kehtib parajasti siis, kui z = y.

Teoreemil 3.1 on olemas ka ilus geomeetriline toestus (kust selgub muu-
hulgas, mida geomeetrilist geomeetrilises keskmises Gieti on).

Toestus. Vaatleme l6iku A B pikkusega x +y ja joonestame talle kui diameetrile
poolringjoone. Olgu C selle 16igu niisugune punkt, et | AC| = x (seega |CB| =
y), ning olgu O loigu AB keskpunkt. Tombame 16igule AB punktides C ja O
ristsirged ning loikugu need poolringjoonega vastavalt punktides D ja F, vt
joonist 3.1.

Kuna OF on poolringjoone raadius, siis |OE| =

Loigu C'D pikkuse arvutamiseks paneme koigepealt tahele et AADC ~
A ABD tunnuse NN alusel, sest nurk tipu A juures on {ihine ning ZAC D = 90°
ja ZADB = 90° kui diameetrile toetuv piirdenurk. Sama moodi nditame, et
ANABD ~ ADBC. Jarelikult AADC ~ ADBC. Sarnaste kolmnurkade vasta-
vad kiiljed on vordelised, seega

1AB| _ +y
2

|AC| _ |CD|
|CD| — |CB|’

millest omakorda saame

|CD]> =|AC|-|CB| =2y ehk |CD|=/zy.
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3.2 Kahe arvu aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus 25

A B

Joonis 3.1: Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus

Jooniselt 3.1 on ilmne, et |CD| < |OE], kusjuures vordus kehtib parajasti siis,
kui C on 16igu AB keskpunkt ehk z = y. O

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus voimaldab an-
da summadele alumisi piire korrutiste kaudu. Jargmise iilesande tulemus leiab
teiste lilesannete lahendamisel ka iseseisvat kasutust.

Ulesanne 3.14 Toesta, et iga positiivse reaalarvu summa tema poordarvuga
on vihemalt 2, st iga = > 0 korral kehtib vorratus

1
r+—=2.
x

Millal kehtib selles vorratuses vordus?

Lahendus. Hindame summat x + 1. Selleks voime kasutada aritmeetilise ja
geomeetrilise keskmise vahelist vorratust (valides y = %, mis peab samuti po-

sitiivne olema):
r+i 1
2 > jr-—=V1=1,
2 T
1
r+—=2
x

nagu oligi vaja.
Lisaks ndeme, et vordus kehtib parajasti siis, kui z = % ehk 22 = 1, mis tanu
arvu z positiivsusele on samavaarne tingimusega x = 1. [

Ulesanne 3.15 Joonista arvutil funktsiooni y = = + 1 graafik. Veendu, et z >
0 korral jaab graafik korgemale joonest y = 2. Mis toimub negatiivsete x
vadrtuste korral? Sonasta ja toesta vastav viide!
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26 Peatiikk 3. Vorratuste tGestamine

Ulesanne 3.16 (Loppvoor 1986, 11. klass) Toesta vorratus

a®+3
a?+2

> 2.

Ulesande 3.14 tulemust saab sonastada ka jargnevalt.

Ulesanne 3.17 Toesta, et positiivsete reaalarvude a ja b korral kehtib vorratus

Millal kehtib vordus?

Kahe arvu aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust sonas-
tatakse vahel ka jargmisel kujul.

Ulesanne 3.18 Toesta, et koigi reaalarvude x ja y korral kehtib vorratus

2 2
z ;y Z Ty,

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui z = y.

Ulesanne 3.19 (Piirkonnavoor 1993, 12. klass) Toesta, et tdisnurkse kolmnurga
pindala ei ole suurem kui iiks neljandik hiipotenuusi ruudust. Millisel juhul
voib pindala vorduda {ihe neljandikuga hiipotenuusi ruudust?

Ulesanne 3.20 Toesta, et koigi positiivsete arvude x, y, ~ korral kehtib vorratus
(z+y)(y+2)(z + ) > 8xyz.

Millal kehtib vordus?

Ulesanne 3.21 (Siigisene lahtine voistlus 2022, noorem riihm) Leia avaldise

(2% +1)(4y% +1)(922 + 1)
6xyz

viahim voimalik vaartus, kui muutujate z, y ja z vaartused on positiivsed ar-
vud (mitte tingimata tdisarvud).

3.3 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahe-
lise vorratuse iildkuju

Ulesanne 3.22 Toesta, et suvaliste mittenegatiivsete reaalarvude z1, x2, 3, 24
jaoks kehtib vorratus

Ty + T + T3 + T4

1 2 /T1T2x3T4 ,
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3.3 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse tldkuju 27

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui 1 = zo = 3 = 24.
Ulesanne 3.22 motiveerib jargmise iildistatud definitsiooni.
Definitsioon 3.2. Olgu antud naturaalarvn > 1jareaalarvud x+,xs, . .., Ty,.
Nende reaalarvude aritmeetiliseks keskmiseks nimetatakse suurust

1 +To+ ...+,
n

ja geomeetriliseks keskmiseks suurust
/X1Xy ... Ty .

On voimalik toestada, et kehtib ka teoreemi 3.1 iildistus.

Teoreem 3.2 Mittenegatiivsete reaalarvude x4, xo, . . ., z,, aritmeetiline kesk-
mine on alati vihemalt sama suur kui geomeetriline, st

1 +22+ ...+ 2,
n

> Yrx1To...%, .

Vordus kehtib parajasti siis, kui z; = 25 = ... = z,,.

Selle teoreemi tdieliku toestuse leiab lugeja ,Voistlusmatemaatika pohivara”
peatiikist ,,Pohivorratused”.

Ulesanne 3.23 Toesta, et iga reaalarvu = > 0 korral kehtib vorratus

1+z+23+2* > 22,
4
Millal kehtib vordus?

Joonista arvuti abil funktsioonide y = % jay = x? graafikud. Kas
iilesande vorratus kehtib ka negatiivsete x vaartuste puhul?

Ulesanne 3.24 (Piirkonnavoor 1974, 9. klass) Toesta, et positiivsete arvude a, b

ja c korral

a b ¢
-—+-4+-2=3,
b ¢ a

kusjuures vordus kehtib juhul, kui a = b = c.
Ulesanne 3.25 (Loppvoor 2003, 10. klass) Olgu a, b ja ¢ positiivsed reaalarvud,
mis ei ole suuremad arvust 2. Toesta, et kehtib vorratus

abe 4

— L=,
at+b+c "3

Ulesanne 3.26 (Loppvoor 1996, 12. klass) Milliste positiivsete reaalarvude z

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

28 Peatiikk 3. Vorratuste tGestamine

korral on avaldisel

1996
21000 | 2900 | 90 4 .6
x

vahim vaartus?

3.4 Lahendused

3.1 Vordleme iilesande korrutisi:

2.4=8<9=3-3,
5-7=35<36=6-6,
9-11 =99 < 100 = 10 - 10,
1,5-3,5=5,25<6,25=205-2,5.

Nideme, et paremad pooled on alati suuremad, kusjuures tiapselt 1 vorra.

Uldjuhul on vorratuste vasakul pool arvud (z — 1) - (z + 1) ning paremal
pool arvud z - z. Kuna

(x—1)-(z+1)=2*-1<2- 2,

kehtib see reegel koigi reaalarvude z korral.

3.2 Vordleme iilesande korrutisi:

2-6=12<16=4-4,
15-25 =375 <400 =20 - 20,
9,9-10,1 =99,99 < 100 = 10-10.

Jalle on paremad pooled suuremad. Vasaku poole korrutiste {ildkuju on
niitid (z — d) - (x + d), parema poole tildkuju on aga endiselt z - z = 2.
Vasaku poole saame summa ja vahe korrutise valemi jirgi teisendada ku-

jule

(x —d)- (x+d) =2* - d*

Kui d # 0, siis d> > 0, seega 22 — d?> < z2. Niisiis kehtib ka seekord
vorratus iildjuhul koigi reaalarvude z ja d # 0 korral.

3.3 Joonis nédeb vilja niisugune:
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Y

T y=x?+1
y=2x
> T

Nieme, et graafikud puutuvad ainult kohal z = 1. Nii peabki olema, sest
vorratus 2 + 1 > 2x on ju samavédrne vorratusega (z — 1)2 > 0, kus
vordus kehtib parajasti juhul x = 1.

3.6 Otsime iilesande avaldisest tdisruutu:
P22y 20y + 1= (2 F 20y +97) F 20+ 2y + 1=
=@@+y)’?+2@+y)+1=
=((z+y) +1)*=(z+y+1)%.

Seega esitub iilesande avaldis tdisruuduna, mis tihendab, et tema vaartus
on suvaliste z, y € R korral mittenegatiivne.

3.7 Teisendame iilesande avaldist, eraldades tdisruudud:
z(5z +2) +y(4x +y) + 5 = 522 + 2z + day +9° + 5 =
=242+ 1+42? +day+y> +4=
=(@+1)°+ 2z +y)?+4.

Kahe taisruudu ja tihe positiivse arvu summa peab kokkuvottes olema po-
sitiivne.

3.8 Tingimusest 2z + 4y = 1 saame z = 1_2&. Asendame selle avaldisse
2022 + 20y2 — 1:

1-4
20x2+20y2—1:20~< 5 Y

2
) +20y% — 1=

1 — 8y + 16y
4
=5-(1—-8y+16y%) +20y% —1 =
=5 — 40y + 80y 4+ 20y* — 1 =

=100y* — 40y + 4 =
= (10y—2)*>0,

=20- +20y% -1 =

millest jiareldubki vorratus 2022 + 20y2 > 1.
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3.9 Vorratuse molemad pooled on positiivsed, niisiis jddb vorratus ruutu tos-
tes algsega samavaarseks:

V154 +V7z) <OVA+ 5z, ()
15- (16 + 8V/7x + 7x) < 81- (4 + 5z),
240 + 120V/7x + 105z < 324 + 405z,
0 < 84 — 120V/7z + 300z,
0 < 28 — 40v/7z + 100z,
0 < (2V7 —10Vz)%.

Viimane vorratus kehtib, sest tema paremal pool on reaalarvulise avaldi-
se ruut. Vordus kehtib parajasti siis, kui 2¢/7 = 10,/z ehk z = L

25°
3.10 Ulesande 3.5 pohjal teame, et
x2+y2+z2 Zzy+yz+zx.
Kuna lisaks 22,42, 22 > 0, saame kokkuvottes
5(x +y? +2%) > 4(2® +y* + 22) = d(wy +yz + 2x) .

Teise voimaliku lahenduse saame, kui viime iilesande vorratuse sama-
vaarsele kujule

522 + 5y + 522 — day — dyz — 4z > 0

ja paneme tdhele, et selle vorratuse vasakul poolel saab liikmeid grupee-
rida, mis annab jargmised samavairsed vorratused:

(22 — 4oy + 4y?) + (y* — dyz +42°) + (22 —dzx +42°) > 0,
(x—2y)2 +(y—22)* +(2—22)2 > 0.
Viimne vorratus aga kehtib, sest tema vasakul poolel on ruutude summa.

3.11 Kuna z ja y on positiivsed, siilitavad jargmised teisendused vorratuse sa-

mavaarsuse:
1 1
1+ — 1+-1)2>209,
x Yy

e+l y+loy
T Y
zy+zxz+y+1=292y,
z+y+1—-8zy>0.

Arvestades lisaks, et x + y = 1 (ja seega y = 1 — x), saame teisendamist

jatkata:
2—8x(l—x) >0,
2(1 —4a +42%) > 0,
2(1—2x)*>0.

Viimane vorratus on iilesande vorratusega samavidrne, aga samas ka ilm-
selt kehtiv, sest suvalise reaalarvu ruut on mittenegatiivne.

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

3.4 Lahendused 31

3.12 Lahenduse ideeks on teisendada vorratust nii, et vasakule poole jaiks
reaalarvulise avaldise ruut ning paremale poole 0. Paneme tédhele, et eel-
duse zy = 1 pohjal on jairgmised vorratused samavaarsed:

2+ > 22z —y),
2 = 2wy +y* > 2v2(z —y) - 2,
(x—y)?—2v2x—-y)+2>0,
(x—y)—V2)?2>0.

Saadud vorratuse vasakul pool on reaalarvu ruut, niisiis viimane vorratus
kehtib. Seega kehtib ka temaga samavéérne iilesande vorratus.

3.15 Funktsiooni y = z + 1 graafik koosneb kahest harust:

A y:x—i—%

Nieme, et positiivne haru jadb tdepoolest iilespoole sirget y = 2 puutu-
misega kohal z = 1.

Negatiivne haru aga tundub jaama allapoole sirget y = —2 puutumisega
kohal z = —1. Kas meil 6nnestub toestada, et kui z < 0, siis
1
z+ - < =27
x

See toestus pole raske. Paneme tihele, et kui z < 0, siis —x > 0ja me saa-
me kasutada positiivsete vaartuste jaoks toestatud vorratust, mille pohjal

1
-+ —=2.
-

Jaab ainult korrutada molemad pooled arvuga —1 (pane tdhele, et vorra-
tusemark muutub selle peale vastupidiseks!).
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3.16 Teisendame iilesande vorratuse vasakut poolt:

a?+3 (a®+2)+1 124 1
= =va —_
Va? +2 Va2 +2 Va2 +2

See avaldis on kujul  + 1 reaalarvu = = v/a® + 2 jaoks, niisiis on tema
vadrtus iilesande 3.14 pohjal vahemalt 2. Seejuures saaks avaldise vaartus
olla tépselt 2 ainult siis, kui v/a? + 2 = 1. Kuna aga a® + 2 > 2, kehtib
muuhulgas va? +2 > /2 > 1. Niisiis peab iilesande avaldise véartus
olema rangelt suurem kui 2.

3.17 Kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust:

a4 b a b
b_a>y/-.—=V1=1
2 b a Vi ’

millest jareldubki vajalik vorratus. Vordus kehtib parajasti siis, kui ¢ = %
ehk a? = b2, mis tdnu eeldusele a,b > 0 on samavairne tingimusega

a=b.
3.18 Kasutame tdisruuduks teisendamise votet:
172 + y2
9 =z 2Y,
% + y2 > 2xy,
2?2 —2zy+1y> >0,
(x—y)*>0.

Viimane vorratus aga kehtib, sest tegemist on reaalarvu ruuduga. Vordus
kehtib parajasti siis kui z — y = 0 ehk z = y.

3.19 Olgu taisnurkse kolmnurga kaatetite pikkused « ja b. Kolmnurga pindala
on siis %", hiipotenuusi ruut aga Pythagorase teoreemi pohjal ¢ = a?+b2.
Niisiis tuleb toestada vorratus

L
2 4

. ~ 2 2 ~ ~
mis on samavédrne vorratusega 2+ > ab. Selle vorratuse aga toesta-

sime ilesandes 3.18. Vordus kehtib parajasti siis, kui a = b, st juhul kui
kolmnurk on vordhaarne.

3.20 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest saame
T +y > Y+ z Z+x

5 Z VY, 2 > yz ja 5 > 2z

Kuna koigi nende vorratuste molemad pooled on positiivsed, voime nad
omavahel korrutada. Saame

x;y.ygz.zgxg\/@-\/y?-ﬁzmzxyz,

millest jareldubki iilesande vorratus.

Vordus kehtib parajasti siis, kui z = y = z.

Motle, kas vorratus jadb kehtima, kui lubada muutujatel z, y, z votta mit-
tenegatiivseid vaartusi? Millised on sel puhul vordusejuhud?
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3.21 Vastus: 8.
Teisendame iilesande avaldist:

(®+1)(4y?+1)(922+1) 2 +1 4 +1 92241

6xyz T 2y 3z
P+l (2P +1 (32)P+1
oz 2y 3z N
1 1 1
— i ) —).(3 — >
() (oo 2) o03)
>2-2-2=8,

kus vorratus kehtib tdnu tlesande 3.14 tulemusele. Vordus kehtib para-
jasti siis, kuiz =2y =3z =1lehkz =1,y = Jjaz = 3.

3.22 Kasutame teoreemi 3.1 mitu korda:

1+ X+ T3+ Ta 7;81—5%2 + 7363—5364 > \/T1T2 + /T34 N
= =

4 2
2 \/VT1T2\/T374 = /T1T2T3T4 .

Vordus kehtib parajasti siis, kui z; = w9, 23 = x4 ja 3”1”2
Viimase vorduse saame eeldustel T1 =9 jawy =134 telsendada ku1u1e

— $3+£E4

In _ 2m
2 27
r1 = T3,

seega peab toestatud vorratuse vordusejuhul kehtima z; = x5 = 23 = 24.
3.23 Kasutame teoreemi 3.2 (vOi iilesannet 3.22):
3 4
1+$+++$ S Tz i Vs = a?.
Vordus kehtib parajasti siis, kui 1 = z = 23 = 2%, st lihtsalt kui z = 1.

Funktsioonide y = W jay = 2 graafikud ndevad vilja sellised:

_ 1+x+r3+$4
y Y=—g

Y=
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3.24

3.25

3.26

Nieme, et koigi mittenegatiivsete x vaartuste korral asub funktsiooniy =
W graafik toepoolest iilalpool funktsiooni y = 22 graafikut (puu-
tumisega kohal x = 1), kuid see pole nii sugugi mitte koigi negatiivsete x
vaartuste puhul.

Kasutame aritmeetilise ka geomeetilise keskmise vahelist vorratust:

+24

3

ISHIeY

Slls}

>

Qo

C_Yi=1,
a

@
b

W oI

kust jareldubki vajalik vorratus.

Vorratuses kehtib vordus kehtib parajasti siis, kui § = % = <. Esimesest
2
C

neist vordusest saame a = % ning teisest b = <. Jarelikult

a

a{:—zizi7

mis on samavaarne vordusega a® = ¢3 ehk a = c. Analoogiliselt nditame,
eta=0>0.

Teisendame iilesande vorratuse samavaérsele kujule
a+b+c > abe .
3 4
Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest saame

b
% > .3/abc’

seega piisab tdestuse lIopetamiseks ndidata v abc > “Tbc, mis on samavaar-
2
3

ne vorratusega 4 > (abc). Kuna aga a, b, ¢ < 2, siis ka (abc)? < 83 = 4.

Vastus: avaldise vaartus on vihim kui z = 1.

Esitame 1926 kui 1996 murru summa X + ... + 1. Siis saame iilesande
avaldist hinnata aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vorra-
tuse abil kui

1000 4 2900 4 290 4 06 4 1 4 1
sty
2000
200{)/ 1000 . 900 . 90 . 46 . 1 1
> T cgp?00 L0 b — o — =1,
T T
Jarelikult
1996
xlOOO + xQOO T $90 + 1‘6 + > 20007
T
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui 21090 = 2900 = 290 = 26 = 1
ehk kui z = 1.
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