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PEATUKK 1

Vorrandid

1.1 Vordusmark

Vordusmirk = on iiks esimesi matemaatilisi stimboleid, mida me koolis op-
pisime. Kummatigi pole tema olemus kaugeltki lihtne. Mida me oieti silmas
peame, kui litleme, et 2 + 2 vordub 4? Kas see vordus kehtib alati? Osutub, et
mitte.

Jah, kui me kiisime Pythonilt arvude vorduse kohta, saame oodatud vastuse
(tuletame meelde, et Pythonis on vordlusoperaatoriks topeltvordus ==):

>>> 242 ==
True

Aga kes iitles, et 2+ 2 ja 4 on arvud? Me voime neid moista ka tekstistringidena
ja sel juhul vordus ei kehti:

>>> "o40M == ngn
False

Tekstistringide liitmine tdhendab nende jairjestkirjutamist; nonda saame
hoopis niisuguse toese vorduse:

>>> ll2ll + |I2ll == II22II
True

Soltuvalt kontekstist viljendatakse vordusemairgiga matemaatiliste objek-
tide samavddrsust mingis mottes. Avaldised 2 + 2 ja 3 + 1 annavad sama tu-
lemuse, kui me nende arvvidrtuse vilja arvutame; seda peamegi silmas, kui
kirjutame arvvorduse 2 + 2 = 3 + 1.

Kursuses ,,Avaldised ja arvuhulgad” uurisime poliinoome ning kirjutasime
nditeks  + 2 = 2rja (z + 1) - (5 — x) = —2? + 4z + 5. Niisuguses kirju-
tises voib vordusemaérk tihendada, et asendades muutuja z suvalise reaal(voi
kompleks)arvuga ning leides molema poole arvulised vaartused, saame toese
arvvorduse.
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6 Peatiikk 1. Vorrandid

Aga (z +1) - (5 — ) = —2? + 4z + 5 voib tdhendada ka, et avades vasakul
poolel sulud ning koondades sarnased liikmed, saame parema poole avaldise.

Onneks selgub, et poliinoomide puhul on need kaks télgendust samavaar-
sed, kuigi selle samaviarsuse toestus pole kaugeltki triviaalne.!

Vordusemairki saab kasutada ka paljude teiste matemaatiliste objektide pu-
hul peale arvude ja poliinoomide. Naiteks kui 16igu A B keskristsirget tdhistada
1 AB ning kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkti O(AABC'), saame iga
kolmnurga korral panna kirja punktidevahelise vorduse

1ABNLBCN LCA=O(AABC).

Tdpsemalt — vaadeldes sirgeid punktihulkadena, annab iihisosaoperatsioon
N meile mitte lihtsalt Gihe punkti, vaid iihepunktilise hulga. Niisiis oleks vii-
mast vordust korrektsem kirjutada hulkade vahelise vordusena

LABNLBCN LCA = {O(AABC)}.

Muuhulgas ndeme, et ka hulgad on matemaatilised objektid, mille korral
on vordusmargi kasutamisel mote sees. Kusjuures taas kord ei viljenda vor-
dusmairk mitte {ikstihest samasust iileskirjutuste vahel, vaid teatud samavaar-
sust. Hulkade puhul ignoreerime vordsuse hindamisel elementide jarjekorda ja
kordsust. Nii kehtib hulkade korral naiteks vordus

{17 27 37 2} = {27 17 ]" 37 1}7

sellal kui samadest elementidest moodustatud jarjestatud loendid on erinevad:

>>> set ([1,2,3,2]) == set([2,1,1,3,1])
True

>>> [1,2,3,2] == [2,1,1,3,1]

False

Millised omadused peavad olema matemaatiliste objektide vahelisel seo-
sel, et seda seost voiks mingis mottes vorduseks lugeda? Selgub, et olulisemaid
omadus on kolm ning neile vastavat seost nimetatakse matemaatikas iildista-
tult ekvivalentsiks (ehk samavaarsuseks).

Definitsioon 1.1. Matemaatiliste objektide vahelist seost ~ nimetame ekvi-
valentsiseoseks, kui kehtivad jdrgmised tingimused:

(a) iga vaadeldava objekti a korral kehtib a ~ a;
(b) kuia ~b, siiskab~ a;
©) kuia~bjab~c, siiskaa ~ c.

Ulesanne 1.1 Olgu antud positiivne tdisarv n. Utleme, et tdisarvud a ja b on
jddgivordsed mooduli n jargi, kui a ja b jadgid jagamisel arvuga n on samad,

IKeerukas osa selles tdestuses on niidata, et kui kaks poliinomiaalset avaldist annavad koigi z-i
vaartuste korral sama tulemuse, siis nad on ka teisendatavad samale kanoonilisele kujule. Selleks
tuleb kasutada algebra pohiteoreemi, millega tutvutakse alles iilikooli algebrakursusel.
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1.2 Vérrand 7

st kui a — b jagub arvuga n. Kontrolli, et jaddgivordsus on ekvivalentsiseos.

Definitsioon 1.2. Ulesande 1.1 seost tihistatakse
a=bmodn

ja nimetatakse ka tdisarvude ekvivalentsiks mooduli n jargi.

Ulesanne 1.2 Kahte nurka loeme samasteks, kui nende erinevus on tdispoorde
ehk 360° tdisarvkordne. Kontrolli, et nurkade samasus on ekvivalentsiseos.

1.2 Vorrand

Lisaks viljendamisele, et kaks matemaatilist objekti on mingis mottes sama-
vadrsed, kasutatakse vordusmarki ka teatud kiisimuste esitamiseks. Naiteks kui
vorreldavad objektid soltuvad teatud muutujatest, saame vordusmargi abil kii-
sida, millised saavad olla muutujate vddrtused, et vastavate objektide vahel kehtiks
vordus?

Naiteks hulkade vordus

{1,z} = {10, y}
kehtib parajasti siis, kui z = 10 ja y = 1, sellal kui vordus
{2,z2} = {x,2}

kehtib suvalise = vaartuse korral.
Ulesanne 1.3 Milliste x vaartuste korral kehtivad vordused

@ {1,z} = {z};
() {1,2} = {2,}?

Ulesanne 1.4 Milliste hulkade A korral kehtib vordus
(a) Au{1} = A?
(b) An{1} = A?

Ulesanne 1.5 Milliste hulkade A ja B korral kehtib vordus AU B = AN B?

Ulesanne 1.6 Kui n on naturaalarv ja s tekstistring, tdhendab n*s Pythonis
tekstistringi, mis on saadud s-i kirjutamisel n korda jarjest. Naiteks

>>> 4%x"314"
’314314314314°

Leia, millised saavad olla naturaalarvu n ja tekstistringi s vaartused, et keh-
tiks vordus
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8 Peatiikk 1. Vorrandid

>>> n*xs == "abababababab"
True

Ulesanne 1.7 Leia koik voimalused, millised saavad olla stringid s ja t nii, et
kehtiks vordus

>>> s+t == "abab"
True

Ulesanne 1.8 Leia koik voimalused, millised saavad olla stringid s ja t nii, et
kehtiks vordus

>>> s+3%t == "aaaaaaa"
True

Ulesanne 1.9 Kirjuta Pythonis funktsioon rev, mis poorab sisendiks antud
tekstistringi timber. Milliste stringide s puhul kehtib vordus

(@) s == rev(s)?

(b) s == rev(rev(s))?
Ulesanne 1.10 Kas voib viita, et suvaliste tekstistringide s ja t korral kehtib
vordus

(a) rev(s+t) == rev(s)+rev(t)?

(b) rev(s+t) == rev(t)+rev(s)?

Ulesanne 1.11 Olgu antud positiivne reaalarv r ja tasandi punkt O. Leia koik
niisugused tasandi punktid X, mille korral |OX| = .

Ulesanne 1.12 Olgu tasandil antud kaks erinevat punkti A4 ja B. Leia koik sel-
lised tasandi punktid X, mille korral |AX| = |BX]|.

Ulesanne 1.13 Tdhistagu d( X, Y Z) punkti X kaugust sirgest Y Z. Olgu tasandil
antud punktis O 16ikuvad sirged O A ja O B. Leia koik sellised tasandi punktid
X, mille korral d(X,0A) = d(X,OB).

1.3 Lahendused

1.1 Peame kontrollima kolme tingimust, mis on {isna lihtne t66. Tuletame
meelde, et arvu m jagumine arvuga n tédhendab, et jagatis ”* on (voib-
olla negatiivne!) tdisarv.

(a) Suvalise tdisarvu a korral kehtib ¢ — a = 0, aga 0 jagub iga positiiv-
se taisarvuga n (kusjuures jagatiseks on tdisarv 0). Definitsiooni 1.2
tahistes voime siis kirjutada ¢ = a mod n.
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1.3 Lahendused 9

(b) Seos a = b mod n tihendab, et arva —bjagub arvugan, stet (a—b) :
n = k mingi tdisarvu k jaoks. Siis aga on tdisarvka (b —a) : n = —k,
seega ka b = a mod n.

(c) Kuia = bmod njab=cmodn,siison (a—b) : n=kja(b—c):n=1¢
taisarvud. Neid vordusi timber kirjutades ndeme, et
a—b=kn ja b—c=In.
Saadud vorduste liitmine annab
a—c=(a=b+(b—c)=kn+tn=(k+n.

Niisiis on tédisarvka (a — ¢) : n = k + ¢, seega annavad a ja ¢ arvuga
n jagades sama jaagi.

1.2 Kontrollime jalle ekvivalentsiseose tingimusi.
(a) Iga nurga « korral kehtib o = 0 - 360° + «.. Kuna 0 on tdisarv, on iga

nurk samane iseendaga.

(b) Samaste nurkade « ja 3 korral peab kehtima o — 5 = k - 360°, kus
k € Z. Siis aga muuhulgas 8 — a = (—k) - 360°. Kuivord —k € Z, on
samased ka 3 ja .

(c) Nurgapaaride « ja 8 ning /3 ja v samasus tdhendab et o — 3 = k- 360°
ning 8 — v = £ - 360°, kus k, ¢ € Z. Nende vorduste liitmisel saame
(a—B8)+(B—7v) =k -360°+¢-360°,
a—vy=(k+1¢)-360°.

Et k 4+ ¢ € Z, on samased ka nurgad « ja .
1.3 (a) z = 1; (b) selliseid vaartusi ei leidu.

1.4 (a) Kui elemendi 1 lisamine hulka ei muuda, tahendab see, et 1 pidi ju-
ba enne hulka kuuluma. Niisiis kehtib tilesande vordus nende hulkade A
jaoks, mille korral 1 € A.

(b) Vordus kehtib parajasti siis, kui A = {1} voi A = @.
1.5 Ulesande vordus kehtib parajasti siis, kui A = B.

Toepoolest, kui leiduks mingi element x, mis kuulub iihte neist hulkadest
(nditeks x € A), aga mitte teise (st x ¢ B), siis kaz € A U B, aga samas
x ¢ AN B. Niisiis ei saaks sel juhul hulgad A U B ja AN B vordsed olla.

Teisest kiiljest on selge, et kui A = B,siis AUB=A= AN B.

1.6 On neli voimalust:

>>> n=1

>>> s="abababababab"

>>> n*xs == "abababababab"
True

>>> n=2

>>> s="ababab"

>>> n*s == "abababababab"
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10 Peatiikk 1. Vorrandid

True

>>> n=3

>>> s="abab"

>>> n*xs == "abababababab"
True

>>> n=6

>>> g="ab"

>>> n*s == "abababababab"
True

1.7 Tuletame meelde, et tiihi string on samuti string. Seega on kokku viis voi-
malust: (s,t)=("","abab"), (s,t)=("a","bab")’ (S,t)=("ab","ab"),
(s,t)=("aba","b") ja (s,t)=("abab","").

1.8 Stringis "aaaaaaa" on 7 tihte, stringis 3*t aga 3-ga jaguv arv tihti. Niisiis
saab 3*t olla kas "aaa" v0i "aaaaaa" ning vastavalt on iilesandel kaks
lahendit: (s,t)=("aaaa","a") ja (s,t)=("a","aa").

1.9 (a) Vordus kehtib palindroomide korral, st kdigi niisuguste tekstistringi-
de jaoks, mis on molemast otsast lugedes samasugused; (b) see vordus
kehtib koigi stringide jaoks.

Kui paremat motet pdhe ei tule, voib sisendstringi tihthaaval ldbi kiia ja
limberpooratud stringi neist tahtedest kokku panna.

def rev(s):
res = nn
for ¢ in s:
res = c + res
return(res)

Testimine annab oodatud tulemuse:

>>> rev("Tartu")

’utraT’

>>> s = "kuulilennuteetunneliluuk"
>>> s == rev(s)

True

Tegelikult saab Pythonis stringi (ja tildisemalt loendit) timber potrata ka
efektiivsemalt, kasutades alamloigu votmise operaatorit:

def rev(s):
return(s[::-1])

Avaldis s[::-1] kisib Pythonil votta stringist s alamldik otsast 16puni
sammuga —1, st tagant ette.

1.10 (a) Ei. Naiteks kui s="a" ja t="b", siis kehtib rev(s+t) == "ba", aga sa-
mas rev(s)+rev(t) == "ab".
(b) Jah. rev(s+t) tdhistab stringi s+t tagurpidi kirjutatult. Sama stringi
saame siis, kui kirjutame koigepealt tagurpidi stringi t ja kohe tema jarele
tagurpidi stringi s.
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1.3 Lahendused 11

1.11 Sobivad parajasti koik need punktid X, mis asuvad ringjoonel keskpunk-
tiga O ja raadiusega r. (Tegelikult on iilesande sonastuse nédol tegemist
ringjoone definitsiooniga.)

1.12 Sobivad parajasti koik need punktid X, mis asuvad 16igu AB keskristsir-
gel.

1.13 Sobivad parajasti koik need punktid X, mis asuvad nurga AOB poolita-
jaga madratud sirgel.
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PEATUKK 2

Vorrandistusteemid

Tuletame meelde, et {ihe vorrandi eesmérk on leida koik muutuja(te) vaartu-
sed, mille korral vastav vordus kehtib. Vorrandeid voib korraga antud olla ka
mitu. Sel juhul rddgime vorrandisiisteemist ja vastava iilesande eesmirk on lei-
da koik muutuja(te) vadrtused, mille korral kehtivad koik siisteemi vorrandid
iiheaegselt. Sisuliselt peame leidma siisteemi kuuluvate vorrandide lahendite
hulkade {ihisosa.

Traditsiooni kohaselt kirjutatakse vorrandisiisteemi ette suur looksulg.

Ulesanne 2.1 Olgu tasandil antud kolm mitte iihel sirgel asuvat punkti A, B ja
C'. Leia koik sellised tasandi punktid X, mis rahuldavad vorrandisiisteemi
|AX| = |BX|
|BX|=|CX]|"

Ulesanne 2.2 Tahistagu d(X, Y X ) punkti X kaugust sirgest Y Z (vt ka iilesan-
ne 1.13). Olgu tasandil antud kolm mitte {ihel sirgel asuvat punkti A, B ja C.
Leia koik sellised tasandi punktid X, mis rahuldavad vorrandisiisteemi
d(X,0A) =d(X,0B)
d(X,0B) =d(X,00) "

Ulesanne 2.3 Leia koik voimalused, millised saavad olla hulgad A ja B, kui
kehtib vorrandisiisteem

ANB=1{23}
AUB=1{1,2,3,4}

Ulesanne 2.4 Olgu rev funktsioon, mis poodrab antud tekstistringi timber (vt
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14 Peatiikk 2. Vorrandisiisteemid

iilesanne 1.9). Leia koik voimalused, millised saavad olla stringid s ja t, kui
kehtib tingimus

>>> s+t =="abab" and rev(s)+rev(t)=="abab"
True

2.1 Lahendused

2.1 Ulesandes 1.12 nagime, et siisteemi esimese vorrandi lahendiks on 16i-
gu AB Kkeskristsirge punktide hulk. Sama moodi moodustavad teise vor-
randi lahendipunktid 16igu BC keskristsirge ning antud vorrandite tihine
lahend on 16ikude AB ja BC keskristsirgete 16ikepunkt.

Paneme tdhele, et antud vorranditest jareldub ka vordus |AX| = |CX]|,
niisiis 1dbib sama punkti ka 16igu AC keskristsirge.

Teisest kiiljest tihendavad vordused |AX| = |BX| = |CX], et punkt X
asub punktidest A, B ja C samal kaugusel. Jarelikult on muuhulgas tege-
mist kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunktiga.

2.2 Ulesandes 1.13 ndgime, et siisteemi esimese vorrandi lahendiks on nur-
ga AOB poolitajaga madratud punktide hulk. Sama moodi moodustavad
siisteemi teise vorrandi lahendi punktid nurga BOC poolitajaga maa-
ratud sirge. Kokkuvottes on lahendiks nende kahe nurgapoolitaja 16ike-
punkt.

Jallegi ndeme, et slisteemi kahest vorrandist jareldub vordus d(X, OA) =
d(X,0C), mistottu sama punkti ldbib ka kolmas nurgapoolitaja.

Teisest kiiljest asub silisteemi lahendina leitud punkt X kolmnurga ABC
koigist kiilgedest samal kaugusel; tdhistame seda kaugust r. Niisiis puu-
tub ringjoon keskpunktiga X ja raadiusega r kolmnurga koiki kiilgi, st on
tema siseringjoon.

2.3 On kaks voimalust: A = {1,2,3} ja B = {2,3,4} voi A = {2,3,4} ja
B ={1,2,3}.

2.4 Ulesandes 1.9 leidsime siisteemi esimesele vorrandile viis lahendit.

Siisteemi teisest vorrandist jareldub lisaks, et s+t == rev(s)+rev(t), st
stringid s ja t peavad olema palintroomid. Kokkuvottes saame kaks la-
hendit: (s,t)=("a","bab"), ja (s,t)=("aba","b").
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PEATUKK 3

Arvvorrandid

Jaotises 1.2 ndgime vorrandeid, kus otsitavateks olid erinevad matematilised
objektid (hulgad, tasandi punktid, tekstistringid). Praktikas on véga sageli ot-
sitavateks suurusteks arvud, misjuhul voime radkida arvvorranditest. Arvvor-
randiteks on nditeks

2? —4x+3=m, sinz=0 ja Va+1=16.

Igale vorrandile (sealhulgas arvvorrandile) vastab mingi lahendite hulk. See
hulk vo6ib olla tiihi juhul, kui lahendid puuduvad, aga seal voib olla ka rohkem
elemente. Néiteks

 vorrandil z + 3 = 7 on tapselt iiks lahend = = 4;

« kursuses ,Arvuhulgad ja avaldised” ndgime, et vorrandi z* = 1 komp-
leksarvuliste lahendite hulk on {1, —1,4, —i};

e vorrandi z + 1 = z + 2 lahendite hulk on tiihi;
« vorrandi 2z = x+x lahendiks sobivad koik reaal(voi isegi kompleks)arvud.

Vorrandi lahendamise eesmargiks ongi tema lahendite hulga viljaselgita-
mine. Tiiiipiline vote on seejuures vorrandi lihtsustamine nii, et tema lahendite
hulk jaaks samaks. Arvvorrrandite puhul saab lihtsustamiseks kasutada néiteks
aritmeetika pohitehteid, aga ka keerukamaid funktsioone.

3.1 Poliinoomvorrandid

Iga poliinoomiga
p(z) = ana"™ + ap_12" " .+ asx? + a1z + ag
saame siduda vastava poliinoomvorrandi

p(x) =0 ehk apz" +ap_ 12" '+ ... Fax® + a1z +ap=0,
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16 Peatiikk 3. Arvvorrandid

mis kiisib, milliste x vaartuste korral muutub poliinoomi vaartus nulliks. Tule-
tame meelde, et niisuguseid vddrtusi nimetatakse poliinoomi p(z) nullohtadeks
ehk juurteks.

Tavaliselt eeldame, et a,, # 0 (sest muidu oleks tegemist madalama ast-
me vorrandiga). Kordajad a; kuuluvad mingisse arvuhulka (nditeks Q, R voi C)
ning muutuja x vaartust otsime samuti mingist arvuhulgast. Sageli on see hulk
sama kui kordajate oma, kuid mitte alati. Nditeks voime kiisida, millised komp-
leksarvulised lahendid on antud reaalarvuliste kordajatega poliinoomvorrandil
(lihtsamate ndidetega sellisest iilesandest puutusime kokku juba kursuses ,,Ar-
vuhulgad ja avaldised”).

Kuna paljud reaalelus ette tulevad iilesanded on teisendatavad poliinoom-
vorrandite kujule, tasub nende uurimisele rohkem aega piihendada.

3.1.1 Lineaar- ja ruutvorrandi lahendamine

1.ja 2. astme poliinoomvorrandeid (ehk lineaar- ja ruutvorrandeid) lahendasi-
me juba pohikoolis. Molemal puhul oli lahenduse iildine idee sarnane - teisen-
dada antud vorrand lihtsamale kujule nii, et koik teisendussammud sailitavad
vorrandi lahendite hulga. Koige tiilipilisemateks sammudeks on

 vorrandi molemale poolele sama arvu liitmine voi lahutamine ja

« vorrandi molema poole korrutamine voi jagamine sama nullist erineva
arvuga.

Need pole ainsad voimalikud operatsioonid; monede teiste voimalustega
tutvume nditeks kursuses ,,Eksponent- ja logaritmfunktsioon”. Oluline on, et
rakendatavad sammud oleksid pdératavad, st et vorrandi teisendatud kujult
saaks soovi korral algsele kujule tagasi minna. Kui see omadus on tagatud, sai-
litab teisendus vorrandi lahendite hulga.

Tuletame meelde, et lineaarvorrandiks nimetatakse vorrandit kujul

ax+b=0 (a#0).

Sellise vorrandi lahendamiseks piisab kahest sammust. Koigepealt lahutame
vorrandi molemalt poolelt vabaliikme b, mis annab

ar+b=0 | —b
ar+b—b=0-0»
ar = —b.

Sellest operatsioonist vdoime moelda ka kui konstandi viimisest teisele vorduse
poolele koos mirgi vahetusega.
Teiseks jagame molemad saadud vorduse pooled a-ga (tuletame meelde, et

a # 0):

axr=-b |:a
ar —b
a a

b
r=——.

a
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3.1 Poliinoomvarrandid 17

Sellest operatsioonist voib moelda kui kordaja viimisest vorduse teisele poole
murrujoone alla.

Niisiis on lineaarvorrandi alati tapselt iiks lahend, kusjuures juhul kui vor-
randi kordajad parinevad kas ratsionaal-, reaal- voi kompleksarvude hulgast,
kuulub samasse hulka ka lahend. Kui aga « ja b on tdisarvud, voib lahend iild-
juhul olla ratsionaalarvuline.

Ulesanne 3.1 Kirjuta Pythonis programm, mis kiisib kasutaja kdest kordajate
a ja b vadrtused ning viljastab vastava lineaarvorrrandi ax + b = 0 lahendi.

Ruutvorrandi
ax® +br+c=0 (a#0)

lahendamiseks tuleb veidi rohkem pingutada. Jagame vorrandi molemad poo-
led koigepealt 1dbi kordajaga a ja saame

b
22+ e+ S =0. (3.1)
a a

Muutuja x voimalike vaadrtuste leidmiseks tuleks kuidagimoodi ruutjuurt
leida, aga kuidas? Kui viime lineaar- ja vabaliikme vorduse teisele poolele (mii-
nusmargiga!) saame

9 b c

r=——x——.
a a

Molemast poolest ruutjuure votmine annaks
b c

T==F——x— —
a a

(tuletame meelde, et ruutjuurel on kaks vastandarvulist vddrtust). Niiiid aga

pole selge, mida hakata peale avaldisega ./—gx — £, kus muutuja on juure-

a
margi all.

Niisiis vajame teistsugust strateegiat. Kuidagi oleks vaja votta ruutjuur vor-
duse (3.1) vasakust poolest nonda, et juuremargi alla jadksid nii ruut- kui ka
lineaarliige. Selleks tuleb &ra tunda, et vorrandi (3.1) vasak pool meenutab sa-
masust (z + k)? = 22 + 2kz + k2. Valime k nii, et 2k = 2, st k = 2. Siis
muuhulgas k2 = % ja

b b?

2 2
S R B L L A L L
"7 % 2a 4q? a 4q2 "

Niitid voime teisendada

x2+9x+g— 902+990—i-i —ﬁ—kf— :c+i 2—i+E
a a a 4a? 4a2  a 2a 40?2  a’

Vorrandi (3.1) saame seega esitada samavairsel kujul
A R
€T _— _—— —_ =
2a 4a2  a ’
2

sal) ¥ e _¥-dac
2a)  4a2 a  4a?
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18 Peatiikk 3. Arvvorrandid

kus vorduse parem pool on konstant, kuivord ta ei so6ltu muutujast z ning on
iiheselt mddratud antud vorrandi kordajate vaartustega.

Jargmise sammuna tuleb vorduse molemalt poolelt votta ruutjuur. Selle ko-
ha peal peame eristama, millises arvuhulgas me lahendeid otsime. Kompleks-
arvudest (sealhulgas negatiivsetest reaalarvudest) saab alati ruutjuurt votta,
niisiis kompleksarvulisi lahendeid otsides on edasine teisendus lihtne:

b b2 — 4dac
I it
x+2a 402
kust saame
x__ii /b2—4ac__ij:\/b2—4ac__£i\/b2—4ac_
T 2a 4a2 2a Via2  2a 2a -
_ —bxVb? —dac

2a

Seda valemit tunneme juba pohikoolist, aga niiiid ndgime, et ta kehtib tegeli-
kult ka koigi kompleksarvuliste kordajatega ruutvorrandite puhul.

Kui antud ruutvorrandi kordajad on reaalarvud ning me otsime reaalarvulisi
lahendeid, tuleb ettevaatlik olla avaldisest bz‘i‘” ruutjuurt vottes. 4a? on kind-
lasti positiivne, niisiis on reaalarvulise ruutjuure leidumiseks vaja, et avaldis
b? — 4ac oleks mittenegatiivne. Seda avaldist nimetatakse ruutvorrandi diskri-
minandiks ning tema mittenegatiivsus ongi kriteeriumiks, kas antud reaalarvu-
liste kordajatega ruutvorrandil leidub reaalarvulisi lahendeid v6i mitte. (Rohu-
tame veelkord, et kompleksarvulised lahendid on alati kindlasti olemas.) See-

b

juures kui b — 4ac = 0, on ruutvorrandil ainult iiks lahend z = —5

Ulesanne 3.2 Kirjuta Pythonis programm, mis kiisib kasutaja kaest reaalarvu-
liste kordajate a, b ja c vadrtused ning viljastab vastava ruutvorrrandi az? +
bx + ¢ = 0 reaalarvulised lahendid. Kas vaatasid koikvoimalikud erijuhud
korralikult 1abi?

3.1.2 Projektiilesanne: kuupvorrandi lahendamine

Kuupvorrand iildkujul
ar® + b2’ +cx+d=0 (a#0)

nouab ruutvorrandiga vorreldes tunduvalt rohkem nuputamist. Proovime nai-
teks kasutada ruutvorrandi lahendamisel jaotises 3.1.1 toiminud trikki. Pealiik-
me kordajaga «a ldbi jagades saame vorrandi viia kujule

d

b
x3+fx2+gx+f:0.
a a a

Selleks, et kasutada dra samasust (z + k)? = 23 + 3ka? + 3k2x + k3, tuleks leida
niisugune k, et kehtiksid vordused

sh—" ja s2=C.
a a
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3.1 Poliinoomvarrandid 19

See aga pole enamasti voimalik. Toepoolest, esimesest vordusest saame k =
b niisiis peaks kehtima

3a?
2 2
C_gzog( )y 0
a_3k _3(3a> © 3a?’

aga see on nii ainult monede viga spetsiifiliste a, b ja ¢ valikute korral.

Uldkujulise kuupvorrandi lahendivalemi tuletasid 16. sajandil Itaalia mate-
maatikud Gerolamo Cardano ja Nicolo Tartaglia (avastades t66 kdigus poolko-
gemata kompleksarvud!), aga selle tulemuse esitus jaab meie 6piku raamidest
kahjuks natuke vilja. Kiill aga saame Pythoni abil otsida ligikaudseid lahen-
deid.

Vaatleme siinses iilesandes reaalarvuliste kordajatega kuupvorrandit. Kur-
suses ,Arvuhulgad ja avaldised” ndgime, et paaritu astmega reaalpoliinoomi
graafik loikab kindlasti koordinaattasandi x-telge. Kuna 3 on paaritu arv, ta-
hendab see, et reaalarvuliste kordajatega kuupvorrandil peab kindlasti olema
viahemalt iiks reaalarvuline lahend!

Téhistame p(z) = az® + ba? + cx + d ning eeldame tildisust kitsendama-
ta, et a > 0 (kui see nii ei ole, korrutame antud vorrandi mélemad pooled ldbi
arvuga —1). Otsime kuupvorrandi p(x) = 0 lahendit l6igu poolitamise meeto-
dil. Meetodi ideeks on leida koigepealt sellised reaalarvud x; ja 2, et 1 < 2,
p(z1) < 0jap(xe) > 0. Me teame, et niisugused vairtused peavad kindlas-
ti leiduma, sest tédnu eeldusele a > 0 ldheb kuupparabooli vasakpoolne haru
—oo-sse ja parempoolne +oo-sse.

Ulesanne 3.3 Lahendame nditeks kuupvorrandit 23 — 22 — 22 + 3 = 0. Selleks
defineerime Pythonis poliinoomi p(z) = 2® — 2% — 22 + 3:

def p(x):
a,b,c,d = 1,-1,-2,3 # Muuda neid (aga jdta a>0)
return (a*x*x*x + b*x*x + c*x + d)

Kirjuta programm, mis véljastab niisugused reaalarvud z; ja x2, et 1 < 2,
p(z1) < 0jap(xz) > 0.

Niitid on meil kées algldhend, st 16ik [z1; 23], mille otspunktides on polii-
noomi p vadrtused erinevate mirkidega. Tanu poliinoomfunktsiooni pidevuse-
le teame, et kusagil selles 16igus peab leiduma reaalarv z, mille korral p(x) = 0.

Poovime jargmiseks kandidaadiks 16igu [x1; z5] keskpunkti, st vadrtust z =
£it22 Kui p(x) = 0, oleme sobiva lahendi leidnud (praktikas kontrollime mui-
dugi jalle, kas |p(z)| on piisavalt vdike). Kui p(z) < 0, voime jargmiseks ldhen-
diks votta [x; x2]; kui aga p(x) > 0, voime jargmiseks lahendiks votta [z1; x].
Niitid on meil kaks korda liithem 16ik, mille otspunktidel on p(x) vaartused eri-
nevate mirkidega, niisiis voime korrata sama operatsiooni uue kandidaatloigu-
ga. Programmi, mis kutsub vélja iseennast (mingis mottes vidiksemal sisendil)
nimetatakse rekursiivseks.

Ulesanne 3.4 Kirjuta see rekursiivne programm valmis ja leia iilesande 3.3
poliinoomi nullkoha ldhend.

Niiiid oleme leidnud iihe reaalarvu x,, mille jaoks p(xzg) = 0. Aga kuidas
leida ka vaadeldava vorrandi iilejaanud lahendid (mis voivad muuhulgas ol-
la kompleksarvulised)? Siinkohal aitab meid Bezout’ vdike teoreem (vt kursus
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20 Peatiikk 3. Arvvorrandid

»Arvuhulgad ja avaldised”), mille pohjal saame poliinoomi p(z) esitada kujul

p(x) = (z —20) - q(x),

kus ¢(x) on 1 astme vorra madalam, st ruutpoliinoom. Niisiis teiseneb vorrand
p(z) = 0 kujule
(x — ) - q(z) =0,

mille Gihte lahendit zy me juba teame, tilejadnud lahendid aga saame leida ruut-
vorrandist ¢(x) = 0.

Ulesanne 3.5 Leia iilesande 3.3 kuupvorrandi kaks tilejadnud lahendit (ligi-
kaudselt).

Ulesanne 3.6 Lahenda iilesande 3.3 kuupvorrand sympy abil otse ja vordle tu-
lemust enda saaduga.

3.2 Lahendused

3.1 Kasutaja kdest voime sisendit kiisida kdsuga input, millele saab ette anda
kiisimuse teksti. Kuna input véljastab vaikimisi stringi, peame selle kisu-
ga float reaalarvuks teisendama. Viljundi saame kuvada kdsuga print,
andes talle ette vormindatud stringi. Vormindatud stringi (format string)
tunnuseks on tdht £ stringi ees. See voimaldab meil stringi sees looksul-
gude vahel arvutusi teha, kusjuures tulemuse kuvab Python stringi osana.
Paneme programmi algusesse ka vdikese tutvustuse ja tulemusena saame
néiteks sellise skripti:

print ("Lahendame lineaarvdrrandit ax+b=0.")

a = float(input("Sisesta a: "))
b float (input ("Sisesta b: "))

print (f"Lahend on x={-b/al}")

Kas markad selles skriptis matemaatilist viga? Kui kasutaja sisestab a ko-
hale vaartuse 0, annab Python veateate nulliga jagamise kohta:

Lahendame lineaarvdrrandit ax+b=0.
Sisesta a: O

Sisesta b: 2

Traceback (most recent call last):

File "<string>", line 6, in <module>
ZeroDivisionError: float division by =zero

Niisiis tuleb skripti natuke taiendada:

print ("Lahendame lineaarvdrrandit ax+b=0.")

a = float(input("Sisesta a: "))
b = float(input("Sisesta b: "))
if a==0:
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3.2 Lahendused 21

print ("a peab nullist erinema!")
else:
print (f"Lahend on x={-b/a}")

Voimalikke edasiarendusi on veel. Naiteks voib juhtuda, et kasutaja sises-
tab (kogemata voi meelega) midagi muud kui reaalarvu. Uuri iseseisvalt,
kuidas seda olukorda tuvastada!

Samuti voime tahta lubada sisenditena kompleksarve. Mida kidsu float
asemel siis kasutada tuleks?

3.2 Tuletame meelde, et reaalarvude korral pole suurt motet kontrollida vor-
dust nulliga. Niisiis selle asemel, et uurida, kas diskriminant d on null,
kiisime pigem, kas tema absoluutviartus on vidiksem mingist ldvendist
(antud juhul 0,0000001).

from math import sqrt

print ("Lahendame ruutvdrrandit ax~2+bx+c=0.")

a = float(input("Sisesta reaalarv a: "))
b = float(input("Sisesta reaalarv b: "))
c = float (input("Sisesta reaalarv c: "))
if a==0:

print("a peab nullist erinema!")
else:

d = bxb-4*ax*xc

if d<O0:

print ("Lahendid puuduvad")
elif abs(d)<0.0000001:
print (£"0On iks lahend x={-b/(2*a)}.")
else:
print ("On kaks lahendit:")
print (f"x_1={(-b+sqrt(d))/(2*xa)};")
print (£"x_2={(-b-sqrt(d))/(2*xa)}.")

3.3 Kuna vaadeldava kuupparabooli vasakpoolne vasakpoolne haru —oco-sse
ja parempoolne +oco-sse, saame soovitavaid vadrtusi otsida nditeks lisa-
tingimustel z; < 0ja x2 > 0; see garanteerib meile automaatselt tingi-
muse x; < zo. Voimalikke lahendusstrateegiaid on palju. Niiteks voime
x1 rolli proovida koigepealt —1; kui see ei sobi (st p(xz1) > 0), vaatleme
jargmiseks kandidaati —2, siis —4, —8, —16 jne. Sama moodi saame -,
proovides 1abi vaartusi 1, 2,4, 8, 16 jne. Iga jargmise kandidaadi 2-ga kor-
rutamine aitab liikuda oluliselt kiiremini kui liiguksime niiteks jadaga
1,2,3,4,.... Seekiirus on oluline, sest sobiv vdartus voib asuda 0-st viga

kaugel.
Kokkuvottes saame néiteks sellise skripti:
x1 = -1
while (p(x1) >= 0):
x1 x= 2
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x2 =1
while (p(x2) <= 0):
X2 *= 2

print (x1,x2)

3.4 Rekursiivse programmi puhul on viga oluline koigepealt kontrollida re-
kursioonist viljumise tingimust, sest muidu voime lihtsasti lopmatult ar-
vutama jadda. Funktsioonis nullkoht on autor kasutanud suurtédhelisi
muutujaid, et oleks selge, millised z-id tdhistavad algldhendit ja millised
on funktsiooni sisesed muutujad. Kui me kasutaksime igal pool vdiketah-
ti, suudaks Python neil muutujate skoobi pohjal vahet teha kiill, kuid ini-
mese jaoks hakkab programmi loetavus kannatama ja see pole hea stiil.

def nullkoht (X1,X2):

X = (X1+X2)/2

if abs(p(X))<0.0000001:
return (X)

elif p(X)<O0:
return (nullkoht (X, X2))

else:
return (nullkoht (X1,X))

print (nullkoht (x1,x2)) # Sitia sisesta algldhend

Ulesande 3.3 vorrandi 2® — 22 — 2z + 3 = 0 lahendi ldhendiks saame sel-
le programmiga —1,5468182787299156. (Sinu tulemus vodib veidi erineda
soltuvalt Pythoni versioonist ja kasutatavast alglahendist.)

3.5 Selleks, et leida poliinoom ¢(z), peame poliinoomi p(z) = 2% — 22 —22+3
jagama poliinoomiga = — z¢y = x + 1,5468182787299156. Pythoni moodu-
lis sympy on 6nneks poliinoomide jaidgiga jagamine realiseeritud meetodi
div abil (tuletame meelde, et siimboli x kasutamiseks poliinoomi muu-
tujana tuleb see enne eraldi deklareerida):
from sympy import div
from sympy.abc import x

P = X**¥3 - x**2 - 2*x + 3
d x + 1.5468182787299156

q, r = div(p,d)

print ("Jagatis:", q)

print ("J&asdk:", r)

See skript annab niisuguse viljundi:

Jagatis: 1.0%x**2 - 2.54681827872992%x + 1.93946506614289
Jaak: -1.52679540121881e-8

Naeme, et jadk —1,52679540121881-10~% ~ 0, nagu oligi oodata. Uuritava
kuupvorrandi kaks iilejadnud lahendit saame seega ruutvorradist

2% — 2,54681827872992x + 1,93946506614289 = 0.
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Selle ruutvorrandi diskriminant on negatiivne arv
(—2,54681827872992)% — 4 - 1,93946506614289 ~ —1,2715769196987274 .

Seega on iilejadnud otsitavad lahendid kompleksarvulised. Laseme Pyt-
honil nad vilja arvutada (tuletame meelde, et \/z = z2 ning et komp-
leksarvulise ruutjuure leidmiseks tuleb Pythonis kasutada just nimelt as-
tendamist astmele 1):

a =1
-2.54681827872992
1.93946506614289

C

d

b**x2 - 4xa*xc

print ((-b+d**(1/2))/(2*a))

print ((-b-d=**(1/2))/(2xa))

Tulemuseks saame

(1.27340913936496+0.56382109744553j)
(1.27340913936496-0.563821097445533)

Lopetuseks voime kontrollida, et tegemist on tdepoolest poliinoomi p(z) =
2% — 2% — 22 + 3 nullkohtadega:

def p(x):
a,b,c,d = 1,-1,-2,3
return (a*x*x*x + b*x*x + c*xx + d)

print (p(1.27340913936496+0.563821097445533))
print (p(1.27340913936496-0.563821097445533))
véljastab
(-1.5267926478657046e-08+1.2878587085651816e-147)
(-1.5267926478657046e-08-1.2878587085651816e-14j)

Molema kompleksarvu reaalosa on suurusjargus 10~® jaimaginaarosa suu-
rusjargus 10~ 14, seega on nad toesti iimardamise tdpsusega nullid.

3.6 Proovime kasutada mooduli sympy meetodit solve:

from sympy import solve
from sympy.abc import x

print (solve (x**3 - x**2 - 2*x + 3))

mis véljastan tulemuseks

[1/3 - 7/(3%(-1/2 - sqrt(3)*I/2)*(9%sqrt(29)/2 +
61/2)*%(1/3)) - (-1/2 - sqrt(3)*I/2)*(9*sqrt(29)/2 +
61/2)**(1/3)/3,

1/3 - (-1/2 + sqrt(3)*I/2)*(9*sqrt (29)/2 +
61/2)**x(1/3)/3 - 7/(3*x(-1/2 + sqrt(3)*I/2)x*
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(9*sqrt (29)/2 + 61/2)**x(1/3)),
-(9%sqrt(29)/2 + 61/2)*x(1/3)/3 - 7/(3*x(9%sqrt (29)/2 +
61/2)*%(1/3)) + 1/3]

Mis siin toimub? sympy kasutab Cardano valemeid, mis annavad tdiesti
tapse tulemuse, aga paremaks arusaamiseks tuleks need teisendada ligi-
kaudsele kiimnendkujule. Selleks voime kasutada sympy meetodit N, mis
teisenduse meie jaoks dra teeb.

from sympy import solve,N
from sympy.abc import x

lahendid = solve (x**3 - x**2 - 2xx + 3)

for lahend in lahendid:
print (N(lahend))

viljastab

1.27340913844204 + 0.563821092829119%1
1.27340913844204 - 0.563821092829119*1
-1.54681827688408

Toepoolest, need vadrtused on suure tdpsusega samad, mis me ise lahen-
dades saime!
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Funktsionaalvorrandid

Oleme siinses kursuses juba ndinud, et vorrandi kujul saab esitada {ilesandeid
leidmaks hulki, tekstristringe, tasandi punkte ja arve. Sellega voimalused aga ei
piirdu. Vorrandeid saab koostada ka teiste matemaatiliste objektide, sealhulgas
funktsioonide kohta.

Kui funktsioon f on méaératud hulga X elementidel ning omandab vaartusi
hulgast Y, kirjutame f : X — Y. Nii voime kuupfunktsiooni kohta kirjutada
nditeks f : R — R : 2 — 23, ruutfunktsiooni kohtaaga f : R — [0;00) : @ — 2.

Definitsioon 4.1. Funktsioonide vordsus tidhendab nende vddrtuste vordsust
koigil argumentide korral. St funktsioonid f : X — Y jag: X — Y on vordsed
parajasti siis, kui iga x € X korral f(x) = g(z). Sel juhul kirjutame iildiselt
f(z) = g(z) vai lihtsalt f = g.

Just funktsioonide vordsust peame silmas, kui kirjutame (z — 1)? = 22 —
2z +1voi tanz = 222 Vorduse sin® z + cos? z = 1 paremal poolel seisab 1, mis
pole tegelikult mitte lihtsalt arv, vaid konstantne funktsioon, mis véljastab iga
x vadrtuse korral arvu 1.

Vorrandit, mille lahendina otsime funktsiooni, nimetame funktsionaalvor-
randiks. Funktsionaalvorrandiiilesande vastuseks on tavaliselt vaja leida otsi-
tava funktsiooni voimalikult lihtne esitus arvutuseeskirjana, mis maarab funkt-
siooni kditumise dra koigil voimalikel sisenditel.

Tiitipiliselt on otsitava funktsiooni sisendhulk 16pmatu (néiteks N, Z voi R).
See voib tunduda veidi hirmutav — me peame leidma, kuidas funktsioon kaitub
I6pmata paljudel kohtadel!

Aga onneks esitavad ka funktsionaalvorrandites antud vordused tingimusi
lopmata paljude sisendite kohta ja lisaks on opikus (voi voistlustel) antud iiles-
annetel garanteeritult olemas iiks lihtsa esitusega lahend (voi lahendite pere).

Ulesanne 4.1 Leia koik funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad koigi z,y € R
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26 Peatiikk 4*. Funktsionaalvorrandid

korral vordust
fl@)+y=fly) +=.

Lahendus. Kuna iilesande vordus kehtib suvaliste reaalarvude x ja y korral, saa-
me seda vordust lihtsustada, proovides muutujate asemele konkreetseid arv-
vadrtusi (ja saadav vordus jadb endiselt kehtima). Meie eesmargiks on tuletada
funktsiooni arvutuseeskiri kujul f(z) = .... Praegusel juhul aitab meid seega
valik y = 0, mis annab iga = € R jaoks vorduse

f(z) = £(0) + .

Siin f(0) on lihtsalt iiks reaalarv, niisiis peavad koik lahendid esituma kujul
f(x) = z + a mingi a € R korral. Kas koik sellisel kujul esituvad funktsioonid
sobivad lahendeiks? Osutub, et sobivad kiill, sest koigi x, y € R korral kehtib

f@+ty=@+a)ty=(y+a)+z=f(y)+=.

Niisiis on antud funktsionaalvorrandi lahenditeks parajasti funktsioonid kujul
flx)=z+a.0O

Funktsionaalvorrandi lahendit tuleb alati kontrollida!

Ulesanne 4.2 Leia koik funktsioonid f : R — R, mis rahuldavad koigi z,y € R
korral vordust

Ulesanne 4.3 Leia koik funktsioonid f : N — N, mis rahuldavad koéigi natu-
raalarvude a ja b korral vordust

fla+b) = f(a) + f(b).

Lahendus. Tuletame meelde, et siinses opikusarjas loeme naturaalarvuks ka
arvu 0. Proovime jalle votta nditeks b = 0 ja saame

fla) = fla) + f(0),

millest jareldub, et f(0) = 0. Seda pole just palju, aga alustuseks midagi ikka!
Piitiame uurida, millega voiks vorduda f(1). Asendame ¢ = Ojab = 1 ja
saame

FO+1) =£(0)+ f(1),

mis (arvestades, et f(0) = 0) lihtsustub vorduseks f(1) = f(1). See ei anna
meile mingit uut informatsiooni.
Jatame f(1) korraks rahule ja uurime vaartust f(2). Selle vdime saada, vali-
desa=0b=1:
f@)=fA+1)=rQ1)+f1)=2f(1).

Ahhaa, see on huvitav! Milline iganes ka ei oleks f(1) vaartus, f(2) on temast
kaks korda suurem!
Kuidas on lugu f(3) vddrtusega? Valik a = 2, b = 1 annab

fB)=f2+1) = f(2)+ f(1) =2f(1) + F(1) = 3f(1).
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4.1 Lahendused 27

Jarjest huvitavamaks laheb! Milline iganes ka ei oleks f(1) vaartus, f(3) on te-
mast kolm korda suurem! Kas siit hakkab vilja kooruma muster?
Proovime f(4) ja f(5) ka labi:

fA)=fB+1)=fB3)+ f(1) =3f(1) + f(1) =4f(1),
fOB)=fA+1) = f(4)+ f(1) =4f(1) + F(1) =5f(1).

See ei saa enam juhus olla. Tahistades f(1) = k tekib hiipotees, et sobivad
parajasti funktsioonid kujul f(n) = n - k (ehk f(n) = k - n), kus k& on mingi
fikseeritud naturaalarv. Kontrollime, et koik sellised funktsioonid rahuldavad
tilesande vordust. Toepoolest, koigi a, b € N korral saame

fla+b)=k-(a+b)=k-a+k-b= f(a)+ f(D).

Kas me aga oleme eespool juhte n = 0,1, ...,5 ldbi vaadates tdestanud, et
f(n) = k - n kehtib téepoolest kdigi naturaalarvude n jaoks? Rangelt vottes
mitte. Selleks tuleb teha veel kaks tahelepanekut.

Esiteks nditame, et {ilaltehtud arutelu abil saame vordusest f(n) = k- n
jareldada vorduse f(n+1) = k- (n+1) (kus n tdhistab niitid mingit konkreetset
naturaalarvu ja k = f(1)). See on lihtne: kui f(n) = k - n, siis saame iilesande
tingimuses valida a = n ja b = 1, mis annab

fn+D)=f)+fQ) =k-ntk=k (n+1). (4.1)

Olles kontrollinud vdite kehtivuse n = 0 puhul, saame vorduse (4.1) abil
tuletada viite kehtivuse juhul n = 1, sealt omakorda juhul n = 2 jne.

Niiiid jaab iile todeda, et sel moel jouame koigi naturaalarvudeni!, mis 15-
petabki viite toestuse.

Niisugust tehnikat, kus koigepealt toestatakse vdide monel lihtsal viikesel
juhul ning tuletatakse seejdrel {ildine reegel jdrjest suurematele juhtudele lii-
kumiseks, nimetatakse matemaatiliseks induktsiooniks. Pohjalikumalt saad ma-
temaatilisest induktsioonist lugeda opikust ,Voistlusmatemaatika pohivara”.
U

Ulesanne 4.4 Leia koik funktsioonid f : Z — Z, mis rahuldavad koigi tdisar-
vude a ja b korral vordust

fla+b) = f(a) + f(b).

Ulesanne 4.5 Leia koik funktsioonid f : R — R, mille jaoks iga = € R korral
kehtib vordus

(f(2))? = da(f(z) - 2).

4.1 Lahendused

4.2 Piitiame jélle lihtsustada iilesande vorrandi kujule f(z) = .... Seda aitab
teha valik y = 1, mis annab

f@) = £(1) -z

IRangelt vottes on see tddemus tegelikult osa naturaalarvude hulga definitsioonist.
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28 Peatiikk 4*. Funktsionaalvorrandid

Ka f(1) peab olema mingi reaalarv, niisiis saavad lahendid esituda ainult
kujul f(z) = azx (a € R). Jadb veel kontrollida, et koik niisugused funkt-
sioonid sobivad:

f(z)-y=(ax)y = (ay)z = f(y) - =.

Niisiis on antud funktsionaalvorrandi lahenditeks parajasti funktsioonid
kujul f(z) = az, kus a« on mingi fikseeritud reaalarv.

4.4 Ulesandes 4.3 ndgime, et naturaalarvude korral sobivad ainult funktsioo-
nid kujul f(n) = k- n, kus ¥ = f(1) on mingi naturaalarv. Téapselt sa-
ma moodi saame niiilid toestada, et n = 0, 1,2, ... jaoks sobivad parajasti
funktsioonid kujul f(n) = k - n, kus k = f(1) on tédisarv (st k voib olla ka
negatiivne).

Mis saab negatiivsete argumendivaartustega? Vaatleme funktsiooni ko-
hal —n (kus n > 0). Valides iilesande vorduses a = n ja b = —n ja tuletade
meelde, et f(0) = 0, saame

0=/(0)=fn+(-n)) = f(n)+ f(=n) =k -k + f(-n),

millest jareldub
fn)=-=k-n=k - (—n).

Niisiis kehtib vordus f(n) = k - n ka negatiivsete vdartuste korral (ja ja-
relikult ka koigi tdisarvude jaoks).

4.5 Teisendame iilesandes antud vordust:

(f(2))* = da(f(z) —2),

(f(2))* = daf(x) - 4a?,
(f(2))? = daf(x) + (22)* = 0,
(f(z) —22)*=0.

Reaalarvu ruut on 0 parajasti siis, kui reaalarv ise on 0. Kuna vordus peab
kehtima iga muutuja x vadrtuse korral, saame samuti iga = € R jaoks

f(z) =2z,

mis ongi iilesande ainsaks lahendiks.
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