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PEATUKK 1

Hulgad ja arvuhulgad

1.1 Hulga moiste. Tahtsamad operatsioonid hul-
kadega

Hulga all moistame mingite iiksteisest erinevate objektide jarjestamata kogu-
mit. Hulka moodustavaid objekte nimetame hulga elementideks.

Matemaatikas voivad hulgad olla nii 16plikud kui ka 16pmatud, arvutis aga
tekib l1opmatute hulkade esitamisega probleem, sest arvuti ressursid (nditeks
méalumaht ja salvestusruum) on paratamatult piiratud. Pythonis on hulkade
jaoks olemas andmestruktuur set, aga selle abil saab esitada ainult 16plikke
hulki.

Deklareerime hulga H, mis on hakatuseks tiihi (st ei sisalda elemente; selle
olukorra kohta kirjutame matemaatikas H = @):

>>> H = set ()

ja lisame sinna moned elemendid kidsuga add:

>>> H.add ("Oun")
>>> H.add("Kirss")
>>> H.add("Pirn")
>>> H.add("Kirss")

Laseme Pythonil hulga H vilja triikkida:

>>> print (H)
{’Kirss’, ’Pirn’, °’0un’}

Python kasutab hulga viljatriikil matemaatikas tavalist tdhistust, kus ele-
mendid loetakse {iles looksulgude vahel ning eraldatakse iiksteisest komadega.
Saadud viljatriikis paneme tdhele kahte asjaolu. Esiteks ei kuvata hulga ele-
mente tingimata selles jarjekorras, milles me neid lisasime (ja polegi vaja, sest
hulk on jarjestamata struktuur!). Teiseks kuvatakse element Kirss iihel korral,
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6 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

kuigi me lisasime teda kaks korda (sest hulgas esineb iga element ainult {ihes
koopias!).

Muidugi ei pea Pythonis elemente iihekaupa lisama, me voime nad juba hul-
ka luues loendina ette anda:

K = set(["Kirss","Qun","Pirn"])

Juba loodud hulgale mitut elementi Pythonis korraga niisama lihtsalt lisada
ei saa:

>>> S = set ()
>>> S.add("Kirss","ﬁun","Pirn")
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
TypeError: set.add() takes exactly one argument (3 given)

>>> S.add (["Kirss","Oun","Pirn"])

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

TypeError: unhashable type: ’list’

KdskuS.add(["Kirss","Oun","Pirn"]) interpreteerib Python korralduse-
nalisada hulgale Sloend ["Kirss","Oun", "Pirn"]. Andmestruktuur set nouab
samas, et koik tema elemendid oleksid muutmatud, aga loendis saab elemente
parast loomist muuta. Niisiis antaksegi veateade. Sama moodi ei saa Pythoni
set andmestruktuuri elementideks olla teised set-id, sest ka need on muu-
detavad (nditeks elementide lisamisega). See on peale 16plikkuse noude teine
suur erinevus Pythoni set andmestruktuuri ja matemaatilise hulga moiste va-
hel — matemaatikas on hulga elementidena teised hulgad taiesti lubatud.

Ulesanne 1.1 Loendi asemel voib Pythonis vajadusel kasutada mittemuudeta-
vat enniku andmestruktuuri. Kas jairgmised Pythoni kdasud annavad vea voi
mitte?

>>> S = set ()
>>> S.add (("Kirss","Oun","Pirn"))

Kui viga ei tule, siis mitmeelemendiline on saadav hulk S?

Kui hulgad koosnevad samadest elementidest, loetakse nad vordseteks:

>>> H = set(["Kirss","Oun","Pirn"])
>>> K = set(["Oun","Pirn","Kirss"])
>>> H==

True

Objektide kohta saab uurida, kas nad kuuluvad hulka v6i mitte. Pythonis
kasutatakse selleks operaatorit in:

>>> "Kirss" in H

True

>>> "Ploom" in H
False

>>> "Ploom" not in H
True
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1.1 Hulga mdiste. Tahtsamad operatsioonid hulkadega 7

Matemaatilistes tdhistustes kirjutame vastavalt Kirss € H ja Ploom ¢ H.
Kuna hulga elemendid pole jarjestatud, ei saa Pythonis hulga elemente in-
deksi alusel parida:

>>> H[O0]
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

TypeError: ’set’ object is not subscriptable

Kiill aga saab for-tsiikliga labi hulga elementide kiia (pane tdhele, et sa ei tohi
eeldada midagi labikdimise jarjekorra kohta!):

>>> H = set (["Kirss","Oun","Pirn"])
>>> for h in H:
print (h)

Pirn
Kirss
Oun

Hulga elementide arvu saame sarnaselt loendile leida operaatoriga len:

>>> len (H)
3

Ulesanne 1.2 Kirjuta funktsioon unikaalne, mis votab sisendiks loendi ja val-
jastab selle loendi unikaalsete elementide arvu, st to6tab niimoodi:

>>> unikaalne (["Kirss","Ploom","Oun","Ploom","Kirss"])
3

Definitsioon 1.1. Kui hulga A koik elemendid kuuluvad ka hulka B, iitleme,
et A on hulga B alamhulk, ja kirjutame A C B. Kui A C B ja A # B, siis
iitleme, et A on hulga B parisalamhulk.

Pythonis saab alamhulgaks olemist tuvastada operaatoriga issubset:

>>> H = set (["Kirss","Oun","Pirn"])

>>> K = set(["Oun","Pirn","Kirss","Ploom"])
>>> H.issubset (K)

True

>>> K.issubset (H)

False

Ulesanne 1.3 Mida saab 6elda hulkade A ja B kohta, kui A € Bja B C A?

Ulesanne 1.4 Kas leidub hulk, mis on iga hulga alamhulgaks?

Hulkadel saab defineerida mitmeid operatsioone. Tahtsamad neist on iihis-
osa ja tihendi leidmine.
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8 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

Definitsioon 1.2. Hulkade A ja B iihisosaks AN B nimetame hulka, mis koos-
neb molemasse antud hulka koosnevatest elementidest. Hulkade A ja B ihen-
diks A U B nimetame hulka, mille elemendid kuuluvad vihemalt iihte antud
hulkadest.

Pythonis saab iihisosa ja tihendit leida vastavalt operaatoritega intersection
jaunion:

>>> H = set(["Kirss","Oun"])

>>> K = set(["Kirss","Pirn","Ploom"])
>>> H.intersection (K)

{’Kirss’}

>>> H.union (K)

{’Kirss’, ’Pirn’, ’0Oun’, ’Ploom’}

Tehnilistel pohjustel on need operatsioonid Pythonis realiseeritud andme-
struktuuri set meetoditena ning neid tuleb seetottu vélja kutsuda konkreetsel
hulgal. Samas pole vahet, kummal hulgal valjakutse tdpselt teha, tulemus jddb
samaks:

>>> K.intersection (H)

{’Kirss’}
>>> K.union (H)
{’Kirss’, ’Pirn’, ’f)un’, ’Ploom’}

Ulesanne 1.5 Mida voib Gelda hulkade A ja B kohta, kui A N B = A? Aga kui
AUuB=A?

1.2 Naturaalarvude ja tiaisarvude hulk

Koige viiksem 16plik hulk on tiihi hulk! ja tema elementide arvu tdhistame
siimboliga 0 (see ongi arvu 0 definitsioon!).

Suuruselt jirgmised on hulgad, mille ainsaks parisalamhulgaks on tiihi hulk
(nditeks hulgad {Kirss}, { Ploom} ja { Pirn}). Osutub, et neis koigis on sama
palju elemente ning seda elementide arvu tahistame stimboliga 1. (Arvasid dra,
see ongi arvu 1 definitsioon.)

Nonda jatkates votame kasutusele siimbolid jarjest suuremate hulkade ele-
mentide arvude tahistamiseks. Traditsiooniliselt on nendeks siimboliteks 2,3,4
jne, milledest saame moodustada omaette hulga.

Definitsioon 1.3. Naturaalarvud on arvud, mis saadakse Ioplike hulkade ele-
mentide loendamisel. Nende hulka tdhistame

N=1{0,1,234,...}.

Naturaalarvudega saab mugavalt loendada objekte, mis on olemas. Prakti-
kas aga tulevad sageli ette ka kogused, mis jddvad puudu. Nii nditeks on majan-
duses igapadevasteks moisteteks volg ja kahjum.

IRangelt vottes me alles defineerime siinkohal arve, niisiis ei saa me objekte vorrelda nende
arvulise moodu alusel. Kiill aga saame hulki vorrelda alamhulgaks olemise mottes. ,Koige vdiksem
hulk” tdhendab niisiis hulka, mis sisaldub alamhulgana koigis teistes; vt iilesannet 1.4.
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1.3 Ratsionaalarvud 9

Teisest kiiljest voime naturaalarvudega viljendada fiiiisikalisi suurusi, ndi-
teks mingist hetkest moodunud aega tundides. Kuidas aga radkida ajahetke-
dest, mis esinesid minevikus?

Siinkohal tulevad meile appi negatiivsed arvud. Igale naturaalarvule a seame
vastavusse tema vastandarvu —a ja loeme, et

a+(—a)=(—a)+a=0.

Arvu 0 vastandarvuks loeme teda ennast. Naturaalarvude ja nende vastandar-
vude hulka nimetame kokku tdisarvude hulgaks.

Definitsioon 1.4. Taisarvude hulk on
Z={.,6-4,-3,-2-101234,..}.

Ilmselt kehtib seos N C Z.

Pythonis esitatakse naturaal- ja tdisarve nende standardsel, matemaatikast
tuttaval moel ning nendega toimetamine vastab reeglitele, millega me juba
harjunud oleme:

>>> 2+3

5

>>> 2+(-3)

=il

>>> (-2)x(-3)
6

Erinevalt paljudest teistest programmeerimiskeeltest lubab Python operee-
rida viaga pikkade naturaal- ja tdisarvudega. Palume Pythonil nditeks arvutada
21000 (astendamisoperaatoriks on Pythonis *x):

>>> 2%x%1000
1071508607186267320948425049060001810561404811705533607443750
3883703510511249361224931983788156958581275946729175531468251
8714528569231404359845775746985748039345677748242309854210746
0506237114187795418215304647498358194126739876755916554394607
7062914571196477686542167660429831652624386837205668069376

Sisuliselt on esitatavate arvude suuruse piiriks arvuti mialumaht.

1.3 Ratsionaalarvud

Peale tervete objektide on praktikas kasulik uurida ka osalisi. Koogi voi maala-
pi saab osadeks jagada, tunnist voib mooduda ainult pool ning maratonijooks
katkeda kolmandiku peal. Nende siindmuste kirjeldamiseks on kasutusele voe-
tud ratsionaalarvud, mis viljendavad tdisarvuliste suuruste jagamist tdisarvu-
liseks hulgaks vordseteks osadeks (arvestades muidugi, et 0-ks osaks jagada ei
saa).

Definitsioon 1.5. Ratsionaalarvudeks nimetame arve kujul ¢, kus a,b € Z ja
b # 0. Ratsionaalarvude hulka tdhistame Q.
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10 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

Ulesanne 1.6 TOesta, et iga tdisarv on ratsionaalarv, st Z C Q.

Kui naturaal- ja tdisarvude esitused on iiheselt médaratud, siis ratsionaalar-
vude omad mitte. Kui jagada kaks kooki vordselt kolme lapse vahel, siis saab
igaiiks neist sama palju, kui igatiks kuuest lapsest, kelle vahel jagataks dra neli
kooki. Murdude keeles viljendatuna kirjutame, et % = %. Siit saame tingimuse
ratsionaalarvude vordsuseks.

Definitsioon 1.6. Ratsionaalarvud § ja  loeme vordseteks, kui kehtib vordus
a-d=b-c

Néeme, et ratsionaalarvud ¢ ja % (kus k # 0) on vordsed, sest a - kb = b - ka.

See tdhendab, et kui mingi ratsionaalarvu (murru) ™ lugejal m ja nimeta-
jal n on iihine tegur d, siis saame selle murru iihise teguriga d taandada, nii et
tema vadrtus ei muutu. Kui nimetaja n on negatiivne, voime lugeja ja nime-
taja 1dbi korrutada arvuga —1 ja muru véaartus jaab ikka samaks. Kokkuvottes
saame ratsionaalarvu alati viia kujule, kus tema murru lugeja ja nimetaja on
iihistegurita ning nimetaja on positiivne. See kuju (mida nimetame taandatud
esituseks) on iga ratsionaalarvu jaoks niilid iiheselt mdaratud.

Pythonis on ratsionaalarvude jaoks olemas moodul fractions, milles on
defineeritud ratsionaalarvude loomise kisk (konstruktor) Fraction. Konstruk-
torile Fraction saab ette anda erinevaid sisendeid ning konstruktor annab en-
dast parima, et leida sisendile vastav (taandatud!) ratsionaalarv. Kahe sisendi
puhul loeb Fraction esimese neist murru lugejaks ja teise nimetajaks.

>>> from fractions import Fraction
>>> Fraction (16, -10)

Fraction (-8, 5)

>>> Fraction (123)

Fraction (123, 1)

>>> Fraction ()

Fraction (0, 1)

>>> Fraction(’3/7°)

Fraction (3, 7)

Defineeritud ratsionaalarvudega saab arvutada nii nagu arvudega ikka, kus-
juures vastus antakse jille taandatud kujul:

>>> a = Fraction(1,6)
>>> b = Fraction (3/8)
>>> a+b

Fraction (13, 24)

>>> a-b

Fraction (-5, 24)

>>> a/b

Fraction (4, 9)

>>> ax*b

Fraction (1, 16)

Need tulemused viljendavad vastavalt vordusi

13

1,3_13 !
6 8

E .

1.3_-5 13 4 . 13
24 6 8 24 68 9 1@ §'3
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1.3 Ratsionaalarvud 11

Teine voimalus ratsionaalarvu esitamiseks on lugeja nimetajaga 1dbi jagada
ning leida jagatisele vastav kiimnendmurd. Seejuures voib saadav kiimnend-
murd tulla kas tdpne

>>> 37/20
1.85

>>> 3/8
0.375

voi ligikaudne

>>> 47/30
1.5666666666666667
>>> 2/7
0.2857142857142857

Python iimardab ligikaudsed vastused kiill dra, kuid sellegipoolest paneme ta-
hele midagi huvitavat: jagamisel tekib periood. Perioodi tdhistatakse sulgude
abil; nii voime kirjutada, et ‘3% =1,5(6) ja 2 = 0, (285714). Tegelikult voime ju
ka tépse vastuse lugeda perioodiliseks nulliga perioodis: % = 0,375(0).

Ulesanne 1.7 Uuri arvude 1, 2, 2,2 5 S perioode. Kas markad midagi huvita-
vat?

Pohjus, miks murdarvude kiimnendmurdudeks teisendamisel periood te-
kib, on tegelikult lihtne. Vaatleme néiteks jagamistehet 2 : 7:

2, 000000 :7 = 0,(285714)
1,4
60
56
40
35
50
49
10
7
30
28
2

Nédeme, et 16puks tekib jagamisel jaak 2, mistottu kogu protsess hakkab kordu-
ma. Uldisemalt on selge, et arvutades pika jagamise abil murru 2 vairtust, on
voimalikke jadke kokku iilimalt n. Seepéarast peab hiljemalt n + 1 sammu jérel
tekkima jaak, mis on korra juba esinenud, ning sellest kohast algabki jagatises
periood.

Osutub, et kehtib ka vastupidine vdide: iga perioodilise kiimnendmurru saab
teisendada harilikuks murruks. Vaatleme néiteks perioodilist kimnendmurdu
0,363636... = 0,(36) ja tdhistame tema vadrtust muutujaga x. Siis 100z =
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12 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

36,363636 . .. ning jarelikult

100x — x = 36,
99x = 36,
36 4
mzﬁzﬁ.

On selge, et sama votet saame kasutada iga perioodilise kiimnendmurru korral.
Kokkuvottes kehtib jargmine véaide.

Teoreem 1.1 Ratsionaalarvud vastavad parajasti perioodilistele kiimnend-
murdudele.

Ulesanne 1.8 Avalda hariliku murruna ratsionaalarvud
@) 1,(5);
(b) 0,(027);
(©) 0,(230769);
(d)

Esita murrud taandatud kujul!

1.4 Irratsionaalarvud ja reaalarvud

Ratsionaalarvude hulk @ on juba piisavalt rikas, et paljude praktiliste raken-
duste jaoks piisata. Siiski selgub, et leidub lihtsaid suurusi, millel pole ratsio-
naalarvudes tdpset vaartust.

Uheks esimeseks niisuguseks vaartuseks, mis matemaatika ajaloos leiti, on
ruudu diagonaali ja kiiljepikkuse suhe. Pythagorase teoreemi pohjal teame, et
kui ruudu kiiljepikkus on q, siis tema diagonaali d saame leida vordusest d? =
a? + a? ehk d? = 2a?, millest jareldub, et g—z =2jad =12

Teoreem 1.2 /2 ei ole ratsionaalarv.

Téestus. Oletame vastuviiteliselt, et /2 on ratsionaalarv. Siis peavad leiduma
ihistegurita tdisarvud m ja n nii, et

vi="

:w‘ SM 3

2 =

Viimasest vordusest jareldub, et m peab olema paarisarv. Muuhulgas tdhendab
see, et m? jagub 4-ga. Kuna aga ’ZZ—; = 2, peab ka n jaguma 2-ga. Oleme saanud
vastuolu eeldusega, et m ja n on {ihistegurita. Vastuolu sai aga tekkida ainult
eeldusest, et v/2 on ratsionaalarv. O
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Ulesanne 1.9 Kas /3 on ratsionaalarv? Aga /4?

Kuigi v/2 tépset esitust pole voimalik leida ei hariliku ega kiimnendmurru-
na, saame tema vaartust hinnata ligikaudselt. Paneme tdhele jargmisi vorra-
tusi:

1<V2<2, sest 12=1<2<22=4,
14<vV2<1p5, sest 1,42 =196 <2< 1,52 =225,
1,41 < V2 < 1,42, sest 1,412 = 1,9881 < 2 < 1,42% = 2,0164.

Niimoodi jatkates saame /2 vadrtuse leida jarjest tipsemini ja tdipsemini. Pyt-
hon voimaldab ruutjuuri arvutada mooduli math meetodiga sqrt:

>>> from math import sqrt
>>> sqrt(2)
1.4142135623730951

Teoreemidest 1.1 ja 1.2 jareldub, et /2 esitus kiimnendmurruna peab olema
mitteperioodiline.

Definitsioon 1.7. Lopmatuid mitteperioodilisi kiimnendmurde nimetame ir-
ratsionaalarvudeks. Irratsionaalarvude hulka tdhistame 1.

Irratsionaalarve on mingis mottes oluliselt rohkem kui ratsionaalarve. Saab
toestada, et irratsionaalne on néiteks ka ringjoone timbermdddu ja diameetri
suhe 7.

Definitsioon 1.8. Kiimnendmurdudena esinevaid arve nimetame reaalarvu-
deks. Nende hulka tdhistame R.

Kuna iga kiimnendmurd on kas perioodiline voi mitteperioodiline, aga mit-
te molemat korraga, kehtivad seosed R =QUIjaQnNI=@.

Reaalarvude kasutamisel Pythonis (ja ka paljudes teistes programmeeri-
miskeeltes) tuleb olla ettevaatlik, sest reaalarvude sisemine esitus arvutis on
optimeeritud ligikaudsete, mitte tdpsete arvutuste jaoks. Naiteks ei pruugi kehti-
da lihtsad vordused nagu 1,12 = 1,21:

>>> 1.1%%2 == 1.21
False

Segadusse toob selgust see, kui uurida, millega 1,12 Pythoni arust éigupoolest
vordub:

>>> 1.1%%2
1.2100000000000002

Kahe reaalarvu vahelise vorduse asemel on Pythonis motet uurida, kas nende
arvude vahe on piisavalt ldhedal nullile. Seda saab teha kontrollides naiteks
vorratuste ahelat

>>> -0.0000001 < 1.1*%*x2 - 1.21 < 0.0000001
True
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14 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

Seda vorratuste ahelat saab kirjutada ka kompaktsemalt, kasutades abso-
luutvaartust.

Definitsioon 1.9. Reaalarvu x absoluutvaartuseks nimetatame suurust

—x, kui x<0
|| = - ~
x, kui >0

Sisuliselt kustutab absoluutvdirtus reaalarvu eest miinuse juhul kui see seal
olema juhtub. Absoluutviartus on garanteeritult mittenegatiivne ja Pythonis
saab teda leida funktsiooniga abs:

>>> abs (2.5)
2.5

>>> abs(-3.14)
3.14

>>> abs (0)

0

Eespool kirja pandud vorratuste ahela saame niisiis kirjutada kompaktse-
malt kujul

>>> abs(1.1**2 - 1.21) < 0.0000001
True

Ulesanne 1.10 Toesta, et suvaliste reaalarvude z ja y korral kehtivad seosed
@) |z -yl = |z|-[yl,
®) |z +y| < |z + |yl

Tuletame meelde, et viga suuri ja viga vdikeseid reaalarve on mugavam
esitada standardkujul.

Definitsioon 1.10. Reaalarvu x standardkujuks nimetame esitust
z=+a-10°,

kus1 < a < 10ja b € Z. Arvu a nimetame arvu z tiiveks ning arvu b tema
eksponendiks.

Pythonis kirjutatakse arvude a ja b vahele tdht e (sonast ’eksponent’). Kui
vorratused 1 < a < 10 ei kehti, teisendab Python vastavaid arve automaatselt.

>>> 1e10
10000000000.0
>>> 150e50
1.5e+52

>>> 0.003e-5
3e-08
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1.4 Irratsionaalarvud ja reaalarvud 15

1.4.1 Projektiilesanne: Q[/2]

Teoreemis 1.2 ndgime, et ratsionaalarvude hulgas ei leidu elementi, mille ruut
oleks 2. Kui meil on niisugust arvu (mida kokkuleppeliselt tahistatasime /2)
siiski vaja tdpselt esitada, saame iihe voimalusena laiendada ratsionaalarvude
hulka koigi mitteperioodiliste kiimnendmurdudega ja minna iile reaalarvude
valda.

Kas aga koigi irratsionaalarvude lisamine on tingimata tarvilik? Osutub, et
mitte. Selle projektiilesande eesmirk ongi uurida, kui palju tuleb ratsionaal-
arvude hulka minimaalselt tdiendada, et saadavas hulgas esineks iihest kiiljest
/2, aga et teisest kiiljest saaks seal kasutada aritmeetika pohitehteid liitmist,
lahutamist, korrutamist ja jagamist.

Lisame hulgale Q koigepealt elemendi v/2, st moodustame hulga QU {/2}.
Kui me tahame, et oleks olemas kaik selle hulga elementide vahelised korruti-
sed, peame lisama elemendid kujul b-v/2, kus b € Q. Kuna ka liitmine peaks alati
voimalik olema, tuleb tdiendavalt juurde votta vihemalt elemendid a + b - v/2,
kus a,b € Q. Selgub, et nendest elementidest piisab.

I Definitsioon 1.11. Tdghistame Q[v/2] = {a +b-v2:a,b € Q}.

Ulesanne 1.11 TGesta, et hulk Q[/2] on kinnine liitmise, lahutamise ja korru-
tamise suhtes, st kui 2,y € Q[v/2], siiskaz +y,2 —y,z - y € Q[v2].

Ulesanne 1.12 Toesta, et hulk Q[v/2] on kinnine jagamise suhtes, st kui z,y €
Q[v2] (ja y # 0), siiska £ € Q[v2]. Kuna £ = z - 1 ja korrutamise suhtes
kinnisuse nditasime iilesandes 1.11, piisab toestada, et kui y € Q[v/2] (ja

y # 0), siis ; € Q[v2].
Ulesanne 1.13 Toesta, et /3 ¢ Q[v/2].

Ulesanne 1.14 Tihistagu Q[v/2, /3] vahimat hulka, mis sisaldab koik ratsio-
naalarvud, arvud v/2 ja /3 ning on kinnine liitmise, lahutamise ja korruta-
mise suhtes. Leia hulga Q[v/2, v/3] elementide iildkuju.

Ulesanne 1.15% Niita, et arvuhulk Q[v/2, /3] on kinnine ka jagamise suhtes.

Ulesanne 1.16* Kirjuta Pythonis klass Q2, mis realiseerib aritmeetilised ope-
ratsioonid arvuhulgas Q[v/2].

Arvuhulka, milles saab liita, lahutada, korrutada ja jagada (ning kus keh-
tivad tavalised assotsiatiivsus-, kommutatiivsus- ja distributiivsusseadused) ni-
metatakse korpuseks. Nii nditeks on korpused ratsionaalarvude hulk Q ja reaal-
arvude hulk R. Selles projektiilesandes ndgime aga, et nende vahele mahub veel
(tegelikult isegi 1opmata palju) korpusi

Q Cc Q[V2] c Q[V2,V3] c Q[V2,V3,V5] C...CR.
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16 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

1.5 Kompleksarvud

Kas reaalarvude hulk on niiiid piisavalt rikas koikvoimalike tilesannetega hak-
kama saamiseks? Ei, osutub, et mitte! Naiteks pole reaalarvudes voimalik la-
hendada lihtsat vorrandit
2
zt=-1.

Mida siis teha? Selgub, et me voime reaalarvude hulgale R selle vorrandi
lahendi lihtsalt lisada! Tdhistagu i niisugust suurust, et i> = —1; seda suurust
hakkame nimetama imaginaariihikuks.

Suhtume imaginaariihikusse nagu tavalisse arvu. Muuhulgas voime me te-
da korrutada suvalise reaalarvuga b ja tulemusena saame uue arvu b - i. Sellele
arvule voime omakorda liita mingi reaalarvu a ning tulemuseks on a + b - <. Nii-
siis, lisades reaalarvudele uut tiiiipi arvu ¢ ning lubades sellega tavalisi tehteid,
peame me lisama viahemalt koik avaldised kujul a + b - 4.

Osutub, et nendest avaldistest piisab ning saadavas arvuhulgas saab liita,
lahutada, korrutada, jagada ja isegi juurida.

Definitsioon 1.12. Arve kujul
a+b-i (a,b€R, = -1)

nimetatame kompleksarvudeks ning nende hulka tihistatame C. Kompleksar-
vus a+b-i nimetame liidetavat a reaalosaks ning liidetavat b-i imaginaarosaks.

Nagu on kombeks ka reaalarvuliste muutujate korrutamisel, jaetakse korru-
tamismark imaginaarosas sageli dra ja kirjutatakse kompleksarve lihtsalt kujul
a + bi.

Pythonis tdhistatakse imaginaariihikut mitte tihega i, vaid tdhega j. Selle
kirjaviisi tagamaad ulatuvad inseneriteadustesse, kus tdht I on reserveeritud
voolutugevuse markimiseks. Samuti leidis Pythoni autor Guido van Rossum, et
i voib programmikoodis liiga kergesti teiste siimbolitega sassi minna.

Kompleksarvude liitmine ja lahutamine toimub loomulikul moel, reaal- ja
imaginaarosad eraldi:

>>> (1+23)+(2+33)
(3+53)

>>> (1+23)-(2+33)
(-1-13)

>>> (2+33)+(2-33)
(4+03)

>>> (2+33)-(2-3j)
6J

>>> 0 == 0j

True

Loomulikult 0 = 0-4ja4 + 0 - ¢ = 4; kirjaviisiga 4+0j hoiab Python lihtsalt
meeles arvu tiiiipi. Objekti tiilipi saab Pythonis parida kdsuga type:

>>> type (4)
<class ’int’>

>>> type (4+03j)
<class ’complex’>
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1.5 Kompleksarvud 17

Kui on vaja kasutada imaginaariihikut kordajaga 1, tuleb see kordaja Pytho-
nis ilmutatult valja kirjutada:

>>> 2+

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

NameError: name ’j’ is not defined

>>> 2+1j

(2+17)

Proovime niitid kompleksarvude korrutamist:

>>> (1+23)*(2+37)
(-4+73)

Oot-oot, mis siin toimub? Ei midagi miistilist, kasutame tavalist kaksliik-
mete korrutamise reeglit ja votame arvesse, et i2 = —1:

(1+2)-(243i) =243 +4i+ 62 =24Ti—6=—4+7Ti.
Uldjuhul saame kahe kompleksarvu liitmisel ja korrutamisel
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
ja
(a+ bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i .

Kuidas on lugu jagamisega? Selgub, et suvalist kahte kompleksarvu (mille-
dest jagaja pole 0) saab omavahel jagada ja tulemuseks on jdlle kompleksarv.

Selleks piisab, kui suudame ndidata, et suvalise kompleksarvu a + bi # 0
poordarv aibi avaldub samuti kompleksarvuna.

Vaatleme arvu a + bi kaaskomplekarvu a — bi. Osutub, et nende korrutis on
reaalarv:

(a+ bi) - (@ —bi) = a® — (bi)> = a® +b*.
Nii saame murdu ﬁ laiendada nimetaja kaaskomplekarvuga ja vabaneda ima-
ginaarsusest nimetajas:
1 a—bi a—bi a b

atbi (atbi) (a—bi) a2+ a2+ aZ+br

Seejuures paneme tihele, et kuna a+bi # 0, peab kehtima ka a4 b2 # 0, niisiis
on tulemuseks saadav kompleksarv alati korrektselt maaratud. Kokkuvotteks
saame

c+di
a+ bi

212 21 T v Tereh

=(c+di)~( a b _)_ac—i—bd ad — be .

mis on kompleksarv. Seda viimast valemit pole vaja piahe tuupida, sest prakti-
kas teeme vastavaid arvutusi nagunii arvutiga.

Ulesanne 1.17 Arvuta

2434
(a) 1+25°

(b) 5—10%

3441
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18 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

©

Aga kuidas on astmevorrandite lahendamisega? Vorrandil 22 = —1 on komp-
leksarvudes lahend olemas, aga mis saab teistsugustest vorranditest?
Ulesanne 1.18 Toesta, et vorrandi
z? =i
lahendiks sobib kompleksarv @ + gz Kas sellel vorrandil leidub veel moni
lahend?

Ulesanne 1.19 Toesta, et vorrandi
T° =1

lahendiks sobib kompleksarv ? + %i.

Ulesanne 1.20 Leia vorrandile
=1

neli lahendit kompleksarvudes.

Ulesannetes 1.18-1.20 téime kiill vdlja moned lahendid, aga ei tdestanud
rangelt, et rohkem lahendeid pole. Uldise meetodi nende vorrandite tiieliku
lahendamise jaoks anname kursuses ,, Trigonomeetria”.

Uldiselt on voimalik toestada, et koiki poliinoomvorrandeid saab kompleks-
arvudes lahendada, seejuures on n. astme vorrandil n lahendit. Niisiis oleme
arvuhulkade laiendamisega mingis mottes 16puni joudnud.

1.6 Reaalarvude ja kompleksarvude geomeetrili-
ne tolgendus

Reaalarvud saab seada iiksiihesesse vastavusse sirge punktidega. Sisuliselt vii-
me me sirgel sisse iihemootmelise koordinaatsiisteemi, kus iga punkti saab
madrata talle vastava arvu (koordinaadi) abil. Kuna reaalarvud on loomulikul
moel suuruse jargi jarjestatud, annab see sirgele soovi korral ka suuna.

|
=
ks
wl=
&

3

Kompleksarvu a+b: médarab reealarvupaar (a; b). Seda paari saame vaadelda
kui punkti koordinaate tasandil. Niisiis saab kompleksarvud seada iiksiihesesse
vastavusse tasandi punktidega!

https://varamu.eu Versioon: 01.02.2025 Email: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

1.6 Reaalarvude ja kompleksarvude geomeetriline tSlgendus 19

Y
21 142
o
7 1+
3,1
;5"‘52
0 1
> T
—1 1—1
—V2 - V2i
—2i 1—-2;
(]

Reaalarvudele vastavad punktid asuvad parajasti selle tasandi z-teljel.

Ulesanne 1.21 Kirjuta programm, mis saab sisendiks kompleksarvude loendi
ning kuvab igale arvule vastava punkti koordinaattasandil.

Reaalarvu absoluutvaartusest voib moelda kui selle arvu kaugusest reaal-
telje nullpunktist. Seda ideed saab {ildistada ka kompleksarvudele.

Definitsioon 1.13. Kompleksarvule = vastava punkti kaugust koordinaattel-
gede nullpunktist nimetatakse selle kompleksarvu mooduliks ning tdhistatakse
|2l.

Pythagorase teoreemi pohjal on selge, et kompleksarvu z = a + b - ¢« moodul
avaldub valemiga

z| = vVa? + b2,
2] = v

1.6.1 Projektiilesanne: Mandelbroti hulk

Olgu antud kompleksarv c. Moodustame temast ldhtudes jada

20:07

2
z1=25+c,

_ .2
z9 =21 + ¢,

2
Zn = Z,_1tcC,
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20 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

Naiteks kui ¢ = 4, siis

20 =0,

Hn=0"4+i=1,

=it ti=—1+1,

3= (—14i)+i=1-2i—1+i=—i,
z= (i) +i=—-1+1,

(142 +i=1-2—1+i=—i,

<5

Nédeme, et selles jadas jadvad korduma elemendid —1 + ¢ ja —i. Muuhulgas jadb
kogu jada mooduli suuruse mottes nullpunktile iisna lahedale.
Osutub, et see pole nii sugugi iga algse kompleksarvu korral.

Ulesanne 1.22 Kirjuta programm, mis lahtudes antud kompleksarvust c arvu-
tab vilja jada z,, esimesed monikiimmend elementi koos nende moodulitega.
(Kompleksarvu moodulit saab leida kdsuga abs.) Kas moodulite jada on to-
kestatud voi kasvab tokestamatult, kui

@) c=1+1,
(b) ¢ = 0,61,
(©) ¢=0,71,

(d) ¢ = —0,04 + 0,644,
(e) ¢ = —0,04 + 0,66i,
(f) ¢ = —0,04 + 0,68:?

Ulesanne 1.23 Kirjuta programm, mis vaatab labi hulga komplekstasandi punk-
te ¢ ning joonistab tédpi iga punkti jaoks, mille korral on vastav jada z,, tokes-
tatud. Saab toestada, et tokestatud jada moodustavate punktide c korral peab
kehtima |c| < 2, niisiis piisab vaadelda punkte ¢ = a + b - i, kus a, b € [-2; 2].

Jada tokestatust pole rangelt vottes viga lihtne toestada, sest jada voib
piiridest valjuda alles viaga suurte indeksite korral. Kasutame tokestatutse
toestuse asemel heuristilist lihenemist — arvutame jada algusest vilja nai-
teks 100 elementi ja kui nende koigi moodul jaab alla 2, siis loeme, et jada on
tokestatud.

Pildile tekkivat punktihulka nimetatakse Mandelbroti? hulgaks.

9Benoit B. Mandelbrot (1924 - 2010) oli Poola péritolu Prantsuse-Ameerika matemaatik.

1.7* Positsioonilised arvusiisteemid. Kahendsiisteem

Kuigi naturaalarvud loendavad loplike hulkade elementide arve, on neid endid
lopmatult palju. Siit tekib praktiline probleem, et naturaalarvude tihistamiseks
oleks vaja ka l1opmatut kogust siimboleid.
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1.7* Positsioonilised arvusiisteemid. Kahendsiisteem 21

Seda probleemi saab lahendada positsioonilise arvusiisteemi sisseviimisega.
Valime siisteemi aluseks mingi arvu a (nditeks inimese kahe kde sormede ko-
guse) ning valitud arvu jagu numbrisiimboleid, mis vastavad esimestele natu-
raalarvudele (niiteks 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Suuremate naturaalarvude viljendamiseks kirjutame numbreid korvuti, kus-
juures koige parempoolse numbri korrutame arvuga «° = 1, paremalt teise
numbri arvuga ! = a, paremalt kolmanda numbri arvuga a? jne ning liidame
saadud tulemused. Arvusiisteemi alus ise vastab siis numbrikombinatsioonile
100=1-a+0.

Positsioonilist arvusiisteemi, kus alus a on valitud inimese sérmede koguse
jargi, nimetatakse kiimnendsiisteemiks. Nii nditeks saame kiimnendsiisteemis
esitada

2024 =2-10*+0-10%+2- 10" +4-10°.

Inimese sormede arvus pole matemaatika seisukohast midagi erilist. Tap-
selt sama moodi voime arvusiisteemi aluseks valida mone teise (1-st suurema)
naturaalarvu, nditeks 2,3 voi 16. Arvusiisteemi alusega 2 nimetatakse kahend-
siisteemiks ning selles on kasutusel ainult kaks numbrisiimbolit: 0 ja 1. Kuna
arvutiriistvaras on mugav eristada signaali kahte taset (signaal on / signaali ei
ole), seataksegi neile vastavusse numbrid 1 ja 0 ning esitatakse koik vadrtused
riistvara tasemel kahendsiisteemis.

Inimesed on rohkem harjunud kiimnendsiisteemiga, mistottu peab arvuti
inimeselt saadud kiimnendsiisteemi arvud kdigepealt kahendsiisteemi teisen-
dama ning péarast arvutuse 16ppu tulemuse jalle kiimnendkujule tagasi viima.

Koostame koigepealt algoritmi kahendarvu kiimnendkujule teisendamiseks.
Tuletame meelde, et kahendarvu numbrite positsioonid vastavad arvu 2 astme-
tele, nii néiteks

100 =1-2140-20=240= 2y,
My =1-2'4+1-2°=241 =3,
100 =1-2240-2' +0-2° =4+ 040 = 4y,
101, =1-2240-2'+1-2°=44+0+1= 519,
101015 =1-2*4+0-22+1-2240-2' +1-2°=16+44+0+1 = 214,.
Siin oleme vastava alaindeksiga eristanud kahend- ja kiimnendarve (mis on se-

gaduse viltimiseks vajalik, sest 10,11,100,101 ja 10101 voivad olla ka kiimnend-
arvud).

Ulesanne 1.24 Esita kiimnendkujul kahendarvud
@) 111,
(b) 10004
(c) 100...09

n

@ 11...1,

n

(e) 11111101000,
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22 Peatiikk 1. Hulgad ja arvuhulgad

(®)

Hakkame niiiid koostama funktsiooni, mis teisendab kahendarve kiimnend-
arvudeks. Eeldame, et funktsioonile antakse sisendiks kahendarv numbrite loen-
dina, kusjuures nii, et loendi element indeksiga 0 vastab jargule 2°, element
indeksiga 1 vastab jargule 2! jne. Vorreldes tavalise kirjaviisiga, kus arvujirke
kirjutatakse paremalt vasakule, aga loendeid vasakult paremale, on funktsiooni
sisend siis tagurpidi pooratud, nt arvu 11001, esitame loendiga [1,0,0,1,1].

See kokkulepe voimaldab teisendusfunktsiooni lihtsustada, sest kahend-
numbri indeks i vastab otse jargule 2°. Jaab veel lahendada kiisimus, kuidas jér-
kude vaartusi arvutada. Uks voimalus on kasutada Pythoni sisseehitatud funkt-
siooni **, mis leiab arvude astmeid (st ax*b viljastab a’). Kokkuvottes voib esi-
mene versioon kahendarve kiimnendarvudeks teisendavast funktsioonist vilja
niha selline:

def bin2decl (numbrid):

tulem = O
for i in range(len(numbrid)):
num = numbrid[i]

tulem += num * 2%*i
return (tulem)

See funktsioon tootab ja annab dige tulemuse (kontrolli jarele!), aga teda
saab natuke optimeerida. Peamine probleem seisneb selles, et me arvutame
20 21 22 23 iga kord uuesti, aga seda pole tegelikult vaja. Selle asemel voime
jargmise jargu leida eelmist lihtsalt 2-ga korrutades. Tulemuseks on efektiiv-
sem versioon teisendusfunktsioonist:

def bin2dec2 (numbrid):
tulem = 0
jark = 1
for num in numbrid:
tulem += num*jark
jark *x= 2
return (tulem)

Ulesanne 1.25 Milline 6ieti on naturaalarvude a ja b korral a® arvutamise kee-
rukus? Definitsiooni a® = a-a - ... q jdrgi arvutades oleks vaja teha b — 1
————

b
korrutamist, aga kas see on alati koige efektiivsem? Milline on koige vaik-
sem arv korrutamisi, millega saab arvutada niiteks a'6?

Kuidas teisendada kiimnendarve kahendarvudeks?

1.8 Lahendused

1.1 Viga ei tule, aga saadav hulk pole mitte kolme-, vaid iiheelemendiline.

>>> len(8)

1

>>> §

{("Kirss", ’0un’, ’Pirn’)}
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Asi seisneb selles, et ennik (1, ’0Oun’, ’Pirn’) onise iiks objekt, mitte
kolm objekti.

1.2 Uks voimalus on moodustada antud loendi baasil hulk. Hulka moodusta-
des voetakse iga elementi arvesse ainult {iks kord, niisiis voime viljastada
selle hulga elementide arvu:

def unikaalne(loend):
S = set(loend)
return(len(S))

vOi lithemalt kirja panduna

def unikaalne (loend):
return(len(set(loend)))

1.3 Kui A C Bja B C A, siis jarelikult A = B.
1.4 Jah, tiihja hulka loetakse iga hulga (sealhulgas tema enda!) alamhulgaks.

1.5 Kui ANB = A, siis on hulga A elemendid iihtlasi ka hulkade A ja B iihised
elemendid. See omakorda tdhendab, et hulga A iga element kuulub hulka
B,st AC B.

Kui aga A U B = A, siis pole hulgas B iihtegi elementi, mis ei kuuluks
hulka A. Niisiis B C A.

1.6 Tdisarvu a saame esitada kujul §.

1.7 Laseme arvutil arvutada:

>>> 1/7
0.14285714285714285
>>> 2/7
0.2857142857142857
>>> 3/7
0.42857142857142855
>>> 4/7
0.5714285714285714
>>> 5/7
0.7142857142857143
>>> 6/7
0.8571428571428571

Nédeme, et koigi nende kiimnendmurdude tsiiklid koosnevad samadest
numbritest 142857 tsiikliliselt {imber jarjestatuna!

1.8 (a) 45 (b) 555 (©) -
Murdude taandamiseks saab kasutada mooduli fractions konstruktorit
Fraction, mis esitab murru taandatud kujul. Naiteks iilesande (c)-osa la-
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hendamisel voime arutleda jargmiselt. Olgu = = 0, (230769), siis

10000002 = 230769, (230769) ,
1000000z — 2 — 230769,
9999992 — 230769,
230769
¥ 999999

ja niitid leiame Pythoni abil

from fractions import Fraction
>>> Fraction (230769,999999)
Fraction (3, 13)

seega 230769 — 3. Teine voimalus on leida arvude 230769 ja 999999 suu-

rim iihistegur ning nad molemad sellega 1dbi jagada. Suurima {ihisteguri
saame leida mooduli math funktsiooniga gcd.?

>>> from math import gcd
>>> d = gcd(230769,999999)
>>> d

76923

>>> 230769//d

3

>>> 999999//4d

13

1.9 /3 eiole ratsionaalarv ja selle viite toestus on analoogiline teoreemi 1.2
toestusega. v/4 = 2 on ratsionaalarv, isegi taisarv. Uldiselt kehtib viide,
et tdisarvu ruutjuur on kas tdisarv voi irratsionaalarv.

1.10 (a) Vaatame labi neli voimalikku juhtu.

Kui z,y > 0, siiska z - y > 0. Jarelikult
|z yl=z-y=|z| |y
Kui z,y <0, siis z - y > 0. Jarelikult
lz-yl=a-y=(=2) (—=y)=lz|- |yl
Kuiz > 0jay <0, siis z - y < 0. Jarelikult
lz-yl=—(z-y)=a-(—y)=lz|- |yl

Sama moodi arutleme ka juhul, kui z < 0jay > 0.
(b) Vaatame jalle 1dbi neli voimalikku juhtu.
Kui z,y > 0, siis ka x + y > 0. Jarelikult

|t +yl =24y ==+ [y

2Inglise keeles tihendab greatest common divisor suurimat iihsitegurit.
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1.11

1.12

1.13

Kui z,y < 0, siis z + y < 0. Jarelikult
[z +yl=—(z+y) = (—2) + (—y) = |z + [yl

Niisiis kehtib neil juhtudel vajalik vorratus vordusena.

Juhul z > 0jay < 0 on omakorda kaks voimalust: kas z + y > 0 voi
z+y<0.

Kui x +y > 0, siis
lz+yl=z+y<z=|z|<|z[+]yl,

sesty < 0.
Kui aga = + y < 0, siis

lz+yl=—(r+y)=(—2)+ (—y) = (—2) + [y < |y| < [=| + |y,

sest —x < 0.

Analoogiliselt arutleme ka juhul z < 0jay > 0.

Olguz =a+bv2jay =c+dv2,kusa,b,c,de Q.Siis

t4y=(a+bV2)+ (c+dV2) = (a+c)+ (b+d)V2 € QV2],

z—y=(a+b/2) — (c+dV2) = (a—c)+ (b—d)V2 € QV2],

z-y=(a+bv2) - (c+dV2) = ac+ adV2 + bev/2 + bd(V2)? =
= (ac + 2bd) + (ad + be)V2 € Q[vV2].

Olgu y = ¢+ dv/2, kus ¢,d € Q. Siis saame murru % lugejat ja nimetajat
laiendada arvuga ¢ — dv/2 (paneme tihele, et tinu /2 irratsionaalsusele
¢ — dv/2 # 0). Lopetuseks kasutame ruutude vahe valemit ja teisendame:

1_ 1 _ c—dv2 _ c—dv2 _c—d\/i_
Y oc+dv2  (c+dV2)(c—dv2) 2 —(dV2)? E-2d>
S V2 € QV2.

2 —2d?2 2 —2d2

Kui v/3 kuuluks hulka Q[v/2], siis peaksid leiduma niisugused ratsionaal-
arvud a ja b, et v/3 = a + by/2. Jarelikult peaksid kehtima ka vordused
(V3)? = (a+bv2)?,
3 =a?+2abV2 + (bV2)?,
3 =a® + 2abv/2 4 207,
3—a® -2 = 2abV2.

Paneme tihele, et b # 0, sest muidu peaks kehtima /3 = a+bv/2 = a € Q,
mis pole voimalik, sest /3 on irratsionaalarv.
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Samuti nditame, et a # 0. Kui kehtiks a = 0, jarelduks viimati toestatud
vordusest, et 3 = 2b% ehk b? = % Edasi saame kasutada teoreemi 1.2 toes-
tuse sarnast arutelu. Kuna b on ratsionaalarv, peab ta avalduma mingite
iihistegurita tdisarvude m ja n jagatisena, st

m\2 3

(%) =3
m2_3

nz 2’
2m? = 3n?.

Viimasest vordusest jareldub, et n peab olema paarisarv. Muuhulgas ta-
hendab see, et n? jagub 4-ga. Niisiis jaguvad vorduse molemad pooled 4-
ga, millest jareldub omakorda, et ka m peab olema paaris. Oleme saanud
vastuolu eeldusega, et m ja n on iihistegurita.

Kokkuvottes naitasime, et a,b # 0, niisiis voime vorduse 3 — a? — 2b% =
2abv/2 molemaid pooli jagada arvuga 2ab. Jarelikult

—a? — 2b?

3
9 —
V2 2ab €Q,

mis aga ei saa kehtida, sest /2 on irratsionaalarv. Saime vastuolu eeldu-

sega v/3 € Q[v2].

1.14 a +bv2 + V3 +dV6, kus a, b, c,d € Q.

1.15 Olguy = a+bv2+cvV/3+dv6 € Q[v2,v3],kus a, b, c,d € Q. Sama moo-
di nagu iilesandes 1.12 piisab toestada, et i € Q[v/2,V3]. Selleks peame

nditama, et arv ; esitub hulga Q[v'2, v/3] elemendi {ildkujul. Kasutame
jalle laiendamisvotet sobiva laiendajaga, mis voimaldab nimetajas vaba-
neda tegurist v/3:

1 1 1

Y oa+b/2+c/3+dvV6  a+bV2+V3(c+dv2)
B a+bv2—V3(c+dv?2)
(e +bvV2+V3(c+ dv2))(a +bv2 — V3(c + dV2))
a+bv2—3(c+dv2)
(a+bv2)? +3(c+ dv2)?
B a+bv2 —cV/3—dve
a2 4202 + 3¢2 + 6d2 + (2ab + 6ed)y/2

Saadud murru lugeja kuulub hulka Q[v/2, /3], nimetaja aga hulka Q[v/2].
Ulesandes 1.12 niitasime, et nimetaja poordvaddrtus peab seega esituma
kujul e + fv/2, kus e, f € Q. Jarelikult

%:(a—&—b\/ﬁ—cx/g—d\/é)'(@‘*'f\/ﬁ)v

millest lahti korrutades saame hulga Q[v/2, v/3] elemendi tildkujul esituva
vadrtuse.
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1.16 Aritmeetilise klassi realiseerimiseks tuleb defineerida meetodid __add__,
__sub__,__mul__ja__truediv__. Selleks, et klassi elemente ilusti vilja
triikkida, kulub dra ka meetod __str__. Meetodite realiseerimisel tugi-
neme iilesannetele 1.11 ja 1.12.

from fractions import Fraction

class Q2:
def __init__(self, a, b):
self.a = Fraction(a)
self.b = Fraction(b)

def str__(self):

return f"{self.a} + {self.b}x*/2"

def add__(self, other):

return Q2(self.a + other.a, self.b + other.b)

def sub__(self, other):

return Q2(self.a - other.a, self.b - other.b)

def __mul__(self, other):
a, b = self.a, self.b
c, d = other.a, other.b

return Q2(a*xc + 2*xb*d, a*xd + b*c)

def __truediv__(self, other):
c, d = other.a, other.b
z = Q2(c/(c*xc-2*%d*d) ,-d/(c*xc-2*xd*xd)) # z=1/y
return self*xz

Koodi t66d saame katsetada nditeks nii:

X
y

Q2(3, 4) #x = 3 + 4%/2
Q2(1, 2) #y =1 + 2%/2

print (x+y)
print (x-y)
print (x*xy)
print (x/y)
print ((x/y)*y)

ja viljund tuleb

4 + 6%/2

2+ 2%,/2

19 + 10%/2
13/7 + 2/7%\/2
3 + 4%/2

1.17 Kasutame Pythonit:

>>> (2+33)/(1+23)
(1.6-0.23)
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>>> (5-103j)/(3+43)
(-1-23)
1.18 Arvutame 2 vadrtuse r = % + ?z korral vilja:
2
2 2 2 2 2 1 1
£+£i =42 Si+ P = 4i- - =i
2 2 4 4 4 2 2
Leidub veel teinegi kompleksarv, mille ruut on 7, nimelt iilesandes antud
arvu vastandarv —@ - gz
1.19 Arvutame 2> vadrtuse = § + £ korral vilja:
V3 1N vB 1N (VB 1
(2+22> “\2 7))\t
— §+2£}Z+122 . @4_17[ —
4 2 2 4 2 2
3 V3.1 V3 1.
- <4+2"4> ' <2+22 -
1
(VBN (VB L)
2 2 2 2
1 V3 1 1 V3 V3 1 V3,
Ty Tyttt et T
_V3L L3 V8
4 4 4 4
1.20 Vorrandi lahenditeks sobivad 1, —1, 4, —i.
1.21 Pythonil on olemas palju graafikateeke, mille abil koordinaattasandit ja

sellele punkte joonistada saab. Lahendaja voib omale internetiotsingu
abil meelepirase vilja valida. Opikus kasutame siinkohal teegimatplotlib
alamteeki pyplot, mille laadime kdsuga

import matplotlib.pyplot as plt

Edaspidi saame alamteegi pyplot kdskudele viidata lithinime plt jargi.
Kui kasutad Thonnyt ja Thonny kurdab, et teeki matplotlib pole, tuleb
see koigepealt installeerida meniiiivalikust ,Tools — Manage packages”.

Joonistame koigepealt moned punktid; olgu nende koordinaadid naiteks
(1;1,5),(0,6;3,5) ja (2;1). Mooduli pyplot késk plot votab sisendiks kaks
loendit: esimeses on kuvatavate punktide z-koordinaadid ja teises y-koor
dinaadid. Kolmandaks argumendiks saame anda joonise kirjelduse; néi-
teks "o" tdhendab, et punkte kujutatakse ringikeste abil. Koordinaattel-
gedele vastavat ruudustikku néitab kask plt.grid(True). Lopuks kasu-
tame kdsku plt . show (), et joonis ekraanile kuvada. Kokkuvotteks on liht-
ne punkte joonistav programm selline:
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import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot([1,0.6,2], [1.5,3.5,1], "o")

plt.grid(True)
plt.show ()

ja tulemuseks saame niisuguse pildi:

351 @

3.0 1

2.5 1

2.0 1

1.5 1 ®

1.0 ®

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Olgu programmile ette antud vaartused kogutud loendisse kompleksarvud.
Me peame loendi elementidest eraldama reaal- ja imaginaarosad; seda
saab teha meetoditega real ja imag. Jadb veel reaal- ja imaginaarosad
for-tsiikli abil eraldi loenditesse koguda ning iilejadnud lahendus on sa-
masugune nagu eelpool kirja pandud.

import matplotlib.pyplot as plt
kompleksarvud = [1+2j,0,3-1j,1j] # Muuda neid arve

reaalosad = []
imaginaarosad = []

for kompleksarv in kompleksarvud:
reaalosad.append (kompleksarv.real)
imaginaarosad.append (kompleksarv.imag)

plt.plot(reaalosad, imaginaarosad, "o")
plt.grid (True)
plt.show ()

1.22 (a) tokestamata; (b) tokestatud; (c) tokestamata; (d) tokestatud; (e) to-
kestamata; (f) tokestatud.
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Kood voib vilja ndha niiteks selline:

(¢}
1]

1+1j # Muuda seda arTvu

z =0

for n in range (30):
print (abs(z))
zZ = z**%2 + C

Paneme téhele, et kui arvu z moodul ldheb iile 2, hakkab jada vaga kii-
resti kasvama. (Kui Python triikib vddrtuseks nan, siis see tdhendab ,,not
a number”, st arv 1dks liiga suureks, et seda ilma erivoteteta esitada.)

Samuti ndeme, alamiilesannetest (d)—(f), et jada tokestatuse kditumine
on mingis mottes lisna kaootiline ja voib hiippeliselt edasi-tagasi muu-
tuda sisendi vdga vdikese muutuse korral.

1.23 Kasutame joonise tegemisel jdlle matplotlib.pyplot teeki. Punktide ¢
koordinaatide genereerimiseks voime 16igu [—2; 2] jagada m vordseks osaks.
Uks voimalus selleks on paketi numpy meetod 1inspace, millele anname
ette 16igu otspunktid ning soovitavate jaotuspunktide arvu. Defineerime
funktsioon tokestatud, mis viljastab False, kui etteantud iteratsioonide
arvu (nt 100) jooksul 1dheb |z| suuremaks kui 2, ning True vastasel juhul.
Seda funktsioni rahuldavate punktide korral jitame meelde nende z- ja
y-koordinaadid ning joonistame 16puks iga punkti kohta tédpi. Tulemu-
seks voib olla nditeks selline kood:

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

xmin = -2

xmax = 2

ymin = -2

ymax = 2

nmax = 100 # Jada elementide maz arv
m = 1000 # Punktide arv loigul

def tokestatud(c):

z =0
for n in range (nmax):
zZ = z*%2+c

if abs(z) > 2:
return (False)
return(True)

A = np.linspace (xmin, xmax ,m)
B = np.linspace(ymin, ymax ,m)
X =[]
Y = [1

for a in A:
for b in B:
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if tokestatud(a+b*(1j)):
X.append(a)
Y.append (b)

plt.plot(X,Y,"o", markersize=1)

plt.grid (True)
plt.show()

Tulemusena ndeme sellist pilti:

1.0 4

0.5 4

0.0 1 *

—0.5

-1.04

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5

Uuri seda kujundit lahemalt, muutes ,,akent” viaiksemaks. Nditeks kui zmin =
0; zmax = 0,25; ymin = 0,5; ymaz = 0,75, saame niisuguse pildi:
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0.75 +

0.70 4

0.65

0.60

0.55 4

0.50 -

Mandelbroti hulk on ndide enesesarnasest fraktaalstruktuurist.
1.24

1.25 Arvu o' saab arvutada nelja korrutamisega: koigepealt leiame a? = a -

a, siis a* = a® - a2, a® = a* - a* ja lopuks a'® = a® - 8. Vorreldes 15

korrutamisega on see markimisvadrne ajakokkuhoid!
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PEATUKK 2

Astmed ja juured

2.1 Astme moiste iildistamine

Tuletame koigepealt meelde astme definitsiooni positiivse tdisarvulise asten-
daja korral.

Definitsioon 2.1. Kui n on positiivne tdisarv ja a suvaline reaalarv, tihistab
a™ arvu a n-kordset korrutist iseendaga, st

Sellest definitsioonist saame tuletada astendamise pohireeglid positiivsete
tdaisarvude m ja n jaoks:

a™™Mm=gqa-a a=a-a ca-a-a a=a"-a",
m—+n m n
a"" =a-a a=a-a a a-a @ =
m-n m m
n
=a"-...-a" = (a™"
n

Osutub, et astme moistet saab iildistada nii, et vordused ¢™*" = a™ - a" ja
a™™ = (a™)™ jddvad kehtima ka juhul, kui m ja n pole positiivsed tdisarvud.

Olgu koigepealt m = 0. Kuidas tuleks defineerida a°, et vordus a™*" =
a™ - a™ endiselt kehtiks? Seda vordust eeldades saame

a*=ad"*t" =4 a".
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Eeldusel a # 0 saame viimase vorduse molemad pooled a"-ga 1dbi jagada, mis
annab

a®=1 (a#0).

Jargmiseks uurime, mis juhtub negatiivse tdisarvulise astendaja korral. Piitia-
me o~ " defineerida nii, et vordus a™*" = a™ - o™ endiselt kehtima jadks. Vota-
me selles vorduses m = —n ja saame

Eeldusel ¢ # 0 saame vorduse molemad pooled «™-ga lébi jagada, mis an-
nab

a*”:in (a £0).
a

Uurime jargmiseks vordust a™™ = (a™)™ ning kiisime, mis juhtub, kui m =
17 Kuna a!' = a, saame
1 1
a=a =ar " = (aﬁ)".
. 1 . -~
Nieme, et a» on arv, mida n. astmele tostes saame arvu a. Juhul n = 2

on seega nditeks tegu meile tuttava ruutjuure moistega, niisiis voime kirjuta-
da

a?z =a.

Ruutjuute arvutamiseks saame Pythonis kasutada kdsku sqrt moodulist
math vOi astendamist astmesse %:

>>> from math import sqrt
>>> sqrt (3)
1.7320508075688772

>>> 3x*x(1/2)
1.7320508075688772

Kontrollime tulemust ruutu tostes:

>>> 1.7320508075688772*x%2
2.9999999999999996

Tuletame meelde, et reaalarvude esitus Pythonis on ligikaudne ja lisaks on /3
irratsionaalne (vt iilesannet 1.9). Niisiis polegi 6ige oodata, et (1/3)? tuleks tdp-
selt 3. Kiill aga saime véartuse, mis on 3-le viga lahedal.

Mis juhtub siis, kui piilida leida ruutjuurt negatiivsest arvust? Funktsioon
sqrt (ingl. k. square root) moodulist math annab veateate, sest ta otsib reaalar-
vulisi juuri:
>>> from math import sqrt
>>> sqrt(-4)

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
ValueError: math domain error
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Astendamine astendajaga 1 leiab aga kompleksarvulise vddrtuse:

>>> (-4)*x(1/2)
(1.2246467991473532e-16+2j)

Tulemus néeb kole vilja, kuid tuletagem meelde, et reaalarve koheldakse Pyt-
honis ligikaudsetena. Saadud kompleksarvu reaalosa 1.2246467991473532e-16
véljendab reaalarvu standardkujul 1,2246467991473532-10~'6. See arv on viga-
viga viike, imardamise tapsusega sisuliselt 0. Niisiis jddb jarele kompleksarv
2j ehk 2, mille kohta on lihtne néha, et tegemist on korrektse vastusega, sest

(20)2 =4-i* = —4.

Juhul n = 3 kiisime, millist arvu kolmadale astmele (ehk kuupi) tostes saa-
me etteantud reaalarvu a. Seda arvu nimetatakse arvu a kuupjuureks ja tahis-
tatakse

a3 = ¥Ya.

Kuupjuure leidmiseks on moodulis math olemas funktsioon cbrt (ingl. k.
cubic root):

>>> from math import cbrt
>>> cbrt (3)
1.4422495703074083

>>> cbrt (8)

2.0

>>> cbrt (31)
3.141380652391393

Néaeme, et kuupjuur viljendatakse (potentsiaalselt ligikaudse) reaalarvuna, ise-
gi siis, kui on olemas tipne tédisarvuline véirtus (nt /8 = 2, sest 23 = 8). Ja kas
panid tihele, kui lihedal on /31 arvule 7?

Mis saab negatiivsete arvude kuupjuurtest?

>>> cbrt (-8)
-2.0

Toepoolest, (—2)% = —8, seega /—8 = —2. Uldiselt voib delda, et reaalarvuli-
sed kuupjuured on olemas koigil reaalarvudel.

Nagu eespool ndgime, saab kuupjuurt viljendada ka arvu astendamisega
astmele % Uurime, mida Python selle peale teeb:

>>> (-8)*x(1/3)
(1.0000000000000002+1.73205080756887723)

See vastus on vaga ootamatu. Mis siin toimub? Miks tuleb vastuseks komp-
leksarv? On see vastus iildse 6ige? Vastuse reaalosa 1.0000000000000002 on
ilmselt imardamise tdpsusega 1, imaginaarosa kordajas 1.7320508075688772
tunneme aga édra /3 ligikaudse viirtuse.

Ulesanne 2.1 Toesta, et

(1+V3i)3 = -8.
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Nagu todesime jaotises 1.5, on n. astme vorrandil komplekarvudes n lahen-
dit. Muuhulgas kehtib see ka vorrrandi

3 = -8

kohta, mille jaoks —2 on ainult iiks voimalik lahend ja 1 + v/3i teine.
Ulesanne 2.2 Milline on vorrandi 23 = —8 kolmas lahend?

Uks voimalus otsitava lahendini jouda on méingida méarkidega teadaolevas
lahendis 1 + /3. Loomulikult oskab Python leida ka vorrandi koiki lahendeid,
kui tema kéest oigesti kiisida. Uks voimalus on kasutada mooduli sympy (ingl.k.
symbolic Python) funktsiooni solve.

>>> from sympy import solve

>>> from sympy.abc import x

>>> solve (x*%3+8)

[-2, 1 - sqrt(3)*I, 1 + sqrt(3)*I]

Funktsioon solve votab argumendiks avaldise, mille ta vorrandi saamiseks vord-
sustab 0-ga (niisiis peame vorrandi 23 = —8 esitama kujul 2% 4+ 8 = 0). Teiseks
tuleb talle ilmutatult ette 0elda, millised siimbolid selles avaldises vastavad
muutujatele. Kédsk from sympy.abc import x deklareerib siimboli x muutu-
jaks, mille suhtes vorrandit lahendada. Lopetuseks paneme tdhele, et sympy
kasutab imaginaariihiku tdhistamiseks siimbolit I, mitte j.

Kanname vorrandi 23 = —8 lahendid punktidena komplekstasandile (vt
jaotist 1.6).
Y
| =BLV3)
A(—2; O_)C .
"C(1;-V3)

Ulesanne 2.3

(a) Toesta, et punktid A, B ja C asuvad ringjoonel keskpunktiga koordi-
naattelgede 16ikepunktis ning raadiusega 2.

(b) Toesta, et ABC on vordkiilgne kolmnurk.

Vordkiilgse kolmnurga tekkimine pole kokkusattumus. Ulesandes 1.20 nigi-
me, et vorrandil 2 = 1 on neli kompleksarvulist lahendit: 1, —1,ija —i. Nende-
le arvudele vastavad punktid moodustavad komplekstasandil korraparase ne-
linurga ehk ruudu:
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Uldisemalt kehtib teoreem

Teoreem 2.1 Olgun € N(n > 1)jac € C (c # 0). Vorrandi
gt =e

lahendid moodustavad komplekstasandil korrapdrase n-nurga tipud, mis asu-
vad ringjoonel keskpunktiga koordinaattelgede 16ikepunktis.

Korrapéraseks 1-nurgaks nimetame siinkohal punkti ja 2-nurgaks 16iku. Teo-
reemi 2.1 toestuse anname kursuses , Trigonomeetria”.

2.2 Reaalarvu n. juur

Definitsioon 2.2. Olgu antud naturaalarv n > 1. Reaalarvu (kompleksarvu)
x n. juureks nimetame niisugust reaalarvu (kompleksarvu) y, et

n

Yy =x.
Arvu  n. juurt tihistame Yz = .

Uurime, millistel reaalarvudel on olemas reaalarvulised n. juured. Selleks
peame kiisima, millised arvud saavad esineda n. astmetena.

Mittenegatiivse arvu n. aste on kindlasti alati mittenegatiivne, negatiivse
arvu korral tuleb aga eristada kahte juhtu vastavalt juurija n paarsusele.

Kui < 0 jan on paaritu, on 2™ positiivne (nditeks (—2)* = 16). Kui aga n
on paaritu, tuleb z™ negatiivne (nditeks (—5)% = —125).

Kokkuvotteks saame jargmised reeglid.

» Kui n on paaritu arv, leidub igal reaalarvul tipselt iiks reaalarvuline n.
juur.

e Kui n on paaritu arv, leiduvad n. juured parajasti mittenegatiivsetel
reaalarvudel. Seejuures on positiivsetel reaalarvudel tépselt kaks 7.
juurt, mis on teineteise vastandarvud.
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Ulesanne 2.4 Kirjuta funktsioon juur(n,x), mis saab sisendiks naturaalarvu
n > 1 ja reaalarvu z ning triikib {/x vaartuse (voi veateate, kui juurida ei
saa). Kui juurel on kaks reaalarvulist vaartust, viljasta neist positiivne.

2.3 Lahendused

2.1 Teisendame tilesande avaldist:

(1+30)> = (14+V3i)%- (1 +V3i) = (1 +2V3i +3i%) - (1 +V3i) =
= (=242V3i)- (1+V3i) = —2—-2V3i+2V3i +2-3-i* =
=—2-6=-8.

2.2 1—+/3i.

2.3 (a) Ringjoon on niisuguste punktide hulk, mis asuvad etteantud kesk-
punktist fikseeritud raadiuse kaugusel. Tdhistades koordinaatide algus-
punkti O(0;0), peame toestama, et |OA| = |OB| = |OC| = 2. Loigu OA
jaoks on see viide ilmne. Loikude OB ja OC pikkuse leidmiseks saame
kasutada Pythagorase teoreemi. Olgu B’ punkti B projektsioon z-teljele.

B(1;V3)

& B'(1;0)

> T

C(1;—V/3)

Siis |OB| = V3, |OB’| = 1ja ZOB'B = 90°. Pythagorase teoreemist
saame

|OB|? = |OB'|>+|BB|? =12+ (V3)?=1+3 =4,

jarelikult |OB| = 2, nagu oligi vaja. Toestus, et |OC| = 2, on analoogiline.

(b) Paneme tahele, et |AB’| = 3ja ZAB'B = 90°. Kasutame Pythagorase
teoreemi kolmnurgas AB’B:

|AB|* = |AB'|* +|BB'|* =3+ (V3)? =9 +3 =12,

jarelikult |AB| = /12. Sama moodi toestame vorduse |AC| = /12. Tei-
sest kiiljest saame 16igu BC pikkuse jaoks

|BC| = |BB'| + |B'C| = V3 + V3 =2V3.
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Jaab veel tahele panna, et
|IBO? = (2v3)2 =2V3.2V3=4-3=12,

niisiis |[AB|? = |AC|? = |BC|? ja jérelikult |AB| = |BC| = |AC|.
Selles iilesandes kasutatud meetod l6ikude OB ja AB pikkuse arvuta-
miseks on iildine. Kui punktid A ja B on antud oma koordinaatidega A(x 4;y4)

ja B(zp;yp), siis nendevaheline kaugus (ehk 16igu AB pikkus) avaldub
Pythagorase teoreemi pohjal kujul

d(A, B) = |AB| = v/(za — 2)* + (ya — yB)? -

Teiseks tildistub ka (2+/3)? arvutamisel kasutatud vote suvaliste tegurite
ja (naturaalarvuliste) astendajate korral:

(ab)" = (ab) - (ab)-...-(ab)=ga-a-...-a-b-b-...-b=a"b".

n n

n

Juhul kui n. juure votmine on lubatud (nditeks kui reaalarvuliste vadrtus-
te korral on astmete alused mittenegatiivsed voi kui n on paaritu), saame

Van - Vo =ab= Y/ (ab)™ = Vanbm,

millest (tahistades o™ limber a-ga ja b™ timber b-ga), saame

Vab= Y/a- Vb,

Viimast reeglit rakendades saame naiteks kohe arvutada, et
V12 =+V4-3=V4-V3=2V3.

2.4 Mittenegatiivse x korral voime triikkida x**(1/n). Negatiivse = vadrtuse
puhul peame andma veateate, kui n on paaris, ning negatiivse reaalarvu-
lise védartuse, kui n on paaritu. Me teame juba, et x** (1/n) peale viljastab
Python kompleksarvulise vastuse, niisiis peame {/z sel juhul arvutama

kui — /—=.

def juur(mn,x):
if x>=0:
print (x**(1/n))
else:
if n%2 ==
print ("Reaalarvulist juurt pole!")
else:
print (-(-x)**(1/n))
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PEATUKK 3

Avaldised ja nende teisendamine

Tuletame meelde, et jaotises 2.1 defineerisime avaldise =™ kui arvu, mille saa-
me arvu z iseendaga n korda korrutamisel. Seejuures kasitleme z-i muutujana,
st me voime talle omistada erinevaid reaalarvulisi (voi lausa kompleksarvulisi)
vadrtusi ning " annab meile tema n. astme.

Definitsioon 3.1. Olukorda, kus igale sisendvddrtusele vastab iiks kindel vdl-
jundvidrtus, nimetame funktsionaalseks soltuvuseks, ja eeskirja, mille jdrgi
sisendi pohjal viljund leitakse, nimetame funktsiooniks.

Funktsionaalset vastavust voib tdhistada mitmel moel, nditeks noolekese-
ga —. Nonda kirjeldab vastavus = — z™ astmefunktsiooni, vastavus « — {/z
aga juurfunktsiooni. Kui funktsioonile on vaja anda eraldi nimi, voime kasuta-
da tahistust

frx—a™ voi f(x)=2z".

Funktsioone saab iildiselt esitada paljudel erinevatel viisidel. Nii néiteks
voime sisendi iseendale liitmise tulemust kirjeldada vastavusena = — z + =z,
agakax — z+ 2+ —xjax— 2x.Kuigiavaldised z + =, z +z +x — xz ja 2z on
vormilt erinevad, viljendavad nad siiski koik iihte ja sama suurust ning neid
voib selles mottes samavaarseteks lugeda. Kiill aga on moni neist avaldistest
arvutuseeskirjana lihtsam kui moni teine. Nii nditeks nouab z + z iihte liitmist,
z + x + x — x kahte liitmist ja iihte lahutamist, 2x aga hoopis tihte korrutamist.

Selles peatiikis uurimegi avaldiste samavéirsuse kindlakstegemise reegleid
ning voimalusi teisendada avaldisi nii, et nende vaartusi oleks lihtsam arvuta-
da.

3.1 Poliinoomid

Kuigi arvuteid kasutatakse tdnapdeval viga keerukate arvutusiilesannete la-
hendamiseks, oskavad nad madalal riistvaralisel tasemel sooritada vaid iisna
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42 Peatiikk 3. Avaldised ja nende teisendamine

piiratud hulka tehteid, nditeks liitmist, lahutamist ja korrutamist ning veidi
suurema vaevaga ka jagamist. Programmeerimine tdhendabki ju tegelikult kee-
ruka iilesande jagamist viaiksemateks sammudeks, mida arvuti vahetult soori-
tada suudab.

Uurime koigepealt lahemalt, milliseid arvutusi saab teha, kui meil on kasu-
tada ainult liitmine, lahtutamine ja korrutamine.

Vottes sisendiks arvu z, saame nende tehete iihekordsel rakendamisel arvud

r+x, T—x ja z-x.

Me teame juba, et arvu, mis tekib arvu z liitmisel iseendale, saame leida ka
z-i korrutamisel 2-ga. Seda asjaolu kirjutame vordusmargi abil

T+x=2x.

On viga oluline moista, mida see vordus meile sisuliselt {itleb. Ta iitleb, et vas-
tavused (funktsioonid) z — x+x ja x — 22 annavad iga reaalarvu x korral sama
tulemuse.

Ulesanne 3.1 Pane Pythoni abil kdima kood

for x in [1, -2.2, 3.14, -0.17]:
print (x+x,2%x)

ja veendu, et iga kord viljastatakse sama vaartus kaks korda.
Muuda sisendloendis vaartusi. Kas samad vaartused viljastatakse ka siis,
kui sisenditeks on kompleksarvud?

Mis juhtub lahutamise korral? Me teame juba, et

zr—x=0,

aga jallegi on oluline aru saada, et see vordus kehtib iga reaalarvu (voi lausa
kompleksarvu) korral. Seda vordust voime moista ka funktsioonide vordusena,
kus vordusmargi vasakul pool asub funktsioon z — z — z, paremal pool aga
z — 0, st konstantne funktsioon, mis annab iga sisendi puhul viljundiks sama
arvu 0.

Sama moodi tahendab kirjutus

T-T=2

funktsioonide x — x - x ja x — 22 vordust, st nende viljundvairtuste vordust
koigil sisenditel.

Ulesanne 3.2 Muuda tilesande 3.1 koodi nii, et see kontrolliks vorduste z —z =
0ja x -z = 22 kehtivust etteantud sisendloendi elementidel. Muuda loendi
elemente seni, kuni sa neid vordusi uskuma jaad.

Peale sisendvaartuse enda saame tehetes muidugi kasutada ka arvulisi kons-
tante ja moodustada avaldisi stiilis

z+1, 5—z ja (-3,14) -z.
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Jallegi on oluline moista, et need avaldised esitavad teatavaid funktsioone, ni-
teks x + 1 on funktsioon, mis seab igale sisendvéartusele vastavusse {ihe vorra
suurema valjundi.

Nende avaldistega saame edasi arvutada. Néiteks voime omavahel korruta-
da xz+1ja5—xz ning kasutada sulgude avamise ja sarnaste lilkmete koondamise
reegleid:

(x+1)-5-2)=5z—a*+5—r=—a>+4x+5.

Taaskord kehtivad need vordused suvalise sisendvéértuse x korral. Avaldisi (z+
1) (5 —z)ja —2? + 4z + 5 voime moista kui sama vadrtuse kahte erinevat ar-
vutuseeskirja. Esimese puhul peame avaldise vaartustamiseks sooritama iihe
liitmise, tihe lahutamise ja iihe korrutamise, teise puhul kaks korrutamist (22
ja 4x), kaks liitmist ja iihe vastandelemendi leidmise (mis on sisuliselt lahu-
tamine). Niisiis voime Oelda, et esimene esitus on mingis mottes lihtsam kui
teine. Selle teema juurde tuleme tagasi jaotises .
Sama moodi saame jatkata avaldiste liitmist, lahutamist ja korrutamist:

—2% 44+ 5+ (=3,14)x = —2* + 0,86z + 5,
1

1 5
(—2® + 4z +5) - (—2m+1) =§m3—2x2—§x—x2+4m+5=

1, ., 3
= 237 3x° + 2x+5
jne.

Pythonis saame selliseid arvutusi mugavalt sooritada mooduli sympy abil.
Avaldiste liitmisel-lahutamisel lihtsustab sympy ise vastuse dra, korrutamise
jaoks peame importima kidsu expand. Muidugi tuleb ka stimbol x muutujaks
deklareerida:

>>> from sympy import expand

>>> from sympy.abc import x

>>> —x*k*x2+4xx+5+(-3.14)*x

-x**2 + 0.86*%x + 5

>>> expand ((-x**2+4*x+5)* (-1/2%x+1))
0.5*xx**x3 - 3.0*x**2 + 1.5%x + 5

Ulesanne 3.3 Arvuta kastitsi ja kontrolli tulemus sympy abil iile:
@ (z+1)(x—2)+ (z+2);
®) (2> —z+1)(2? +z+1);
(©

Nédeme, et koik tekkivad avaldised saab sulgude avamise reeglite abil tei-
sendada kujule, mis koosneb muutuja = astmetest, mis on korrutatud teatud
kordajatega ning siis liidetud-lahutatud. (Kuivord lahutamine on sama, mis
vastandarvu liitmine, piisab tegelikult késitleda ainult liitmist.)

Kuna niisugused avaldised on matemaatikas tdhtsal kohal, on neile antud
eraldi nimed.
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Definitsioon 3.2. Avaldist kujul

a-x",
kus a on arvuline konstant ja n on naturaalarv, nimetatame tiksliikmeks. Uks-
litkmete summat kujul

1 2
anx™ + apn_12" " + ... +asx® +a1x + ag,

kus a,,a,_1,...,a,a1,a9 on mingid arvulised konstandid nimetatame (iihe
muutuja) poliinoomiks. Konstante a; nimetame poliinoomi kordajateks.

Definitsioonis 3.2 voivad kordajad a; parineda erinevatest arvuvaldadest,
taiteks tdis-, reaal- voi kompleksarvude hulgast. Kui pole eraldi tdpsustatud,
vaatleme selles peatiikis vaikimisi reaalarvuliste kordajatega poliinoome.

Kokkuvottes ndeme, et liitmise, lahutamise ja korrutamise abil saame iihest
sisendvaartusest ja konstantidest moodustada parajasti poliinomiaalseid aval-
disi.

Poliinoomavaldises muutujale vadrusi andes ja koiki tehteid 1abi tehes saa-

me iga kord iihe konkreetse viljundvaartuse. Seega esitab iga poliinoom mingit
funktsiooni.

Vastupidine pole 6ige — sugugi mitte iga funktsioon ei avaldu poliinoomina.

Ulesanne 3.4* Niita, et funktsioon = — % pole poliinoom.

On voimalik toestada, et poliinoomidena ei avaldu naiteks ka juurfunkt-
sioonid x — {/z (kus n > 2) ega trigonomeetrilised funktsioonid. Kiill aga
osutub, et poliinoomide abil saab koiki neid funktsioone ldhendada.

Tegelikult arvutataksegi arvutis peaaegu koiki funktsioone poliinoomidega
ldhendamise abil. Motleme néiteks siinuse peale. Tema formaalne definitsioon
taisnurkse kolmnurga vastaskaateti ja hiipotenuusi suhte kaudu on vahetuks
arvutamiseks enamasti kasutu. Arvutiprotsessor ei hakka ju sin 34° véartuse
leidmiseks joonestama tdisnurkset kolmnurka teravnurgaga 34° ning siis kui-
dagimoodi kiiljepikkuseid mootma.

Selle asemel on palju mugavam kasutada hulkliiget

1 1 1
Plo)— g — —g 4 = b T
(@) == 52"+ 557" — 5540”

Vahemikus [—7, Z] ldhendab poliinoom p siinusfunktsiooni nii hésti, et viga
jaab alla 0,02%.

Vahemiku [, 7] otspunktide ldheduses on viga juba silmaga nihtav, aga
ikka veel viaga viike. Joonisel tdhistab punane joon siinuse toelist vaartust ja
sinine joon poliinoomi P graafikut.
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Kiisimus, miks just poliinoom P siinusfunktsiooni nii hésti lahendab ja kui-
das leida poliinoome, mis sobiksid teiste funktsioonidega, jaib selle 6piku raa-
midest vélja. Oluline on aga meelde jitta, et poliinoomid voimaldavad taan-
dada keerukate funktsioonide arvutamise aritmeetika pohitehetele liitmisele,
lahutamisele ja korrutamisele.

Ulesanne 3.5 Vota moni programm, mis oskab joonistada funktsioonide graa-
fikuid (nditeks GeoGebra, https://www.geogebra.org/). Uuri poliinoomi P
laiemas piirkonnas, naiteks [—2; 27]. Kui hésti P siinusfunktsiooni seal 1a-
hendab?

Ulesanne 3.6 Poliinoomi P avaldist uurides torkab silma, et 1 = 1!,6 = 3! =
1-2-3,120=5! =1-2-3-4-5jab040 =7 =1-2-3-4-5-6-7.
Selline kokkusattumus ei saa olla juhuslik ja ega ta ei olegi. Mis juhtub siis,
kui poliinoomile sama reegli jargi liikmeid juurde lisada? Mitu liiget tuleks
lisada, et absoluutne viga (st lahendi ja 6ige vaartuse vahe absoluutvaartus)
vahemikus [—2; 27] oleks vaiksem kui 0,011?

Ulesanne 3.7 Joonista matplotlib-teegi abil 1.-6. astme poliinoomide graafi-
kuid. Varieeri kordajaid ja nende méarke. Mida huvitavat tiahele paned?

3.1.1 Projektiilesanne: ruutjuure lihendamine

Sind palgatakse rahvusvahelisse kiibitootmisfirmasse ja saadetakse arenduses
oleva kiibi aritmeetikaprotsessori viljatootamise meeskonda. Protsessori jaoks
on juba realiseeritud liitmine, lahutamine, korrutamine, tdisarvude jadgiga ja-
gamine, reaalarvude jagamine konstantidega ning lihtsamad loogikaoperat-
sioonid (nt arvude vordlemine ja tingimuslaused if ... then). Sinuiilesanne
on luua nende vahenditega ruutjuure arvutamise algoritm.

Reaalarvud on kiibis esitatud standardkujul z = a-10°, kus 1 < a < 10jab €
Z (arvu ees voib pohimotteliselt olla ka miinusmairk, aga ruutjuure votmiseks
eeldame, et sisend on mittenegatiivne). Niisiis on algoritmi sisendiks arvud a
ja b ning ka vastus tuleb anda standardkujul.

Paksust korgkooliopikust loed vilja, et ruutjuurt saab arvu 1 iimbruses 1a-
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hendada poliinoomiga

1
Sz 1),
t @b

1 1
=14+ —-(z—1)— =(z—1)*
pla) =1+ 3@ 1) = o~ 1)
Ulesanne 3.8 Esita poliinoom p(«) definitsioonile 3.2 vastaval kujul, st korruta
sulud lahti ja koonda sarnased liikmmed.

Ulesanne 3.9 Uuri, millises (voimalikult suures) piirkonnas poliinoom p(x)
ruutjuurt piisavalt hasti ldhendab, st et suhteline viga jaaks alla 1%. Lahendi
suhteliseks veaks nimetame absoluutse vea ja funktsiooni vdartuse suhet, st

antud juhul védartust WL\/%‘/E‘

Ulesanne 3.10 Paneme tihele, et
vz =Va- 100 = - V10,
niisiis voime eraldi arvutada /a ja V10 ning seejirel tulemused korrutada.
(a) Motle vilja algoritm /a arvutamiseks, kus 1 < a < 10.

(b) Motle vilja algoritm 10" arvutamiseks, kus b € Z. Viljasta tulemus
standardkujul, st arvupaarina (aq,b;), kus 1 < a1 < 10,b; € Zjaay -

10% = v10°P.

Ulesanne 3.11 Katseta, kui hésti tilesande 3.10 (a)-osa programm t6otab, st
uuri tema valjundi suhtelist viga erinevate sisendite a € [1;10) korral.

Ulesanne 3.12 Pane {ilesande 3.10 (a)- ja (b)-osa lahenduste pohjal kokku
funktsioon ruutjuur_ab, mis saab sisendiks standarkujul esitatud reaalar-
vu tiive ja eksponendi ning véljastab vastuse samuti standardkujul, st tiive ja
eksponendi paarina.

Ulesanne 3.13 Ulesannetes 3.9 ja 3.11 tuli hinnata erinevate funktsioonide
suhtelisi vigu. Kui sa seda juba teinud ei ole, kirjuta funktsioon suhtelineviga
timber nii, et ta votaks sisse kaks argumenti: koha x, millel suhtelist viga lei-
da, ja lahendifunktsiooni f, mille suhtelist viga funktsiooni =z — /= lahen-
damisel arvutatakse.

Ulesanne 3.14* Hinda iilesandes 3.12 loodud funktsiooni ruut juur_ab suhte-
list viga {ilesandes 3.13 kirjutatud funktsiooni suhtelineviga abil.

3.1.2 Projektiilesanne: poliinoomide efektiivne arvutamine

Sinu poolt jaotises 3.1.1 vilja tootatud algoritm realiseeritakse kiibi prototiiii-
bil dra ja testitakse ldbi. Hindamiskomitee kiidab algoritmi pohimottelise di-
saini heaks, aga leiab, et suhteline viga 1% on natuke liiga palju. Kaevud uuesti
paksu korgkooliopikusse ja leiad, et paremate ldhendite leidmiseks tuleb tosta
poliinoomi astet. Naiteks ruutjuurt lahendab arvu 1 iimbruses paremini polii-
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noom
1 1 1 5 7
l+-(z-D—=(z—-12+—=@2-10P - ——@-1)"+-—(@—-1)7°=
tol@—1)—gl@-1)"+ L@ -1 - oele-1)"+ (e - 1)
T 5 45 4 63 5 105 5 315 63

“256” 256" 128" 128" 236" T 256

Kas see ldihend on niiiid piisavalt hea voi peab veel korgemate astmeteni
minema? (Tuletame meelde, et nditeks iilesandes 3.6 ldks vaja 17. astme po-
liinoomi.) Hindamiskomitee kohkleb. Korgemad astmed voimaldavad paremat
tapsust, aga nouavad ka rohkem arvutusaega ja kiibi protsessor pole iilearu kii-
re.

Kuniks komitee motleb, millise astme poliinoom valida, antakse sulle iiles-
andeks optimeerida poliinoomide vaartuste arvutamist iileiildiselt.

Esitame poliinoomi a, ™ + a,_ 12" ' +. ..+ asx? +a12 + ag kordajate loen-
dina a. Paneme tihele, et traditsiooni kohaselt kirjutatakse poliinoomi puhul
iiksliikmed astmete kahanemise jdrjekorras vasakult paremale, loendi puhul
aga on vasakul pool vdiksema indeksiga elemendid. Nii on poliinoom ja teda
esitav kordajate loend visuaalselt vastupidises jarjekorras. Naiteks poliinoo-
mile z2 + 822 — 3z + 5 vastab loend a=[5,-3,8,1]; siis poliinoomi vabaliiget
ag = 5 esitab loendi element a [0] vddrusega 5 jne.

Esimene mote, mis pahe tuleb, on arvutada vilja iiksliikmete vaartused (nt
alates madalaimast astmest) ja siis kokku liita. Muutuja x astmete vaartused
saame leida definitsiooni jargi korrutades, st 2° = 1,z = 2,22 =z -z, 2% =
z - x - x jne. Tulemusena saadav kood voiks vilja ndha umbes nii:

def evall(a,x): # a on polunoomi kordajate loend
# © on wvddrtustuskoht
tulem = O
for i in range(len(a)):
xaste = 1

for j in range(i):
xaste *= x
tulem += al[i]l*xaste
return(tulem)

Loendi a moodustavad elemendid ag, a1, ..., a,_1, a,, mida on kokku n + 1
tiikki, st len(a) véirtus on n + 1. Niisiis votab muutuja i parajasti vadrtused
0,1,...,n — 1,n. Arvu = astme vadrtuse arvutamiseks votame muutuja xaste
algvaartusega 1 ning korrutame talle i korda juurde arvu z. (Muuhulgas kui
i vaartus on 0, saame kitte dige tulemuse 1.) Jaab iile suurendada muutujat
tulem suuruse a; - x* vorra ja l1opuks tulemus tagastada.

Ulesanne 3.15 Mitu liitmist ja korrutamist tuleb teha 3. astme poliinoomi
vddrtustamisel funktsiooni evall abil? Aga 5. astme poliinoomi korral? Kas
oskad vajalike aritmeetiliste tehete arvu iildistada ka n. astme poliinoomile?

3.2 Poliinoomide jaagiga jagamine

Jaotises 3.1 nagime, et poliinoome saab liita, lahutada ja korrutada. Kas polii-
noome saab omavahel ka jagada?
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Osutub, et saab kiill, kusjuures poliinoomide korral on olemas midagi lisna
sarnast tdisarvude vallast tuttavale jadgiga jagamisele. Seejuures jarkude kau-
pa jagamise asemel jagame astmete kaupa. Asi saab selgemaks niite varal.

Jagame poliinoomi z* + 223 — = + 3 poliinoomiga 22 — = — 3, st otsime
niisuguseid poliinoome Q(z) ja R(x), et

ot 4208 —x+3=(22 -2 -3)-Q(z) + R(z).
Kirjutame otsitava Q(z) kohale tiihjad sulud, jitame jagatavasse puuduva liik-
me z2 kohale veidi ruumi ja saame jargmise iileskirjutuse.
e A —x +3=(2%2—2-3)( )

Jagatava korgeima astme liige on z*, jagajal aga 2. Nende jagatis on 2, mis
annabki jagatispoliinoomi Q(x) esimese liikme.

zt + 223 —x +3= (2% -2 3)(a? )

Sarnaselt tdisarvude pika jagamisega leiame osakorrutise 2?2 - (22 — 2z — 3) =
x* — 2% — 322 ja lahutame selle jagatavast (st liidame vastandpoliinoomi —z* +

2% + 322) kuni astmeni z2.
ot 4+ 223 -z +3= (2% -2 —3)(a? )
—at + 23+ 322
323 + 322 —x

Tuues jagatavast juurde jargmise astme liikme —z, tuleb jirgmiseks jagada po-
liinoomi 323 + 322 — x. Jagades selle pealiikme 323 jélle jagaja pealiikmega z2
on tulemuseks 3z, mis annab meile jagatise Q(x) teise liilkme.

ot + 223 -z +3=(%>-2-3)(2a®>+3z )
—at + 2%+ 322
323+ 322 —u

Lahutame 3z - (2? — 2 — 3) = 32 — 322 — 9z vahetulemusest ja toome juurde

jagatava viimase liikme 3.
ot + 223 -z +3=(2%>-2-3)(2®>+3z )
—zt + 2%+ 322
323 + 322 —x
— 323 + 322 +9x
622 +8x +3

Viimase vahetulemuse pealiikme 622 ja jagaja pealiikme z2 jagatis on 6, mis
annabki otsitava jagatise viimase liikme. Lahutame 6- (22 —z—3) = 622 —62—18
viimasest vahetulemusest.

2t + 223 -z +3=(22—2-3)(2% + 32 +6)
—at + 23+ 322

323 +32%2 —=x

—32% 4+ 3224+ 9z

6x2 +8x +3
— 622 + 6z + 18

14x 421
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Jarele jadb lineaarpoliinoom 142 + 21, mille pealiikme aste on vdiksem kui ja-
gaja aste. See tihendab, et jagamine on loppenud ja 14z + 21 on jagamisel tek-
kinud jaak.
xt + 223 —x +3= (2% -2 —3)(2® + 32 +6) + 14z + 21
—z* 4+ 23 4 322
323 +322 —=z
— 323 4+ 322 + 92
6x2 +8x +3
— 622 462 +18
14z 4 21

Ulesanne 3.16 Kontrolli lahti korrutades, et

(2 —2—3)(2® +3x +6) + 14w +21 =z* + 22° —z + 3.

Ulesanne 3.17 (Talvine lahtine voistlus 2010, noorem rithm) Olgu «x selline
reaalarv, et 23 + 22 + 2 = 0. Leia avaldise 2® + 222 — 4z + 2010 vaartus.

3.3 Poliinoomide tegurdamine

Nagu ka tdisarvude puhul, pakub poliinoomide jdidgiga jagamise juures erilist
huvi olukord, kus jddk on null.

Definitsioon 3.3. Utleme, et poliinoom P(x) jagub poliinoomiga Q(x) ja kir-
jutame P(z) : Q(xz), kui nende jagamisel tekkiv jédk on 0, st leidub selline po-
liinoom S(z), et

P(z) = 5(x) - Q(a).

Sama seose kohta iitleme ka, et poliinoom Q(x) jagab poliinoomi P(zx), ja kir-
jutame Q(z) | P(x).

Téisarvude vallast tuttavale algarvu moistele vastab poliinoomide puhul
taandumatuse omadus. Kui algarvu p korral on tema ainus tegurdus triviaal-
ne 1 - p (ja negatiivseid tegureid arvestades ka (—1) - (—p)), siis poliinoomidel
on triviaalseid tegurdusi rohkem. Nii nditeks voime hulkliikme 222 + 4z — 6
esitada kujul

1
202 +4r —6=1- (20> +42 —6) =2 - (2 + 22 —-3) =4- (2x2+x—;’)

jne, aga need esitused ei anna meile tema omaduste kohta uut informatsiooni.
Huvitavaks ldaheb asi alles siis, kui tegurite aste on madalam kui tegurdatava
aste ja suurem kui 0.

Definitsioon 3.4. Utleme, et n. astme poliinoom P(x) on taanduv, kui leidu-
vad poliinoomid R(x) ja S(x) nii, et nende aste on vihemalt 1 ja
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Kui niisuguseid poliinoome R(z) ja S(x) ei leidu, nimetame poliinoomi P(z)
taandumatuks.

Ulesanne 3.18 Kas poliinoom 2 — x + 1 on taanduv voi taandumatu? (Otsime
reaalarvuliste kordajatega tegureid.)

Lahendus. Kui poliinoom 2 — x +1 oleks taanduv, peaksid leiduma esimese
astme reaalpoliinomid ax + b ja cx + d nii, et

2?2 —x+1=(az +b)(cx +d).

Paneme tidhele, et sel juhul peaksid antud poliinoomil leiduma reaalarvulised
nullkohad —2 ja —<. Téepoolest, a # 0ja ¢ # 0, sest muidu poleks az + b ja
cx + d esimese astme poliinoomid, ja lisaks

b . d
a- (—) +b=-b+b=0 ning c- <—> +d=—-d+d=0.
a &
Ruutvorrandi
??—2x4+1=0
diskriminant onaga —1 — 4 -1 = —5 < 0, seega poliinoomil 22 — z + 1 ei leidu

reaalarvulisi nullkohti. Jarelikult peab ta olema taandumatu. [J

Definitsioon 3.5. Vidrtust x, mille korral P(z) = 0, nimetatakse poliinoomi
nullkohaks ehk juureks.
Ulesandes 3.18 tundis tdhelepanelik lugeja loodetavasti dra jairgmise pohi-
koolist parineva tulemuse, mis annab iildise eeskirja ruutkolmliikmete tegur-
damiseks.

Teoreem 3.1 Kui ruutvorrandil az? + bz + ¢ = 0 on lahendid z; ja xo, siis
kehtib vordus
ax® +bx +c=alx —z1)(x — x2).

Ulesanne 3.19 (Loppvoor 1995, 9. klass) Leia koik tdisarvud n, mille korral
4n? 4 16n — 65 on algarv.

Harjutuses 3.18 nidgime, et reaalarvuliste kordajatega poliinoomi juure lei-
dumine on tihedalt seotud lineaarteguri leidumisega. Osutub, et need omadu-
sed ongi samavaarsed. Jargmist teoreemi tuntakse ka Bézout’ vdikese teoree-
mi! nime all.

Teoreem 3.2 Olgu P(z) reaalarvuliste kordajatega poliinoom ja a € R. Po-
liinoomi P(z) jagamisel vahega  — a tekkiv jadk on P(a). Muuhulgas on a
poliinoomi P(z) juureks parajasti siis, kui (x — a) | P(x).

Toestus. Jagame poliinoomi P(x) jadgiga poliinoomiga « — a. Kuna z — a on 1.
astme poliinoom ja jadk on jagajast madalama astmega, saab jadk olla ainult

IEtienne Bézout [bezu:] (1730 - 1783) oli tuntud Prantsuse matemaatik.
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0. astme ehk konstantne poliinoom; olgu ta niiteks c. Tahistades jagatise Q(x)
saame
P(z) = (r —a)-Qz) +c.

See vordus kehtib muutuja z iga vddrtuse korral, muuhulgas ka siis, kui z = a.
See asendus annab

Pla)=(a—a)-Qa) +¢=0-Qa) +c=c;

teisisonu — poliinoomi P(x) jagamisel vahega = — a tekkiv jadk ongi tapselt
P(a).

Niiiid on lihtne néha, et a on poliinoomi P(x) juureks (st P(a) = 0) parajasti
siis, kui P(x) avaldub kujul P(z) = (z — a) - Q(x) mingi poliinoomi @(x) korral,
st (z —a) | P(x).

O

Teoreemi 3.2 saab kasutada poliinoomi lineaartegurite otsimiseks. Lihtne
voimalus selleks on proovida 1dbi néiteks ¢ = 1, a = 2, a = —1 jne ning kui
moni neist osutub P(z) juureks, olemegi leidnud lineaarteguri = — a.

Eriti lihtne on kontrollida, kas ¢ = 1 on juur voi mitte. Selle juures osutub
kasulikuks jargmine teoreem.

Teoreem 3.3 Poliinoomi kordajate summa vordub tema vaartusega kohal 1.

Toestus. Olgu
P(2) = apa" +ap_12" '+ .. Farzt +ag.
Kuna iga i korral 1/ = 1, saame
P(1) =ap - 1"4+ap1-1" '+, +a-1'+ay=an+an_1+...+a1+ag.
O

Teoreemist 3.3 saamegi lihtsa kriteeriumi otsustamaks, kas 1 on vaadeldava
poliinoomi juur.

Teoreem 3.4 Arv 1 on poliinoomi P(z) juureks (ja seega ka P(z) : (z — 1))
parajasti siis, kui selle poliinoomi kordajate summa on 0.

Ulesanne 3.20 Poliinoomi kordajate pohjal saab lihtsasti otsustada ka seda,
kas —1 on antud poliinoomi juureks voi ei. Kuidas?

3.4 Lahendused

3.1 Jah, ka kompleksarvude puhul kehtib vordus = + = = 2x.
3.2 Tootavad nditeks sellised koodildigud:

for x in [1, -2.2, 3.14, -0.17]:
print (x-x,0)
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for x in [1, -2.2, 3.14, -0.17]:
print (x*x,x**2)

Pane tidhele, et reaalarve esitab Python iildjuhul ligikaudselt ja nii ei pruu-
gi néiteks (—0,17)? olla tdpselt see, mida sa eeldad.

3.3 (@) z2; (b) z* + 22 + 1.

3.4 Poliinoomid on méaaratud koigil reaalarvudel, aga funktsiooni x %

madramispiirkonda ei kuulu arv 0.

Ka siis, kui funktsiooni = % definitsiooni taiendada nii, et ta kohal 0
kuidagi lisaks maérata, ei saa me ikkagi poliinoomi. Selles voime veen-
duda niiteks pidevuseargumendiga (koik poliinoomid on pidevad, aga
funktsiooni z ~— 1 graafikul on kohal z = 0 hiipe —oo-st co-sse).

Kui me ei soovi kasutada pidevuseargumenti (mida koolis tegelikult ran-
gelt ei kasitleta), saame uurida funktsiooni = — % kditumist piirkonnas
(0; 1]. Kui = votab jérjest vdiksemaid positiivseid vaartusi, kasvab 1 tokes-
tamatult. Samas kui = € (0; 1], kehtib iga astendaja n > 1 korral vorratus
z™ < 1. Seega iilesandes 1.10 toestatud reeglite pohjal

lanx™ + an_12" V4.t asx? +ayx + ag| <
|anz™| 4 |an_12" 7 + ...+ |agz?| + |arz| + |ag| <
<lanl - 2" + lap—1] - |27 + .+ laz] - [22] + faa] - 2] + |ao| <
< Janl + 1an_1] + ... + la| + Jaol,

st poliinoomi vaartused selles piirkonnas on tokestatud.
3.5 Mitte eriti hdsti. P(27) =~ —30, sellal kui sin 27 = 0.

3.6 Koostame Pythoni skripti, mis arvutab ldhendpoliinoomi P viartuse si-
sendil z, arvestades liikmeid astmetega 1,3,5, ..., n. Seejuures kirjutame
eraldi abifunktsiooni avaldise 1-2-3-...-n vadrtustamiseks (seda suurust
nimetatakse arvu n faktoriaaliks ja tdhistatakse n!). Arvestame ka, et liik-
meid kujul % z* tuleb vaheldumisi liita ja lahutada so6ltuvalt sellest, kas i
jadk jagamisel 4-ga on 1 voi 3. Me kiill pole seda formaalselt toestanud,
aga iilesande 3.5 eeskujul GeoGebraga mangides nideme, et viga on koi-
ge suurem 16igu [—2m; 27| otspunktides (kusjuures mdlemas otspunktis
sama suur). Niisiis vdoime vea hindamiseks arvutada poliinoomi vaartuse
kohal 27 =~ 6,283185307 ja vorrelda seda arvuga sin 2w = 0.

def f(n): # faktoriaal
res = 1
for i in range(l,n+1):
res *= i
return(res)

def P(x,n): # mn on maksimaalne aste
sum = O
for i in range(1,n+1,2):
if i%4 ==
sum += 1/f(i)*x**i
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elif i%4 ==
sum -= 1/f(i)*x**xi
return (sum)

for n in range(1,20,2):
print (n,P(6.283185307 ,n))

Skripti prinditud tulemusest ndeme, et viga jadb alla 0 011 siis, kui votta
poliinoomi liikmeid vihemalt 17. astmeni.

3.7 1.-6. astme poliinoomde graafikud ndevad vilja umbkaudu sellised:

1. astme poliinoom 2. astme poliinoom
3. astme poliinoom 4. astme poliinoom
5. astme poliinoom 6. astme poliinoom

Nieme, et n. astme poliinoomi graafik teeb iildjuhul n — 1 ,,jonksu”.

Samuti ndeme, et paarisarvulise astmega poliinoomi graafiku harud on
suunatud {ihes suunas, aga paarituarvulise poliinoomi graafiku harudest
on {iks suunatud iiles ja teine alla. Kuna poliinoomi graafik on pidev, peab
paarituarvulise astmega poliinoomi puhul leiduma koht, kus tema graafik
labib z-telge. See tdhelepanek osutub meile hiljem kasulikuks kursuses
»vorrandid ja vorrandisiisteemid”. Paarisarvulise astmega poliinoomi pu-
hul pole z-telje labimine {ildjuhul garanteeritud.
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Selle, kuhupoole graafiku harud suunatud on, médirab &dra pealiikme kor-
daja mark. Kui pealiikme kordaja on positiivne, suundub graafiku parem-
poolne haru iiles, vastasel juhul aga allapoole. Miks? z-teljel paremale
liikudes kasvab muutuja z vadrtus kuitahes suureks. See tahendab, et kui
viike ka poleks poliinoomi pealiikme a,,z™ kordaja a,, absoluutvairtus,
kui ta on positiivne, saab a,xz™ l6puks ikkagi suuremaks kui kogu iilejda-
nud poliinoom. Jarelikult hakkab kogu poliinoomi vaartus mingist kohast
alates jarjest kiiremini kasvama. Juhul kui pealiikme kordaja on negatiiv-
ne, saame sama moodi arutledes, et mingist kohast alates peab poliinoo-
mi vddrtus hakkama jérjest kiiremini kahanema.

3.8 Tuletame meelde, et (z—1)? =22 —2x+1ja (v —1)% = 23 - 322+ 32 — 1.

Seega
1 1 1
p(z) +2(3J ) 8(33 )+16(33 )
_1+1 1 12+1 1+13 32+3 1
R R S S R T R T T T
1, 5, 15 5
= —r - ="+ —r+ —.

16 16 16 16

3.9 Uuri funktsioonide = — \/zjaz — £a® — 22?4+ 122+ 2 graafikud. Sel-

leks void kasutada néiteks GeoGebrat voi monda muud programmi, mis
oskab funktsioonide graafikuid joonestada. Kui oled funktsioonid digesti
sisestanud, tuleb pilt umbkaudu selline:

1.3 5.2, 15 . 5
3+ 16+ 164" T 167 T 16

2,5 |

15 |

0,5 |

05 1 15 2 25 3 35 4

Silma jargi tundub, et vaadeldav poliinoom ldhendab ruutjuurt hasti umb-
kaudu vahemikus [0,5; 2]. Kontrollime Pythoni abil, kui suur suhteline vi-
ga selle 16igu otspunktides on. (Me pole seda kiill formaalselt toestanud,
aga selle 1oigu sisepunktides on lahendus parem kui otspunktides, niisiis
piisab otspunktide uurimisest.)

from math import sqrt

def p(x): #Defineerime polunoomi
return (1/16*x**3-5/16*x**2+15/16*x+5/16)
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3.10

def suhtelineviga(x):
return (abs ((p(x)-sqrt(x))/sqrt(x)))

print (suhtelineviga (0.5))
print (suhtelineviga(1.8))

Kohal = 0,5 on suhteline viga umbes 0,0054, seega alla 1%, aga kohal
z = 2 on suhteline viga umbes 0,0165, st 1,65%. Sama skripti abil saame
leida, et suhteline viga kohal z = 1,8 on umbes 0,0077, mis jddb allapoole
lubatud veapiiri. Niisiis sobib selle iilesande vastuseks nditeks vahemik
[0,5; 1,8]. (See vastus pole péris tdpne ja tegelikult sobib ka veidi suurem
vahemik, aga meile piisab hetkel sellest.)

(a) Proovime kasutada poliinoomi p(z) poolt antud ldhendit. Kahjuks ei
klapi vahemik: a € [1;10), aga iilesande 3.10 pdhjal ldhendab p(z) ruut-
juurt hasti ainult vahemikus [0,5; 1,8].

Onneks saab sisendit teisendada. Kui a € [1;10), siis $ € [0,5;5). See
pole veel tédpselt see, mis vaja, aga sinnapoole. Kui votta a € [1;3), siis
2 ¢ [0,5;1,5), mis tdhendab, et vahemikus [1;3) on plaan selge: jagame
sisendi 2-ga ja rakendame tulemusele poliinoomi p.

Mida teha, kui a € [3;10)? Paneme téhele, et sel juhul ¢ € [0,5;1,(6)) ja
kuna 1,(6) < 1,8, mahume niilid dra vahemikku, kus poliinoom p ruut-
juurt hasti ldahendab.

Veel tuleb vilja moelda, kuidas poliinoomi valjundist /a kitte saada. Pa-
neme tahele, et vahemikus a € [1;3)

Ja— \/7 \/7~1414213562 p( )

ja vahemikus a € [3;10)

a a a
\/6_,/6-6_\/6-\[6~2,449489743.p(6).

Kokkuvottes saame jargmise programmijupi (mis kasutab funktsiooni p (x)
definitsiooni iilesandest 3.9):

def ruutjuur_a(a): # Eeldame, et 1 <= a < 10
if a<3:
return(1.414213562*p(a/2))
else:

return (2.449489743x*p(a/6))

(b) Kui b on paarisarv, siis saame ruutjuure arvutada kujul V10> = 1- 105.

Kui b on paaritu arv, on b — 1 paaris ja seega voime arvutada
V0P = V10- 1051 = /10 - V1001 ~ 3,16227766 - 107

Kokkuvottes saame koodijupi
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def ruutjuur_b(b): # Eeldame, et b on tdisarv
if b%2 ==
return(1l,b//2)
else:
return (3.16227766,(b-1)//2)

3.11 Triikime nditeks vilja suhtelised vead kohtadel 1;1,1;1,2;...;9,9:

def suhtelineviga(x):

return (abs ((ruutjuur_a(x)-sqrt(x))/sqrt(x)))
x=1
while x<10:

print (x,suhtelineviga(x))

x+=0.1
Selle programmi viljundist ndeme, et suhteline viga jadb alla 1% (tule-
ta meelde, et Python esitab nullildhedasi arve standardkujul, st néiteks
0,0000814026729413321 kohta kirjutab Python 8.14026729413321e-05).
Seda tulemust oligi oodata, sest me ju ise valisime ldhendi nii, et viga
alla 1% jaaks.
Funktsiooni ruut juur_a suhtelise vea kohal = saame siis nditeks kidsuga
suhtelineviga(x,ruutjuur_a).

3.12 Olgu reaalarv x esitatud standardkujul z = a - 10°, kus 1 < a < 10, b € Z.
Funktsioon ruutjuur_a(a) viljastab meile /a ligikaudse vddrtuse, mis
jaab ligikaudu vahemikku [1; 1/10). Funktsioon ruut juur_b(b) viljastab
paari (a1, b1), kus b; on tdisarv, a; aga on kas 1 voi /10. See tdhendab, et
ay -+/a jadb (ligikaudu) vahemikku [1; 10), st ta sobib vastuse tiiveks. Vas-
tuse eksponendiks sobib jarelikult b; ning kood tuleb kokkuvottes lihtne:
def ruutjuur_ab(a,b):

al,bl = ruutjuur_b(b)
return(al*ruutjuur_a(a),bl)

3.13 Sobib niiteks niisugune kood:
def suhtelineviga(x,f):

return (abs ((£f(x)-sqrt(x))/sqrt(x)))
3.14 Esimesel pilgul tundub, et see iilesanne ei saa ju eriti raske olla, aga siis

tuleb vilja, et funktsioon suhtelineviga ootab sisendiks {ihe muutuja
funktsiooni £, funktsioon ruutjuur_ab aga to6tab kahel muutujal, eel-
dades sisendiks reaalarvu standardkuju tiive ja eksponenti eraldi.

Niisiis tuleb kdigepealt kirjutada teisendusfunktsioon standardkuju, mis
viljastab antud reaalarvu tiive ja eksponendi. Selle leidmiseks on olemas
mitu voimalust. Naditeks voime kasutada meetodit format, mille abil saa-
me Pythonit sundida reaalarve standardkujul esitama?:

ZPeale meetodi format vdime kasutada ka logaritmi, millega tutvume kursuses ,Eksponent- ja
logaritmfunktsioon”.
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3.15

3.16
3.17

>>> "{:e}".format (2.5)
’2.500000e+00°

Edasi voime (stringina!) esitatud tulemuse tdhe e kohalt kaheks tiikiks
jagada ning viljastada esimese poole reaalarvuna, teise poole aga tiisar-
vuna. Kokkuvotteks voib vastav funktsioon vilja ndha naiteks selline:

def standardkuju(x):
stkuju = "{:e}".format (x)
tyvi,eksponent = stkuju.split(’e’)
t = float(tyvi)
e = int(eksponent)
return(t,e)

Niitid saame defineerida funktsiooni ruut juur ja seda katsetada. Ara unus-
ta, et funktsiooni ruut juur véaljund tuleb standardkujult jdlle tiheks reaal -
arvuks teisendada!

def ruutjuur(x):
a,b = standardkuju(x)
al,bl = ruutjuur_ab(a,b)
return(al*10**b1l)

for i in [2,3,5,7,11,13,17,19]:
print (i,ruutjuur (i), suhtelineviga (i, ruutjuur))

Funktsioon evalil kasutab z* arvutamiseks i — 1 korrutamist, lisaks tuleb
iga iiksliikme kohta veel iiks korrutamine kordajaga a,. Uksliikmete liit-
miseks ldheb vaja ka n + 1 liitmist (sest vadrtustamist alustatakse vaar-
tusest 0, millele tuleb koigepealt liita ka 0. astme tiksliige).

Niisiis kulub 3. astme poliinoomi vaartustamiseks 1 +2 + 3 +4 = 10
korrutamist ja 4 liitmist, 5. astme poliinoomi korral aga 1+2+3+4+5+6 =
21 korrutamist ja 6 liitmist.

n.astme poliinoomi leidmiseks on vaja n+1liitmistja 1+2+. . .+n+(n+1)
korrutamist. Kas viimast avaldist saab kuidagi kompaktsemalt esitada?
Uldjuhul dpime niisuguste summade arvutamist kursuses ,,Funktsioonid.
Arvjadad”, aga praegu voime tdhele panna, etkui S =1+2+... +n+
(n+ 1), siis

28=142+...4n+(n+1l)+(n+1)+n+...+2+1=
=1+Mm+1)+C2+n)+...+n+2)+((n+1)+1) =
=(n+1)(n+2),

seega S = 7(”+1)2("+2).

Vastus: 2014.
Jagame poliinoomi z° + 222 — 4z 4 2010 jaagiga poliinoomiga 22 + 2z + 2:
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z° + 222 — 42 + 2010 = (23 + 2z + 2)(2? — 2) + 2014
— 25 — 223 — 222
— 223 — 4z 4 2010
223 + 4z +4
2014
Kuna iilesande tingumuste pohjal 2® + 2z + 2 = 0, saame
2°4+22% — 4242010 = (23422+2) (2% —2)+2014 = 0-(22—2)+2014 = 2014
3.19 Vastus: sobivadn = —7jan = 3.
Ulesande ruutkolmliikme tegurdamiseks vaatleme n-ireaalarvulise muu-
tujana ja lahendame ruutvorrandi 4n? + 16n — 65 = 0. Ruutvorrandi la-
hendivalem annab
~16+/(=16)2 —4-4-(—65) —16++/1296 —16+36
n1,2 = = = .
2.4 8 8
Niisiis ny = —+ ja ny = 2, mistottu teoreemist 3.1
) 13 5
dn® +16n — 65 =4 - n—l—? n-y = (2n+13)(2n — 5)
iga reaalarvu, aga jarelikult ka iga tdisarvu n jaoks.
Korrutis (2n + 13)(2n — 5) saab tdisarvulise » korral anda algarvu ainult
siis, kui 2n 4+ 13 = 41 v0i 2n — 5 = £1. Voimalikud n vdidrtused on seega
—7,—6,2 ja 3. Leiame uuritava avaldise vdartuse nende n-ide jaoks.

(2-(=7) +13)(2- (=7) = 5) = (=1) - (~19) = 19,

(2-(=6) +13)(2- (—=6) —5) = 1 (=17) = —17,
(2-24+13)(2-2—-5) =17 (=1) = —17,
(2-34+13)(2-3-5)=19-1=19

Kuna —17 pole algarv, sobivad ainult n = —7jan = 3.
3.20 Vaatleme jille poliinoomi

P(z) = apz" + an_12" ' + ...+ a1z’ +ag.
Olgu —1 selle poliinoomi juureks, st
0=P(-1)=a, - (-1)"+ap_1- ()" +...+a-(~1)" +ao.
Paneme téhele, et jadas (—1)", (—1)"71, (=1)"=2,...,(=1)}, (=1)! esine-
vad vadrtused 1 ja —1 vaheldumisi, seega on avaldis

A (D)™ +an1- (D" 4. Far (1) +ag

poliinoomi P kordajate vahelduvate markidega summa. Niisiis on —1 po-
liinoomi juureks parajasti siis, kui selle poliinoomi kordajate vahelduvate
mirkidega summa on 0.
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