Siinsesse peatiikki on autor koondanud iilesandeid, mis konkreetsete teemade alla
ei mahtunud, aga olid autori hinnangul nii huvitavad, et vddrisid kohta selles raamatus.

Ulesanded

Ulesanne 40.1 (Loppvoor 2001, 10. klass) Joonisel on kujutatud kolm ruutu. Leia
nurkade ADC ja BDC suuruste summa.
D

A B C

Ulesanne 40.2 (Loppvoor 1995, 12. klass) Arvuta summa

1 1 1 1
lo=dr2e=aF8o=9r 00 B° == cc0 o
2 4 8 2n

Ulesanne 40.3 (Ldppvoor 2014, 12. klass) Tahvlile kirjutatakse mingi positiivne tdisarv
n tihe korra, seejarel kirjutatakse arvu n — 1 kaks korda jne, igal jargneval sammul
kirjutatakse viimati tahvlile kirjutatud arvudest iihe vorra vdiksemat arvu kaks korda
rohkem kordi. Nullideni joudmisel 16petatakse. Toesta, et 1opuks tahvlil olevate arvude
summa on viiksem kui 2"*1,

Ulesanne 40.4 (Loppvoor 2011, 12. klass) Kas leidub selline positiivne reaalarv C, et
koigi positiivsete reaalarvude xi, x», X3, x4 korral kehtib vorratus

X1Xo + X1X3+ X1 X4 + XoX3 + XoX4 + X3X4 < C(X1X2 + X2 X3+ X3X4 + X4X1) 2

Ulesanne 40.5 (Loppvoor 2012, 12. klass) Rivis seisab tiksteise taga 2" sddurit, kus n
on positiivne tdisarv. Igal imberrivistumisel voetakse uue rivi etteotsa enne paaritutel
kohtadel seisnud s6durid (nende omavahelist jarjekorda muutmata) ja nende jdrele
enne paariskohtadel seisnud s6durid (samuti omavahelist jirjekorda muutmata).
Toesta, et n timberrivistumise jarel on sodurid samas jarjekorras nagu alguses.
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Ulesanne 40.6 (Ldppvoor 2020, 12. klass) Kas leidub selline positiivne tdisarv n, et arvu
2" esimene number on 3 ja teine number on 9?

Ulesanne 40.7 (Talvine lahtine voistlus 2006, vanem rithm) Kas leidub naturaalarv
n > 2, mille korral mingi 7 jirjestikuse tdisarvu ruutude summa on omakorda tdisarvu
ruut?

Lahendused

40.1 Vastus: 135°.
Peegeldame antud ruute nende iihise lilemise servaga méiratud sirge suhtes;
olgu punktide B ja C peegeldused vastavalt B’ ja C'.

B’ C'

D

A B C

Paneme tihele, et punkti A saame punktist D p66rdega 90° vorra péaripideva
{imber punkti B". Seega on ADB’ vordhaarne tdisnurkne kolmnurk tipunurgaga
/ADB' = 45°. Niiiid saame lihtsasti leida, et

/ADC+ /BDC=/ADC+ /B'DC' =180°- ZADB' =180° —45° = 135°.

40.2 Teisendame iilesande avaldist ja kasutame geomeetrilise jada summa valemit:

1
l'=+2-—4+3-—+...4+n- —+...=
2 n
(1 1 1 ) 1 1 1 ) (1 1 1
D T Rl o e e S I B e e PP O
2 4 8 4 8 16 8 16 32
1 1 1
2 4
1 1
=l+-+-+...=2

40.3 Igal sammul kirjutatakse tahvlile 2 korda rohkem arve kui eelmisel. Koigi tahvlile
kirjutatud arvude summa on seega

1'n+2-(n—-D+4-(n-2)+...+2"%.3+2"2.242" 1.1,

Paneme tihele, et kui jagada seda summat arvuga 2", on tulemuseks

n n-1 n-2 3 2 1

2—n+ on-1 + on—2 +...+§+2—2+§.

Viimases avaldises tunneme dra iilesande 40.2 1opmatu summa l1opliku osasumma.
Seega kui koigi tahvlile kirjutatud arvude summa on S, kehtib vorratus

S
— <2,
2]’!

millest omakorda jireldub kiesoleva iilesande viide S < 2""*1,
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40.4 Vastus: ei.
Ulesande vorratus on samaviirne vorratustega

X1X3+XoXg < (C-1D(x1x2 + Xp X3+ X3X4 + X4X1),

X1X3+ XXy <C-1

X1X2 + X2X3 + X3X4 + XgX1

Nditame, et viimase vorratuse vasaku poole avaldis voib votta kuitahes suuri
vadrtusi. Selleks voime x; ja x3 valida suured ning x; ja x4 vdikesed. Nditeks kui
x1=x3=X>0jaxy=x4= X! siis X1X3 = X2, XoX4 = X_zja X1X2 = XpX3 = X3X4 =
x4x1 = 1. Sel juhul

X1X3 + X2X4 X2+X_2 X2

= > .
X1X2 + XoX3 + X3Xq + X4 X1 1+1+1+1 4

Viimane avaldis voib X kasvades votta kuitahes suuri vidrtusi ega saa seega olla
iilalt tokestatud iihegi konstandiga.

40.5 Nummerdame sodurid algjédrjestuses numbritega 0, 1,...,2" — 1. Lihtne on niha,
et sodurid number 0 ja 2" — 1 jddvad alati oma algsetele kohtadele. Mis toimub
teiste soduritega? Kirjutame véilja esimese timberjdrjestuse tulemuse n =4 (ehk
16 s6duri) jaoks:

012345 6 7 89 10 11 12 13 14 15

0 246 8 10 12 141 3 5 7 9 11 13 15

Nieme, et positsioonidele number 0,1,2,...,2" ! — 1 asuvad sddurid vastavalt
numbritega2-0 =0,2-1=2,2-2=4,...,2-(2""1 1) = 2" -2, Ka teise poolde asuvate
sodurite jarjekorranumbrid 1,3,5... kasvavad 2 vorra. Kas me saame ka neid
vidljendada 2-ga korrutamise abil nii, et tekiks vastavused 8 — 1,9 — 3,10 — 5 jne?

Jah, saame, kui leiame korrutise jadgi mooduli 15 jirgi, kuivord 2-8 = 1 mod 15,

2:-9=3 mod 15 jne.

Uldjuhul ndeme, et positsioonidele number 271,21 +1,...,2" — 2 asuvad
sodurid vastavalt numbritega

2.2 1 =2"=1mod 2" -1),
2.2"1+1)=2"+2=3mod 2"-1),

c)

2.2"-2)=2""1_4=2"_3mod 2" -1).

Jaab veel tihele panna, et mooduli 2" — 1 jargi taandamine ei muuda midagi
ka esimese poole sodurite jarjekorranumbrite arvutuses. Seega kokkuvottes satub
esimese limberjdrjestamise tulemusena positsioonile number i sddur number
2-imod 2" -1) (kusi=0,1,2...,2" — 2; sodur number 2" — 1 jddb paigale).

Sama aruteluga jatkates ndeme, et teise imberjdrjestamise tulemusena satub
positsioonile number i sédur number 2-2-i mod (2" — 1), kolmanda timberjar-
jestamise tulemusena sddur number 2% - i mod (2" — 1) jne. Ulaltehtud niidet
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jatkates saame:

012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
024 6 8 10 12 14 1 3 5 7 9 11 13 15
048121 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11 15
081 9 210 3 11 4 12 5 13 5 14 7 15
o012 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

n.imberjirjestamise tulemusena satub positsioonile number i (kusi =0,1,2...,2" -
2) sodur number
2" i=imod 2" -1),
sest 2" =1 mod (2" — 1). Kuna sédur number 2" — 1 on kogu aeg paigal, olemegi
tilesande véite toestanud koigi sdodurite jaoks.

40.6 Vastus: jah.
Peame nditama, et leiduvad positiivsed tdisarvud k ja n nii, et

3,9-10" <2" <4-10*.
Vorratused jadvad samavaddrseks, kui votame koigist avaldistest kiimnendlogarit-
mid:

log(3,9-10%) <log(2™) <log(4-10%),
log3,9+ k<n-log2<logd+k,
log3,9<n-log2—-k<log4.

Kuna log3,9 ja log4 kuuluvad vahemikku (0;1), on viimane vorratuste ahel
samavadrne viitega, et leidub positiivne tdisarv n nii, et

log3,9 < {n-log2} <log4,

kus {x} tdhistab reaalarvu x murdosa.
Uurime, kuidas kditub suuruse n-log2 murdosa. Kdigepealt paneme tdhele, et

a
log2 on irratsionaalarv. Téepoolest, kui leiduks kaks tdisarvu a ja b nii, et log2 = 7
siis peaks kehtima vordused

10'°82 = 107,
2=10%,
2b — 109,

mis aga pole voimalik.

Lahenduse idee on niidata, et x on irratsionaalarv, saab {n - x} viia kuitahes
vdikeseks. Formaalselt tdestame, et iga € > 0 jaoks leidub positiivne tdisarv n nii,
et{n-x}<e.

Kohe on selge, et iildisust kitsendamata piisab, kui vaatleme juhtu x € (0; 1),
sest meid huvitavad ainult avaldiste 7 - x murdosad.

Lisaks paneme tdhele, et kuivord x on irratsionaalarv, ei saa n - x (positiivse
tdisarvu n korral) olla tdisarv. Muuhulgas tdhendab see, et iga positiivse tdisarvu
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n korral kehtib vorratus {n - x} > 0. Samuti ndeme, et kui m ja n on erinevad
positiivsed tdisarvud, siis {m - x} # {n- x}, sest muidu oleks arvu (m — n) - x murd-
osa 0 ehk see arv ise oleks tdisarv; vastuolu arvu x irratsionaalsusega.

Murdosi {x}, {2x}, {3x},... on graafiliselt mugav kujutada ringjoonel pikkuse-
gal.

2

~ I5x

Uleminek arvult {n- x} arvule {(n + 1) - x} vastab péodrdele mingi nurga y vorra.
Kui arvu x kordne iiletab mone jdrjekordse tdisarvu, saame sellest tdisosa maha
vOtta, mis vastab tépselt tdispoorde mahavotmisele vastavast nurgast.

Toestame koigepealt, et iga irratsionaalarvu x € (0; 1) jaoks leidub positiivne
tdisarv n nii, et {n-x} < {21} = g Olgu n; vdhim selline positiivne tdisarv, et n;-x > 1.
Siis muidugi (n; — 1) - x < 1 (vOrdus ei saa kehtida, sest x on irratsionaalarv!).
Jarelikult {n; - x} € (0; x). Kui {n; - x} € (0; g], oleme otsitava taisarvu leidnud.

X
Teisel voimalikul juhul {n; - x} € (5; x) vaatleme nurka f, mis jdib ringjoonel
arvudele {n; - x} ja x vastavate punktide vahele; niisiis on § nurk, mis vastab arvus
{n-x} kordaja n suurendamisele n; — 1 vorra.

T Bm-2)x
; .. .0,5x
— B iem-1-x
DA {
- -+{ny-x}
~ \\\ﬁ 1
Y x={x}

Téanu konstruktsioonile peavad kehtima vorratused 0 < § < g Seega leidub

nurgal B niisugune tdisarvuline kordne m - §, et % < m- f <y (joonisel niiteks

X
m = 3). See aga tdhendab, etkuin =m-(n;-1)+1=m-n;+m—1,siis{n-x} € (0; 5)’

nagu oligi tarvis.
Korrates seda konstruktsiooni lahtudes leitud arvust {n - x}, saame leida tdisar-

- {n
vu n’' nénda, et {n’- x} <

Xt x .. - X
< 7 Siis omakorda tdisarvu n” nonda, et {n" - x} < 3

. - . X .
jne. Kokkuvottes saame arvu {n - x} teha vidiksemaks igast arvust 27; see avaldis
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40.7

aga muutub piisavalt suure ¢ vairtuse korral viiksemaks suvalisest etteantud
positiivsest konstandist €.

Valime niitid € = log4 —log3,9 ja olgu ¢ niisugune positiivne tdisarv, et kehtib
vorratus {f-log2} < €. Kuna vahemiku (log3,9;log4) pikkus on ¢, peab leiduma
selline positiivne tdisarv s, et s-{f-log2} € (log3,9;log4). Kuna ilmselt kehtib
vordus s-{f-log2} = {s- t-log2}, sobivad iilesandes otsitavateks arvudeks n =s- t
jak=[n-log2] (arvu n-log?2 tdisosa).

Selles lahenduses polnud tegelikult oluline, milliseid numbreid me astme
alguses tdpselt ndha soovime, ega isegi see, millist tdisarvu me astendame (seni
kuni see tdisarv ise pole arvu 10 aste). Niisiis saame analoogiliselt tdestada palju
tildisema tulemuse, mille kohaselt suvaliste kiimnendnumbrite a; #0, ao, ..., a;
ja suvalise positiivse tdisarvu (mis pole 10 aste) r jaoks leidub selline positiivne
tdisarv n, et r'* esimesed numbrid on a; 4> ... a;.

Arvutiiilesanne 40.1 Kirjuta programm, mis saab sisendiks suvalise positiivse
tdisarvu (mis pole 10 aste) ning kiimnendnumbrite jarjendi a; #0, ay, ..., a; ja
viljastab vidhima positiivse tdisarvu n, mille jaoks arvu et r”* esimesed numbrid
onaya...a;.

Python toetab vaikimisi suvalise pikkusega tdisarve, nii on iiks voimalik
lahendusstrateegia arvude r!, 72,73 ... jirjest l4bi proovimine. Siiski pead arves-
tama, et arvud r” kasvavad viga kiiresti ja see hetk, mil nad enam arvuti méllu
ara ei mahu, voib tulla kiiremini, kui sa arvata oskad!

Milline on vihim 7, mille korral arv 2" algab numbritega 3 ja 92 Aga numbri-

tega 1,0,02 Milline on vdhim 7, mille korral arv 3" algab numbritega 3, 1,4?

Vastus: jah.
Ulesande 1.2 pohjal teame, et iga naturaalarvu n = 1 korral kehtib vordus
2 nn+1)2n+1)
= 5 )

124+22+43%°+...4+n

Uks voimalus antud iilesandele lahendust leida on panna tihele, et n = 24 korral
n
on — =4,n+1=25ja2n+1 =49 tdisruudud, seega peab tdisruut olema ka summa

12422 +3% 4. +24%

Siistemaatilisema ldhenemisena voime alul proovida vélja selgitada, millised
arvud iildse n vadrduseks sobivad.

Mooduli 3 jirgi teame, et kui k = 0 mod 3, siis ka k*> = 0 mod 3, aga kui k =
1 mod 3 voi k = 2 mod 3, siis k> = 1 mod 3. See tihendab, et kolme jarjestikuse
tdisruudu summa annab 3-ga jagades alati jadgi 2 ega saa seega ise tdisruut olla.
Niisiis n = 3 lahendeid ei anna.

n = 4 puhul voime sama moodi uurida jidke modulo 4. Me teame, et paa-
risarvu ruut jagub 4-ga, paaritu aru ruut aga annab 4-ga jagades jaigi 1. Nelja
jarjestikuse tdisruudu summa annab seega 4-ga jagades jadgi 2 ega saa jdrelikult
tdisruutu anda. Sama moodi annab 5 jdrjestikuse tdisruudu summa 4-ga jagades
jadgi 2 voi 3, 6 jarjestikuse tdisruudu summa aga alati jadgi 3. Niisiis ei sobi n
vadrtusteks ka 4,5 ja 6.

Mooduli 16 jargi on jdrjestikuste tdisruutude jadgid 0, 1,4,9,0,9,4, 1,0 jne. See
tdhendab, et 7 jarjestikuse tdisruudu summa saab modulo 16 olla 3,8,11 voi 12;
8 jdrjestikuse tdisruudu summa saab modulo 16 olla aga ainult 12. Niisiis ei sobi n
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vadrtuseks ka 7 ja 8.

Mooduli 9 jérgi jirjestikuste tdisruutude jidgid 0,1,4,0,7,7,0,4,1 jne. Uheksa
jarjesikuse tdisruudu summa jadk jagamisel 9-ga on seega alati 6, mistottu ei sobi
n vaartuseks ka 9.

Niisis peab n véirtus selle tilesande lahenduses (kui lahendus {ildse eksis-
teerib) olema vihemalt 10. Niiiid tuleb hakata proovima jdrjestikuste tdisarvude
ruutude summasid 10, 11,12 jne kaupa. Selleks, et uuritavaid tdisruute voimalikult
vdikestena hoida, on kaval valida umbes pooled arvudest negatiivsed. Méningase
katsetamise jdrel jouame nii lahendini

(=4)? + (=32 + (=2 + (-1)> + 0+ 12+ 2% + 3% + 4> + 5% + 6> = 121 = 11°.
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