Kolmnurk on iiks lihtsamaid geomeetrilisi objekte (ainult kolm tippu ja kolm kiilge,
kui keeruline ta ikka olla saab!). Ndilisele lihtsusele vaatamata peidab kolmnurk endas
ammendamatus koguses seoseid ja omadusi, mis voistlusiilesannete loojatele palju
inspiratsiooni pakuvad.

Selles peatiikis keskendume iilesannetele, mis seovad omavahel méodetavaid vaar-
tusi, (Ioikude pikkused, nurgad, pindalad jmt). Sissejuhatuseks vaatame iile moned
olulisemad tulemused, mida matemaatikavoistlustel ikka ja jille tarvis 1aheb. Nende
tulemuste sonastustes ja toestustes tdhistavad A, B ja C kolmnurga tippe, a, b ja c nende
tippude vastaskiilgede pikkusi, a,  ja y vastavate nurkade suurusi, S kolmnurga pindala,
p pooliimbermdotu ning r ja R vastavalt sise- ja imberringjoone raadiust.

Teoreem 39.1 (Siinusteoreem) Igas kolmnurgas kehtivad vordused

a b c
——=——=—==UR
sina sinff siny

Toéestus. Toestame vorduse a = 2Rsin a. Teiste kiilje-nurga paaride jaoks on vastava
vorduse toestus analoogiline ning neist vordustest jareldub teoreemi véide.

Koigepealt paneme tdhele, et kui @ = 90°, siis vdide kehtib tinu Thalese teoreemi
poordteoreemile (vt teoreem 28.3). Téepoolest, iihest kiiljest siis sina = 1, teisest kiiljest
aga on nurga a poolt piiratud timberringjoone kool a iihtlasi selle ringjoone diameetriks,
mistottu a = 2R = 2Rsina.

Vaatleme niiiid juhtu, kus @ on teravnurk. Tahistagu A’ tipust B iimberringjoonele
tommatud diameetri teist otspunkti (erijuhul voib olla A = A').

////

_
_-~a)
|
|
|

)
//
p
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510 Peatiikk 39. Meetrilised seosed kolmnurgas

Kuna punktid A,B,C ja A" asuvad iihel ringjoonel, saame /CA'B = ZCAB = a (vt
teoreem 29.2). Kuivord A’'B on diameeter, teame Thalese teoreemist, et kolmnurk A'BC

on tdisnurkne, seega
|BC| a

sina =sin/CA'B = =
|A'B] 2R

)

mida oligi tarvis toestada.
Kui a on niirinurk, vaatleme samuti tipust B iimberringjoonele tommatud diameetri
teist otspunkti A’ ja tdhistame a' = ZCA'B.

Niiiid saame teoreemist 29.2, et & + a’ = 180°. Jarelikult sina = sina’ ning toestuse saab
l6petada analoogiliselt teravnurkse juhuga. O

Teoreem 39.2 (Koosinusteoreem) Igas kolmnurgas kehtivad vordused

a’>=b*>+c*-2bccosa,

b? = cz+a2—20acos/3,

¢ =a® +b*—2abcosy.

Toestus. Toestame esimese vorduse; teiste vorduste tdestus on analoogiline.
Tombame tipust C kiiljele AB korguse pikkusega h. Vaatleme kdigepealt juhtu, kus
korguse aluspunkt F satub kiiljele AB ning jaotab selle kiilje 16ikudeks pikkustega d ja e.

Tdisnurksetes kolmnurkades BCF ja AFC saame kasutada Pythagorase teoreemi:

azzh2+e2,
b’ =h*+d*.
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Lahutame esimesest vordusest teise:

P—b=e—d?,

a?=b*+(e-d)(e+d).
Kuna d + e = ¢, saame e — d = ¢ — 2d ja kokkuvottes ka noutud vorduse
a?=b*+e-d(e+d) =b*>+(c-2d)c=b*+c*>-2cd =b*+c*-2bccosa,

sest d = bcos a. Paneme tihele, et see toestus tootab ka erijuhul, kus a = 90°, st A =
F ja d = 0. Sisuliselt taandub koosinusteoreem tdisnurkse kolmnurga jaoks lihtsalt
Pyrhagorase teoreemile.

Vaatleme jargmiseks juhtu, kus korguse aluspunkt F satub 16igu AB pikendusele iile
punkti A. Tdhistame 16igud nii nagu joonisel ndidatud. Lisaks tihistame a' = /FAC =
180° — a.

Analoogiliselt iilaltehtuga saame tdisnurksetest kolmnurkadest BCF ja AFC
a’=h*+é*,
b*=h*+d*.
Lahutame esimesest vordusest teise:
- = —d2,
a®=b*+(e-d)e+d).
Kuna praegusel juhul d + ¢ = e, saame e—d = ¢, e + d = ¢ + 2d ja kokkuvottes ka noutud
vorduse
a*=b*+(e—d)(e+d) =b*+c(c+2d) = b*+c* +2cd = b* + c¢* + 2bccosa’ =
=b?+c?+2bccos(180° — a) = b* + ¢ — 2bccos a,
sestd = bcosa'.
Kui tipust C tommatud korguse aluspunkt satub punktile B v6iloigu AB pikendusele
iile punkti B, peab tipu B juures asuma kolmnurga ABC suurim nurk. See omakorda
tdhendab, et tipust B kiiljele AC tommatud korguse aluspunkt peab asuma kiilje AC

sisepiirkonnas. Niiiid saame tippude B ja C ning kiilgede b ja c rolle vahetades kasutada
tOestuse esimeses osas toodud arutelu ning ndidata, et

a’=c*+b*-2chcosa =b*+c*—2bccosa.
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Voistlusiilesannetes tuleb sageli leida v6i kasutada kolmnurkade pindalasid. Peale

h
pohivalemi S = a? on kasulik teada veel teisigi valemeid.

Teoreem 39.3 Kolmnurga pindala jaoks kehtivad jairgmised seosed:

1 1 1
1. S:Eabsin}/, S:Ebcsina, Szgcasin,ﬁ,

2. S=pr,
abc
3. §S=—,
4R
4, S:\/p(p—a)(p—b)(p—c) (Heroni valem).

1
Toestus. 1. Toestame vorduse S = —absiny; teiste vorduste toestus on analoogiline.

Tombame tipust A kiiljele BC korguse pikkusega /. Paneme tdhele, et i = bsiny
soltumata sellest, kas y on terav-, tdis- voi niirinurk.

A
h=b
B B “C B
a
Niisiis .
_ah _absiny
2 2

mida oligi tarvis toestada.

2. Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt.

Avaldame kolmnurga ABC pindala kolmnurkade BCI,CAI ja ABI pindalade
summana:

ar br c¢r a+b+c
S:S +S +S =4t — 4 —=— 71 =pr.
BCI+ OCAI T SABI 5 > > 2 p

. C L. e c
3. Kasutame praeguse teoreemi 1. osa ja siinusteoreemi, mille pdhjal siny = ﬁ:

1 . 1 c abc
S=—-absiny=—-ab- — =——.
2 2 2R 4R
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4. Olgu I jélle kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt ning olgu x, y ja z vastavalt
tippudest A, B ja C siseringjoonele tommatud puutujaléikude pikkused. Samuti

teame, et AI, BI ja CI on vastavate nurkade poolitajad.

Nideme, et kehtivad vordused

y+z=a,
z+x=>b,
xX+y=c.
Nende vorduste liitmisel saame
a+b+c
2x+2y+2z=a+b+c ehk x+y+z:T:

Jarelikult
x=x+y+2)-(y+2)=p-a,
y=x+y+z2)—-(z+x)=p-—->b,
z=x+y+z2)—(x+y)=p-—c.

a a
Kuna a + f+7y = 180°, siis 5 + g + Y_ 90°, millest omakorda saame 5 + > =

14 Kasutame nurkade summa tangensi valemit:

oYY sinYl re
cos(90°-1%) sin{ tani

90° — —.
2
(a ﬁ) tan % + tan &
tan|—+=|= 5
2 2 1-tan7-tans
Teisest kiiljest
y) sin(90°—%) ~ cos% 1

a
tan(—+é) :tan(90°—— =
2 2 2
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Jarelikult

a B
tang +tan§ 3 1

1—tan%-tang tan%

a a
tanz-(tan—+tané) = l—tan—-tané,
2 2 2

B i Y 4

a a
tan—-tan—+tan—-tan—+tan—-tan—=1.
2 2 2 2

Ulaltehtud jooniselt ndeme, et

a r r r
tan— = —, tanéz— ja tanZ:—.
2 x 2y 2 =z

Asendades need vairtused tuletatud vordusesse, saame
rr rr rr
——t ==t —-—=1,
Xy ¥y z z X
rPz+rix+ rzy =Xxyz,
(x+y+ z)r2 =xyz,
pr2 =Xxyz,
p2 r? = pxXyz.
Teoreemi 2. osast teame, et S = pr, jarelikult

S=pxyz= \/p(p—a)(p—b)(p—c),

mida oligi tarvis toestada.

O

Vahel on kasulik teada, kuidas avaldub mediaani pikkus kolmnurga kiilgede pikkuste
kaudu. Alljargnev teoreem on ndide tulemusest, mida autor ei soovita lugejal mehaa-

niliselt pdhe oppida. Pigem tasub meelde jitta tdestus, et siis vajalikud valemid iihe
minutiga kdigu pealt uuesti tuletada.

Teoreem 39.4 Olgu m,, my, ja m. vastavalt kiilgedele pikkustega a, b ja ¢ tommatud
mediaanide pikkused. Siis kehtivad seosed

, b*+c? a? , c2+a® b , a*+b*
= ——, mi= -— ja mi= -—.

m
a 2 4 2 4 ¢ 2 4

Toestus. Toestame esimese vorduse; lilejadnud vorduste toestus on analoogiline. Olgu
M Xkiilje BC keskpunkt M ning Z/BMA = ¢. Siis ZCMA=180° — ¢

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

515

Koosinusteoreem kolmnurkades ABM ja AC M annab vastavalt

cz—(a)2+m2 2 acos
2 a g COSP

2 _ (&2 2 _, 4 °o_ .\ _
b _(2) +m =2 cos(180° ~ ) =
2
:(ﬁ) +m2+2-Zcose.
2 2

Neid vordusi liites saame

2
a
b*+c*=—+2m?,
millest omakorda
, b+t a?
my, = -—,
2 4
nagu oligi tarvis toestada. O
Ulesanded

Ulesanne 39.1 (Piirkonnavoor 1997, 9. klass) Avalda vordhaarse tdisnurkse kolmnurga
pindala S selle kolmnurga siseringjoone raadiuse r kaudu.

Ulesanne 39.2 (Loppvoor 2022, 10. klass) Teravnurkse kolmnurga ABC timberringjoo-
ne raadius on R ning korguste ldikepunkt on H. Toesta, et |AH I+ |BC|* = 4R%.

Ulesanne 39.3 (Loppvoor 2997, 11. klass) Kolmnurga kiilgede pikkused a, b ja ¢ rahul-

davad vordust
ad+b*+c

a+b+c
Leia kiilje c vastas asuva nurga suurus.

Ulesanne 39.4 (Piirkonnavoor 2004, 11. klass) Tdisnurkse kolmnurga kaatetitele tom-
matud mediaanide pikkused on V2 ja V/3. Leia selle kolmnurga hiipotenuusi pikkus.

Ulesanne 39.5 (Piirkonnavoor 2000, 11. klass) Tdisnurkse kolmnurga ABC siseringjoon
puutub hiipotenuusi AB punktis D. Toesta, et kolmnurga ABC pindala on vordne
16ikude AD ja BD pikkuste korrutisega.

Ulesanne 39.6 (Piirkonnavoor 1996, 12. klass) Kolmnurga sise- ja imberringjoone raa-
diused on vastavalt r ja R ning selle kiilgede pikkused a < b < ¢ on mingi aritmeetilise

jada jarjestikusteks liikkmeteks. TOesta, et rR = =

Ulesanne 39.7 (Loppvoor 1993, 10. klass) Tédisnurkse kolmnurga siseringjoone raadius
on r ja hiipotenuusile tommatud korgus on h. See korgus jaotab antud kolmnurga
kaheks kolmnurgaks, mille siseringjoonte raadiused on vastavalt r; ja r,. TOesta, et:

a) nn+ro+r=h;

2, .2_ .2
b) ri+r;=r".
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Ulesanne 39.8 (Loppvoor 1994, 11. klass) Toesta, et mistahes kolmnurga korral kehtib

samasus .
a
E _ cots +cots
r 2siny
kus a, 8,y on selle kolmnurga nurgad ning R ja r vastavalt tema timber- ja sisering-
joone raadiused.

Ulesanne 39.9 (Loppvoor 2017, 12. klass) Toesta, et igas kolmnurgas leidub mediaan,
mille pikkuse ruut on vihemalt v/3 korda suurem selle kolmnurga pindalast.

Ulesanne 39.10 (Loppvoor 2011, 11. klass) Kolmnurga ABC tipust C tommatud me-
diaani aluspunkt on M. Téesta, et kolmnurga ACM timberringjoone raadiuse ja tipust
M tdommatud korguse korrutis vordub kolmnurga BCM iimberringjoone raadiuse ja
tipust M tommatud korguse korrutisega.

Vaata ka iilesandeid 29.6, 24.12 ja 38.25.

Lahendused

39.1 Vastus: (3+2v2)r?.
Olgu vaadeldav kolmnurk ABC, tema siseringjoone keskpunkt I ning sisering-
joone puutepunktid kiilgedega D, E ja F. Teeme joonise.

Kuna /EAF = /AFI = ZIEA=90°ja |IE| = |IF| = r, on AFIE ruut kiiljepik-
kusega r. Puutujaloikude vordusest teame, et |[BD| = |BF| ning |CD| = |CE|. Kuna
lisaks |AB| = |AC|, saame ka |CE| = |CA| —r = |BA| — r = |BF|. Kokkuvotteks on
l6ikude BD, BF,CD ja CE pikkused vordsed; tdhistame seda pikkus x. Jarelikult
|BC| =2x ning |AC| = |BC| = r + x. Pythagorase teoreemist saame niiiid

IBCI® = |ABJ* +|ACI?,
2x)?=2(r+x)?,
ax*> =2r> +4rx+ 2x2,
2x° —4rx—2r* = 0,

X -2rx—r?=0.

Ruutvorrandi lahendamine annab x = r + V' 12+ r2 = (1 + v2)r. Lahend (1 — V2)r
on negatiivne, seega jaib jarele ainult voimalus x = (1+V2)r.
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Niitid saame leida kolmnurga pindala:

_IABI-IACI  r+(1+V2))?  (R+V2)r)?  (A+4V2+2)r?

=3 +2V2)r2.
2 2 2 2 3+2v2)

S

39.2 Paneme tihele, et 4R = (2R)?, mis on diameetri pikkuse ruut. See viib méottele
tdiendada joonist diameetriga ja otsida voimalust kasutada Pythagorase teoreemi.
Olgu niiteks tipust C kolmnurga timberringjoonele tdommatud diameetri teine
otspunkt D.

Nurgad CBD ja DAC on tdnu Thalese teoreemile diameetrile toetuvate piirde-
nurkadena tdisnurgad. Kuna AH ja BH on korgused ning vastavalt risti kiilgedega
BCja AC, saame AH || DB ja BH || DA. Jarelikult on ADBH r66pkiilik, millest
tuleneb, et | AH| = |DBJ|. Kasutades tdisnurkses kolmnurgas BCD Pythagorase

teoreemi saame
|AH|? +|BC|?> = |DBJ? + |BC|)? = |CD|? = (2R)? = 4R?,

mida oligi tarvis toestada.

39.3 Vastus: 60°.
Teisendame iilesande vordust:

a+b+c

a+b+c
a3+b3+c3:(a+b+c)cz,
3

aA+b+c=ac®+bc*+ 2,
a+b3—ac®-bc* =0,
(a+b)(a®>-ab+b*)—(a+b)c*=0,

(a+b)(a®-ab+b*>-c*)=0.

Kuna a+ b > 0, peab kehtima a® — ab + b* — ¢* = 0 ehk ¢? = a* — ab + b*.
Koosinusteoreemist teame, et ¢* = a® + b> — 2abcosy. Jirelikult peab kehtima

1 . . . . R
vordus cosy = > mistottu y kui kolmnurga nurga suuruse ainus voimalik vdartus

on 60°.
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39.4 Vastus: hiipotenuusi pikkus on 2.
Teoreemist 39.4 teame, et

, b*+c? a , c+a* P
m; = -— ja my= -—.
a 2 ;) b 2 4
T#histame antud kolmnurga kaatetid nii, et @ = V2 ja b = V/3, siis saame
P+t a
2 4’
8=2b"+2c*—a®
ja
cc+a® b
3= -—,
2 4

12=2c*+2a° - b*,
Tuletatud vorduste liitmine ja Pythagorase teoreemi kasutamine annab
20 = a® + b* +4c* = 5¢7,
jarelikult ¢? = 4, kust omakorda ¢ = 2.

39.5 Olgu tippudest A, B ja C siseringjoonele tommatud puutujaloikude pikkused
vastavalt a, b ja c.

Pythagorase teoreemist saame
(a+b)*=(a+0)*+(b+c)?,
a’+2ab+b* = a® +2ac+ c® + b* + 2bc + ¢?,
2ab=2ac+2bc+2c?,
ab=ac+bc+c?,

2ab=ab+ac+bc+c®=(a+c)(b+c),
(a+c)(b+c)

ab =
2
Viimane vordus aga kujutabki endast iilesande véidet.
a+b+c abc
39.6 Olgup = — Kolmnurga pindala valemitest teame siis pr = S = ——, millest

.. 3
jareldub rR = Z—pc. Ulesande tingimuste pdhjal a + ¢ = 2b, jarelikult p = > ja

abc abc ac
rR:_:_:_)
4p 6b 6

mida oligi tarvis toestada.
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39.7 Olgu vaadeldav tdisnurkne kolmnurk ABC tdisnurgaga tipu C juures ning olgu
F tipust C tdommatud korguse aluspunkt. Lihtne on ndha, et ABC, ACF ja CBF
on tdisnurksed kolmnurgad paarikaupa vordsete teravnurkadega, mistottu need
kolmnurgad on omavahel sarnased.

B
r AC AC
Kolmnurkade ACF ja ABC sarnasusest saame 2= lacl ehkry=r- u
r |AB]| |AB|
r BC
Sama moodi jareldub kolmnurkade CBF ja ABC sarnasusest, et 2= ﬁ ehk
r
|BC|
ro=r--——m.
_ |AB|
Ulesande a)-osa avaldist saame seega teisendada jargnevalt:
AC BC AC|+|BC|+|AB| 2 28
r1+r2+r—r-—| |+r-—| |+r:r-| [+1BC]+[AB| ) A ABC:h,
|AB] |AB] |AB| |AB|  |AB|

sest |AC|+|BC|+|AB| on kolmnurga imbermd06t ning teoreemi 39.3 pohjal Sapc =

pr.
Ulesande b)-osa avaldist saame aga Pythagorase teoreemi abil teisendada

niimoodi:
» 2 _ o |AC* , |BCP* _, |AC*+|BCI* _, |AB*
ri+ry=r-- S+ 5 =T 5 =r°- 5 =T
| AB| | AB| | AB| |AB|

39.8 Tdhistame kolmnurga tippe A, B ja C, olgu I tema siseringjoone keskpunkt ning
F siseringjoone puutepunkt kiiljega AB. Teeme joonise.

C

Kuna AT ja BI onvastavalt nurkade CAB ja ABC poolitajad, kehtivad vordused
a . B ... .
LIAF = 5 jaZFBI = 5 Tédisnurksetest kolmnurkadest AFI ja BFI saame

« |AF| _|AF| B _IFB| _|FB|

Cot—=——= ja co = =
2 |IF| r 2 |IF| r
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Jarelikult
a B
r- cotg +cot§ =|AF|+|FB|=]|AB|.
. . . . |AB| .
Teisest kiiljest teame siinusteoreemist, et —— = 2R ehk |AB| = 2R - siny. Kok-
siny

kuvotteks saame seose
a p .
r- cotE + cotE =2R-sinvy,

millest jareldubki tilesandes noutud vordus.

39.9 Olgu kiilgedele pikkustega a, b ja ¢ tommatud mediaanide pikkused vastavalt
mg, my ja m.. Toestame vorratuse

24 02 2
myg + my + mg

2 >/38. (39.1)

Paneme tdhele, et iilesande vdide jareldub sellest vorratusest. Toepoolest, kui
kolme arvu aritmeetiline keskmine on mingist vddrtusest suurem voi vordne, peab
viahemalt iiks neist arvudest ka sellest vidrtusest suurem voi vordne olema.

Vastavalt teoreemile 39.4 kehtivad vordused

, b+t a , c+a* b , a*+b*
ms, = -—, my= -— ja mi= -—.
2 4 2 4

Nende kolme vorduse liitmine annab
2 2 2_3 2,2, 2
ma+mb+mc:1(a +b"+c).
Toestatav vorratus (39.1) on seega samavadrne vorratusega
2,12 4 2
a +b°+c
T = \/§S,

mis Heroni valemi pohjal (vaata teoreemi 39.3) on omakorda samavéddrne vorratu-
sega

a’+b*+c? a+b+c —a+b+c a-b+c a+b-c
T >3 . . . .
4 2 2 2 2
Viimase vorratuse molemad pooled on positiivsed, niisiis saame molemaid

pooli ruutu tdstes samavaddrse vorratuse

(@® + b? + ¢?)? S 3 (a+b+c)(—a+b+c)a-b+c)la+b-c)

16 - 16 ’
(@ +b*+c®)?=3(a+b+c)(—a+b+c)a-b+c)a+b-c).

Parema poole avaldist lahti korrutades ja sarnaseid liikkmeid koondades saame

(a+b+c)(—a+b+c)a—b+c)(a+b-c) =

——a* - b -t +2a°V* + 207 + 2a°c?.

(Kontrolli seda vordust iseseisvalt voi spikerda tilesande 38.7 b)-osa lahendusest.)
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Niisiis tuleb toestada vorratus

at+ b+t +2a2 0% + 207 ? + 2% a? = -3a* - 3b* -3¢t +
+6a’b* +6b*c? +64°c?,

da* +4b* + 4c* = 4aPb? + 4b*? + 4d> P

Viimase vorratuse kehtivus aga jareldub otse harjutusest 15.1.

39.10 Olgu kolmnurkade ACM ja BCM pindalad vastavalt Scps ja Spcym, imberring-
joonte raadiused vastavalt R; ja R, ning tipust M tdommatud korgused vastavalt h;
ja hy. Kuna mediaan jagab kolmnurga kaheks pindvordseks kolmnurgaks, teame,
et Sacm = Spcm- Nende kolmnurkade pindalade valemitest saame seega

|AC|-hy _ |BCl-h
2 2

AC| _ hy

,  millest omakorda =—,
[BCl M

Kolmnurkade ACM ja BCM pindalad saab avaldada ka nende iimberringjoon-
te raadiuste kaudu teoreemi 39.3 abil, mis annab vorduse
|AC|-ICM]|-IMA| _ |BC|-|CM|-|MB]|
4R, N 4R, '

Kuna M on 16igu AB keskpunkt, kehtib |[M A| = | M B|. Niisiis saame viimase vor-
duse teisendada kujule

AC BC AC| R
u = u, millest omakorda |—| -1
R1 R2 |BC| RZ

h, R
Kokkuvottes — = R—l, millest jareldubki tilesande vdide.
1 2
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Kirjandus 542
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