38.1

Kolmnurgavérratus

Kolmnurgavorratus on lihtne erijuht tdhelepanekust, et kdige lithem tee tasandi
kahe punkti vahel on sirgloik.

Teoreem 38.1 (Kolmnurgavorratus) Kolmnurgas ABC kehtib vorratus

|AB| +|AC| > |BC]|.

Toestus. Pikendame kiilge AB iile tipu A kuni punktini D, nii et |AD| = |AC].
_+D

,x”x,

B - C

Kolmnurk ACD on konstruktsiooni pohjal vordhaarne, seega ZACD = ZCDA ja
jarelikult
/BCD>/ACD=/CDA=/CDB.

Kolmnurgas BCD on suurema nurga vastas suurem kiilg, mistottu |BD| > | BC]|. Teisest
kiiljest aga |BD| = |AB| +|AD| = |AB| + | AC|, millest jareldubki tdestatav viide.! O

Loomulikult kehtib kolmnurgavorratus ka teiste kiilgede jaoks, st |AC|+ |BC| > | AB|
ja|AB|+|BC| > |AC]|.

10On huvitav markida, et teoreemi 38.1 tdestus parineb otse Eukleidese kogumikust “Elemendid”,
tdpsemalt selle 1. raamatu 20. lausest [6]. Umbes 300 aastat eKr kirja pandud “Elemente” peetakse
tdnaseni kaasaegse matemaatika alusteoseks, kus Eukleides t6i sisse nii aksiomaatilise meetodi kui
range loogilise arutelu. Nii néiteks ei kasutanud ta ka véiteid “Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on
vordsed” ja “Kolmnurgas on suurema nurga vastas suurem kiilg” ilma tdestuseta. Need véited pdhjendas
ta “Elementide” 1. raamatus varasemate lausetega number 5 ja 19.
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Kolmnurgavorratust saab iildistada juhule, kus tasandi punktid A, B ja C asuvad iihel
sirgel ega moodusta kolmnurka. Sel juhul saab kehtida ka vordus | AB|+|AC| = | BC|, mis
on nii parajasti siis, kui punkt A asub 16igul BC. Kui punkt A asub sirgel BC véljaspool
loiku BC, kehtib endiselt | AB| + | AC| > | BC|. Kokkuvottes kehtib tasandi kolme suvalise
punkti A, B ja C korral vorratus |AB| + |AC| = |BC].

Ulesanne 38.1 (Loppvoor 2018, 11. klass) Olgu p kolmnurga ABC pooliimbermoot.
Toesta, et tasandi suvalise punkti Q korral kehtib vorratus

|AQ[+|BQ|+|CQ|>p.
Lahendus. Olgu Q kolmnurga ABC tasandi suvaline punkt. Siis kehtivad vastavalt
kolmnurkades QAB, QBC ja QC A vorratused
|AQI+|BQl = |ABI,
|BQI+[CQl =|BCJ,
|ICQI+]AQ[ = |CA].
Nende vorratuste liitmisel saame

2(1AQI+BQI+[CQD =2p.

Selleks, et viimases vorratuses kehtiks vordus, peaks punkt Q asuma korraga
l6ikudel AB, BC ja CA, mis ei ole voimalik. Seega kehtib tegelikult

2(]AQI+IBQI+ICQN >2p,

mis on samavddrne iilesande vorratusega.

Ulesanded

Ulesanne 38.2 (Talvine lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Kumera nelinurga kujulise
aia sisse tuleb piistitada joulukuusk ning kinnitada see nelja maapinnast tihel ja samal
korgusel jooksva nooriga aia nurkades olevate postide kiilge. Millisesse punkti tuleb
joulukuusk paigutada, et nende nelja n66ri pikkuste kogusumma oleks voimalikult
vdike?

Ulesanne 38.3 (Talvine lahtine voistlus 2011, noorem rithm) Kas on voimalik, et tadisar-
vuliste kiiljepikkustega kolmnurga iimbermo6t jagub selle kolmnurga pikima kiilje
kahekordse pikkusega?

Ulesanne 38.4 (Piirkonnavoor 2018, 12. klass) Olgu x, y ja z kolmnurga kiilgede pikku-
sed. Toesta, et
zZ(z-1)<x(x+1)+y(y—-1+2xy.

Ulesanne 38.5 (Piirkonnavoor 2007, 12. klass) Toesta, et suvalises kolmnurgas ABC
kehtib vorratus

1
|AB|? +|BC|* > §(|AB|2 +|BCP?+|CAP).
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Ulesanne 38.6 (Siigisene lahtine voistlus 2016, vanem rithm.) Kolmnurga ABC kiilgedel
BC, CAja AB voetakse vastavalt punktid D, E ja F. Toesta, et

1 3
E(lBCI +|CA|+|AB|) < |AD|+|BE|+|CF| < E(IBCI +|CA|+|ABJ).

Ulesanne 38.7 (Loppvoor 1994, 10. klass) Olgu a, b ja ¢ mingi kolmnurga kiilgede
pikkused. Toesta, et kehtivad vorratused:

a) 2(ab+ bc+ac) > a* + b + ¢?;
b) 2(a*b?+ b*c® + a*c?) > a* + b* + ¢*.
Ulesanne 38.8 (Loppvoor 2010, 12. klass) Olgu a, b ja ¢ kolmnurga kiilgede pikkused

ning k mingi reaalarv. Toesta, et kui ruutvorrandil x>+ (a+b+c)x+ k(ab+bc+ca) =0
leidub reaalarvuline lahend, siis k < 1.

Ulesanne 38.9 (Loppvoor 2002, 12. klass) Toesta, et positiivsed reaalarvud a, b ja ¢

rahuldavad vorratust
2(a* + b* + ¢*) < (@® + b? + ¢?)?

siis ja ainult siis, kui leidub kolmnurk kiiljepikkustega a, b ja c.

Ulesanne 38.10 (Talvine lahtine voistlus 2013, vanem rithm) Olgu a, b ja ¢ mingi
kolmnurga kiilgede pikkused. Toesta, et

a b c

+ + <2.
b+c c+a a+b

Ulesanne 38.11 (Siigisene lahtine voistlus 2008, vanem rithm) Olgu kolmnurga ABC
kiiljel BC valitud suvaline punkt D. Olgu kolmnurkade ABC, ABD ja ACD sisering-
joonte raadiused vastavalt ry, r, ja r3. TOesta, et r; < rp +r3.

Lahendused

38.2 Vastus: kuusk tuleb paigutada nelinurga diagonaalide 16ikepunkti.
Vaatleme aiale vastavat kujundit tasandil kumera nelinurgana ABCD. Selle
tasandi suvalise punkti P jaoks kehtivad kolmnurgavérratuse tottu vorratused

|AP|+|CP| = |AC|,
|BP|+|DP|=|BD|.

Neid vorratusi liites saame
|AP|+|BP|+|CP|+|DP|=|AC|+|BD|,

st tileandes noutud 16igupikkuste summa on alati vihemalt sama suur kui neli-
nurga diagonaalide pikkuste summa. Seejuures saab vordus kehtida ainult siis,
kui molemas esialgses vorratuses kehtib vordus. See aga on nii parajasti siis, kui
P asub nii 16igul AC kui ka 16igul BD, st ta on nelinurga ABCD diagonaalide
l6ikepunkt.
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38.3

38.4

38.5

38.6

Vastus: ei.
Olgu kolmnurga kiiljepikkused a, b ja c ning olgu c iildisust kitsendamata

nende seast pikim. Seega kehtivad vorratused a < c ja b < ¢, millest saame, et

a+b+c
a+ b+ c < 3cjajarelikult e <1,5.

c
Teisest kiiljest kolmnurgavorratuse pohjal a+ b > ¢, millest saame a+b+c > 2c¢

e at+b+c Lo atb+c
ja jarelikult ka e > 1. Niisiis ei saa Ty olla tdisarv.

Avame sulud ja viime miinusmaérgiga liikmed teisele poole. Nii saame iilesande
vorratuse teisendada samavédirsele kujule

z2+y<x2+x+y2+2xy+z.

Seda vorratust on voimalik saada vorratuste y < x + z ja z° < (x + ¥)* liitmisel.
Esimene neist kehtib otse tdnu kolmnurgavorratusele, teine aga on saadud kolm-
nurgavorratuse poolte ruutu tostmisel (mis on lubatud, sest kolmnurgavorratuse
molemad pooled on positiivsed).

Korrutades molemad pooled 3-ga ja koondades sarnased liikmed, saame iilesande
vorratuse teisendada samavdirsele kujule

2|AB|? +2|BC|?> > |CA|?.

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest teame, et kehtib
|AB|* +|BC|? = 2| AB|-|BC|, seega

2|AB|?> +2|BC|?> = |AB|* + 2| AB| - |BC| + |BC|? = (|AB| + |BC|)?> > |CA|>.

Viimase vorratuse saame kolmnurgavorratuse |AB| + |BC| > |CA| pooli ruutu
tostes (mis annab kehtiva vorratuse, sest kolmnurgavorratuse mélemad pooled
on positiivsed).

Vaatamata natuke hirmuédratavale viljandgemisele pole selles ililesandes suurt
trikki — tuleb lihtsalt kasutada kolmnurgavorratust sobivalt valitud kolmnurkades.
Esimese toestatava vorratuse saame timber kirjutada kujul

|BC|+|CA|+|AB| < 2(|AD| +|BE|+|CF]).

Selle vorratuse toestamiseks peame kolmnurga kiiljepikkusi hindama {ilevalt
16ikude AD, BE ja CF pikkuste kaudu. Tdhistame nende 16ikude paarikaupa 16i-
kumispunktid K, L ja M nii, nagu ndha joonisel (need punktid voivad ka kokku
langeda):

A
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38.7

38.8

Kolmnurgavorratus kolmnurgas ABK annab
|AB| < |AK|+|BK].
Teisest kiiljest aga | AK| < |AD| ja |BK| < |BE|, jarelikult ka
|AB| < |AD|+|BE].
Analoogiliselt toestame vorratused
IBC| < |BE|+|CF| ja |AC|<|AD|+|CF]|.

Kolme saadud vorratuse liitmine annabki {ilesande esimese vorratuse.

Ulesande teise vorratuse jaoks peame loikude AD, BE ja CF pikkusi hinda-
ma ilevalt kolmnurga ABC kiilgede pikkuste kaudu. Loik AD on iiheks kiiljeks
kolmnurkades ABD ja ACD, kust saame vastavalt vorratused |AD| < |[BD| + | AB|
ja|AD| < |DC|+ |CA|. Nende vorratuste liitmine annab

2|AD| < |BD|+|DC|+|AB|+|CA| =|AB| +|BC|+|CA|.
Analoogiliselt toestame vorratused
2|BE| < |AB|+|BC|+|CA| ja 2|CF|<|AB|+|BC|+|CAl.

Kolme viimase vorratuse liitmisel saamegi {ilesande teise vorratuse.

a) Kolmnurgavorratusest teame, et a + b > ¢. Korrutades seda vorratust molemalt

poolt c-ga, saame ac + bc > ¢®. Sama moodi toestame vorratused ab + be > b? ja

ab + ac > a*. Ulesande a)-osa vorratuse saame nende kolme vorratuse liitmisel.
b) Viime liikmed iihele poole ja tegurdame saadava avaldise:

a*+b*+ct—2a*b* - 2b°c* - 2a* ¢ =
=at+ b+t -2a2 VP + 20t - 2aP - 4b3 ¢t =
= (a* - b* - ¢*)* - (2bc)* =
= (a® - b* - ¢®* - 2bc)(a® — b* — c¢® +2bc) =
=@ - b+ @ - (b-c)*) =

=(a-b-c)la+b+c)a-b+c)a+b-2c).

Kolmnurgavorratusest teame, et a—b—c<0,a—b+c>0jaa+b—c>0. Lisaks
loomulikult a + b + ¢ > 0. Seega on nende nelja teguri korrutis negatiivne, mis
toestabki tilesande b)-osa vorratuse.

Ruutvorrandil leidub lahend parajasti siis, kui tema diskriminant on mittenega-
tiivne. Seega kehtib vorratus

(a+b+c)?—-4ak(ab+bc+ca) =0,
a’+b*+c?+2(ab+ bc+ca) —4k(ab+ bc+ca) =0,

a’+b%+c? = @k-2)(ab+bc+ca).
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38.9

38.10

38.11

Ulesande 38.7 a)-osast teame, et kolmnurga kiilgede korral kehtib lisaks vorra-
tus 2(ab + bc + ac) > a® + b* + ¢. Jarelikult ka

2(ab+bc+ac) > (4k-2)(ab+ bc+ ca)

ning kuna avaldis ab + bc + ca on positiivne, voime viimase vorratuse pooled
temaga ldbi jagada. Kokkuvottes saame 2 > 4k — 2, millest jareldubki 4 > 4k ehk
1 > k, nagu vaja.

Sulge lahti korrutades ning sarnaseid liikkmeid koondades saame iilesande vorra-
tuse teisendada samavéirsele kujule

2@ + b+ M < (@ + PP+ A2,
2a* +2b* +2¢Y) < a* + b + ¢ + 2(@Pb% + b2 + aPb?),

a*+ b+ ct < 2@’ + b’ + a’b?).

Ulesande 38.7 b)-osas toestasime, et kui a, b ja ¢ on iihe kolmnurga kiiljepikkused,
siis see vorratus kehtib.

Jaab veel toestada, et vorratuse kehtivusest jareldub vajaliku kolmnurga ole-
masolu. Kasutades tilesande 38.7 b)-osa toestust voime saadud vorratuse veelkord
timber kirjutada kujul

(a-b-c)a+b+c)a-b+c)a+b-c)>0.

Uldisust kitsendamata olgu a antud arvudest suurim, st a = b ja a = c. Siis a+ b +
c>0,a-b+c>0jaa+b-c>0,jdarelikultka a—b—-c>0ehk a> b+ c. Niid
on lihtne moista, et vajalik kolmnurk eksisteerib. Nditeks voime joonestada 16igu
pikkusega a ning ringjooned raadiustega b ja ¢ keskpunktidega vastavalt selle
16igu otspunktides. Tédnu vorratusele a > b + ¢ need ringjooned 16ikuvad ning
nende 16ikepunkt sobibki otsitava kolmnurga kolmandaks tipuks.

Kolmnurga kiiljepikkustena on arvud a, b ja c positiivsed. Niisiis saame algse
vorratusega samavdadarse vorratuse, kui korrutame tema molemaid pooli suurusega
(a+b)(b+c)(c+a):

ala+b)(c+a)+bla+Db)(b+c)+c(b+c)(c+a)<2(a+b)(b+c)(c+a).
Sulge avades ja sarnaseid liikmeid koondades saame vorratuse
aA+b+S<a’b+a’c+ba+bic+cta+ b,
mis omakorda on samavédirne vorratusega
0<a*(b+c—a)+b*(a+c—b)+c*(a+b-c).

See voratus aga ilmselt kehtib, sest tdnu kolmnurgavorratustele b+c—a > 0,
a+c—b>0jaa+b-c>0.

Ulesande vorratus nieb kolmnurgavérratuse moodi vilja, aga selle sarnasuse
arakasutamiseks tuleks ndidata, et 16ikudest pikkusega r;, r, ja r3 saab moodusta-
da kolmnurga. Samas pole iildse ilmne, kuidas niisugust omadust pohjendada,
nonda on selle idee ndol tegemist omamoodi “valejidljega”.
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Lahendusele viib aga pindalade rehkendus, kui tuletame meelde, et kolmnur-
ga pindala S avaldub kujul pr, kus p on vaadeldava kolmnurga pooliimbermaot
ja r tema siseringjoone raadius. Olgu kolmnurkade ABC, ABD ja ACD poolim-
bermo606dud vastavalt p;, p2 ja ps. Siis saame

P171 = SaABC = SAABD + SaAcD = P2T2 + pars,

kust omakorda jareldub vordus

2 3
rlzp—rg+p—r3.

P1 b1
Ulesande vorratuse toestamiseks piisab niiiid, kui nditame, et p; > p2 ja p1 > ps
ehk kolmnurga ABC iimbermoot on suurem kui kolmnurkadel ABD ja ACD.
Need vdited aga jarelduvad kolmnurgavorratusest, sest

Paapc =1AB|+|BC|+|CA|=|AB|+|BD|+|DC|+|CA| >
> |AB|+|BD|+|DA| = PaaBD

ja sama moodi ka kolmnurga ACD jaoks.

Mitmesuguseid gemomeetrilisi vorratusi

Jaotises 38.1 tutvusime koige sagedamini esineva geomeetrilise vorratuse — kolmnur-
gavorratusega. Erinevaid geomeetrilisi objekte, mida omavahel vorrelda saab, on aga
rikkalikult ja vastavaid iilesandeid esineb matemaatikavoistlustel péris tihti. Enamasti
taandub nende lahendamine sobiva algebralise vorratuse tuletamisele ja tdestamisele.

Ulesanded

Ulesanne 38.12 (Siigisene lahtine voistlus 1994, noorem rithm) Kaks vordse raadiusega
ringjoont l6ikuvad kahes erinevas punktis A ja B. Olgu nende ringjoonte raadius r
ning keskpunktid vastavalt O, ja O,. Leia nelinurga O; AO, B pindala suurim véimalik
vadartus.

Ulesanne 38.13 (Piirkonnavoor 1994, 9. klass) Tdesta, et ringid, mille diameetriteks on
kumera nelinurga kiiljed, katavad tdielikult selle nelinurga.

Ulesanne 38.14 (Loppvoor 2007, 9. klass) Kolmnurga ABC tippudest A ja B tommatud
mediaanid on omavahel risti. Toesta, et kolmnurga kiilg AB on lithem kolmnurga
kummastki tilejadnud kiiljest.

Ulesanne 38.15 (Siigisene lahtine voistlus 2003, noorem rithm) Ringjoonele raadiusega
1 tommatakse diameeter AB. Sirged s ja ¢ puutuvad ringjoont vastavalt punktides A ja
B. Sirgel s valitakse punkt P ja sirgel ¢ punkt Q nii, et sirge PQ puutub antud ringjoont.
Leia nelinurga APQB pindala vihim voimalik véartus.
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Ulesanne 38.16 (Piirkonnavoor 2015, 12. klass) Kas tasandil leidub neli erinevat punkti
A, B, C, D, millest iikski kolm ei asu iihel sirgel, nii et punkt A asub viljaspool kolmnur-
ga BCD timberringjoont, punkt B asub viljaspool kolmnurga CD A iimberringjoont,
punkt C asub viljaspool kolmnurga D AB timberringjoont ning punkt D asub viljas-
pool kolmnurga ABC timberringjoont?

Ulesanne 38.17 (Piirkonnavoor 2019, 12. klass) Toesta, et iga kolmnurga siseringjoone
raadius on vdhemalt kolmandik selle kolmnurga pikimale kiiljele tommatud korgusest,
ja leia koik kolmnurgad, mille puhul kehtib vordus.

Ulesanne 38.18 (Piirkonnavoor 2016, 12. klass) Nelinurga ABCD tipud paiknevad iihel
ringjoonel raadiusega 1. Leia selle nelinurga suurim voimalik pindala.

Ulesanne 38.19 (Piirkonnavoor 2011, 12. klass) Tdisnurkses kolmnurgas voetakse mo-
lema kaateti ristprojektsioonid hiipotenuusile. T6esta, et kaateti ja tema projektsiooni
pikkuste vahe on vidiksem kui pool teise kaateti projektsiooni pikkusest.

Ulesanne 38.20 (Talvine lahtine voistlus 2009, vanem rithm) On antud trapets ABCD
alustega AB ja CD ning diagonaalide 16ikepunktiga P. Toesta vorratus

Spag+ Spcp > Spac +Sppa,

kus kirjutis Sxy 7 tdhistab kolmnurga XY Z pindala.

Ulesanne 38.21 (Loppvoor 2010, 11. klass) Kuullaager koosneb kahest iiksteise sees
paiknevast iihise teljega silindrist, mille vahel asub 7 tihesuurust kuuli. K6igi kuulide
keskpunktid on iihel silindrite teljega ristuval tasandil ning iga kuul puutub moélemat
silindrit ja kahte oma naaberkuuli. Olgu r kuulide raadius ning R vélimise silindri

raadius. Toesta, et
r /8

< .
R n+nm

Ulesanne 38.22 (Loppvoor 2015, 11. klass) Kolmnurga pindala S ja timberringjoone
raadius r rahuldavad tingimust S = r*. Toesta, et selle kolmnurga koik nurgad on
suuremad kui 30°, kuid tikski nurk pole suurem kui 90°.

Ulesanne 38.23 (Loppvoor 2007, 11. klass) Tasandile on paigutatud teatud arv ringe raa-
diusega 2. Toesta, et nende ringidega kaetud ala kogupindala on arvuliselt vdhemalt
niisama suur kui seda ala piiravate kaarte kogupikkus.

Ulesanne 38.24 (Loppvoor 2009, 12. klass) Suure kera sisse paigutatakse neli tithesuu-
rust vdikest kera nii, et igaiiks neist puutub kolme iilejadnut ja suurt kera. Kas vdikeste
kerade koguruumala on vordne neist iilejddva osaga suure kera ruumalast, sellest
suurem voi vdiksem?

Ulesanne 38.25 (Loppvoor 2022, 12. klass) Kolmnurk imbermo6dduga P on jaotatud k
kolmnurgakujuliseks tiikiks, kus k = 2.
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P
a) Toesta, et leidub tiikk, mille imbermoot on suurem kui T

b) Tdesta, et kui algne kolmnurk on vordkiilgne, siis leidub tiikk, mille imbermaoot

P
on vihemalt —.

Ulesanne 38.26 (Stigisene lahtine voistlus 2010, vanem rithm) Teravnurkse kolmnurga
ABC iimberringjoone kaarel AB, mis ei sisalda punkti C, valitakse punkt D ning
sirgetel DA ja DB vastavalt sellised punktid A; ja B, et CA; L DA ja CB; L DB.
Toesta, et | AB| = | A1 B;|.

Ulesanne 38.27 (Kevadine lahtine voistlus 1999, vanem rithm) On antud kaks tdisnurk-
set kolmnurka, millest esimese siseringjoon on teisele iimberringjooneks. Olgu nende
kolmnurkade pindalad vastavalt S ja S'. Toesta, et

S
-§>3+2¢2

Ulesanne 38.28 (Loppvoor 2015, 12. klass) Olgu tdisnurkse kolmnurga timberringjoone
raadius R ja siseringjoone raadius r. Toesta, et R = (1 + V/2)r.

Ulesanne 38.29 (Loppvoor 2010, 12. klass) Nelinurga kiilgede pikkused on a, b, ¢, d ja
pindala S. Toesta, et kehtib vorratus

a’+b>+c*+d* =4S,

ning tee kindlaks, milliste nelinurkade korral kehtib vordus.

Vaata ka tilesandeid 29.15 ja 39.9.

Lahendused

38.12 Vastus: 2.
Nelinurk O; AO, B on romb, sest kdik tema kiiljed on pikkusega r. Antud kiilje-
pikkusega rombidest on kdige suurema pindalaga ruut. Selles véites veendumiseks
voime tdhistada néiteks £ AO; B = a; siis

2 2

1 . .
SolAOZB:ZSAOIB:Z-E-r-r-sma:r -sina<r”,

kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui sina@ = 1 ehk a = 90°.

A
O, )
B
38.13 Olgu antud kumer nelinurk ABCD. Koik tema kiiljed on kindlasti vaadeldavate

ringidega kaetud. Oletame vastuvditeliselt, et nelinurga ABCD sisepiirkonnas
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leidub punkt P, mis jaib véljapoole koiki ringe, mille diameetriteks selle nelinurga
kiiljed on.

Paneme tdhele, et koik nelinurga kiiljed peavad punktist P paistma teravnurga
all. Vaatleme néiteks kiilge AB ja sellele kui diameetrile joonestatud ringjoont.
Sirgete PA ja PB loikepunktidest vaadeldava ringjoonega peab vdhemalt iiks
asuma sirgest AB samal pool kui punkt P. Olgu selleks tildisust kitsendamata
ringjoone ja sirge PB 16ikepunkt, mida tdhistame P’.

Thalese teoreemi pohjal on ZBP' A =90°. Jarelikult ka Z AP'P = 90°, mistottu
/BPA=/P'PA<90°.

Samamoodi saame vorratused Z/BPC <90°, ZCPD <90° ja ZDPA <90°. See
aga pole voimalik, sest

/APB+ /BPC+ /CPD+ /DPA=360°.

38.14 Olgu D ja E vastavalt kiilgede BC ja AC keskpunktid ning olgu M kolmnurga ABC
mediaanide 16ikepunkt. Ulesande tingimuste pohjal Z AMB = 90°. Teeme joonise.

A

M

B D C

Mediaanide 16ikepunkt jaotab mediaanid suhtes 1: 2. Tdhistades |MD| = a ja
|IME| = b, saame jarelikult | AM| =2a ja |BM| = 2b.
Kuna AMB on tdisnurkne kolmnurk, teame Pythagorase teoreemist, et

|AB| = V|AM|2 + |BM|2 =/ 2a)2 + 2b)2 = 2V a? + b2.

Taisnurksed on ka kolmnurgad AME ja BMD. Seega saame Pythagorase teo-
reemi abil avaldada ka kiilgede AC ja BC pikkused:

|AC| = 2|AE| = 2V |AM|2 + IME|2 = 2V 4a? + b2,
|BC| =2|BD| =2V |BMJ2 +|MD|2 =2V 4b? + a2.
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38.15

38.16

38.17

Lahenduse 16petamiseks piisab tdhele panna jargmisi vorratusi:

|AC| =2V4a2 + b2 > 2V a2 + b2 = | AB|,
IBC|=2V4b? + a2 > 2V a? + b2 = |AB|.

Vastus: 2.

Nelinurk APQB on tdisnurkne trapets (voi ristkiilik) korgusega | AB| = 2. Seega
tema pindala Sypgp = |AB|-k = 2k, kus k on trapetsi keskloigu pikkus. See keskloik
tihendab vaadeldava ringjoone keskpunkti puutuva 16igu PQ keskpunktiga, mis
asub kas ringjoonel voi sellest véljaspool. Jarelikult peab tema pikkus olema
vidhemalt ringjoone raadius ehk 1, mistottu Sppgp = 2k = 2-1 = 2. Pindala 2
realiseerub parajasti siis, kui APQB on ristkiilik.

p

Paneme koigepealt tdhele, et kui koik tilesande tingimused kehtivad, moodusta-
vad punktid A, B, C ja D kumera nelinurga. Téepoolest, kui nditeks punkt A asuks
kolmnurga BCD sees, asuks ta muuhulgas ka selle kolmnurga timberringjoone
sees. Sama arutelu kehtib ka teiste punktide korral.

Oletame nuud uldisust kitsendamata, et moodustub kumer nelinurk ABCD
tippudega selles jarjekorras. Kuna punkt A asub viljaspool kolmnurga BCD tim-
berringjoont, peab kehtima vorratus /DAB+ /BCD < 180° (vt teoreemi 29.1).
Kuna punkt B asub viljaspool kolmnurga CD A timberringjoont, peab kehtima ka
vorratus ZABC + ZCDA < 180°. Neid vorratusi liites saame

/DAB+ /BCD+ /ABC+ /ZCDA<360°,

mis aga pole voimalik, sest kumera nelinurga sisenurkade summa on 360°.

Vaatleme kolmnurka kiiljepikkustega a, b ja ¢ ning olgu a nende kiilgede seast
pikim. Olgu sellele kiiljele tommatud korgus /,. Kolmnurga pindala valemitest
teame, et

ahg, a+b+c
=S=pr=—-+-—r.
2 2
s . a+b+c 3a .
Kuivord a = bja a = ¢, saame ———r < 7r ning seega
ah“sg—ar,
2 2

1
millest jareldub h, < 3r ehk gha < r, nagu oligi tarvis.

Vordus kehtib parajasti siis, kui a = b ja a = c, st siis kui kolmnurk on vordkiilg-
ne.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

498

Peatiikk 38. Geomeetrilised vorratused

38.18 Vastus: 2.

38.19

Kui ABCD on ruut iimberringjoone raadiusega 1, siis on tema pindala 2. Ndi-
tame, et see ongi suurim voimalik védartus.
Koigepealt paneme tédhele, et vaadeldava ringjoone keskpunkt O peab jadma

nelinurga ABCD sisse. Kui see nii ei ole, peab kogu nelinurk mahtuma poolringi
n-1> 7
sisse, jarelikult ei saa tema pindala iiletada poolringi pindala 5 =73 Aga kuna

/4
> < 2, ei saa niisugusel juhul pindala maksimum kindlasti realiseeruda.

Kui ringjoone keskpunkt O jddb nelinurga ABCD sisse, saame selle nelinurga
pindala avaldada kujul

SaBcp = SaoB+ Spoc+ Scop + Spoa-

Paneme tidhele, et

1 . sin/AOB 1
Saop=="'10A|-|10B|-sin/AOB= —— < —
2 2 2
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui ZAOB =90°. Samasugused vorratused
saame ka kolmnurkade BOC,COD ja DOA jaoks, kusjuures vordused ZAOB =

/BOC = ZCOD = ZDOA = 90° saavad koik korraga kehtida ning sel juhul on
1
nelinurk ABCD ruut pindalaga 4 - 5= 2.

)

Kuna siinusfunktsioon on vahemikus [0°;180°] négus, saame kasutada ka
Jenseni vorratust (vaata jaotist 17):

SaBcp = Saos+ Soc + Scop +Spoa =
B sinZ/AOB N sin/BOC N sinZCOD N sin/DOA 3

2 2 2 2
_y (sinAAOB N sin/BOC sinZCOD sinLDOA) -

+ +
4 4 4 4
sin Z/AOB +sin /BOC +sin ZCOD + sinZDOA) B
M =

<2-sin(

o

. (360 o
:2~sm( 2 ) =2-sin(90°) =2,
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui ZAOB = /BOC = ZCOD = /DOA =
90°.
Olgu vaadeldav tdisnurkne kolmnurk ABC tdisnurgaga tipu C juures ning olgu

F tipu C ristprojektsioon hiipotenuusile AB. Tdhistame a = |BC|, b = |CA]| ja
a=/CAB.
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Lihtne on ndha, et
/BCF=90°-/FCA=/CAF=aq.

Tdisnurksetest kolmnurkadest AFC ja CFB saame siis vastavalt

|AF|=bcosa ja |FB|=asina.

a
Taisnurksest kolmurgast ABC teame, et tana = i ehk a = btan a. Selle vorduse

abil saame ka | FB| avaldada kaateti b pikkuse kaudu:

sin? a

|FB|=asina = btanasina =b .
cosa

Niilid saame iilesande vorratuse teisendada samavdaérsele kujule:

|FB|
|AC|—|AF|<T,
b sin®a
b—bcosa<—- ,
cosa
1 sin®a
l-cosa<—-: ,
cosa

2cosa—2cosza<sin2a:1—cosza,

0<1-2cosa+cos’a= (1—Cosa)2.

Viimane vorratus aga kehtib, sest a € (0°;90°).
38.20 Olgu tipust P kolmnurkadele PAB ja PCD tdmmatud korgused vastavalt h; ja hy.
Siis avaldub trapetsi ABCD pindala valemiga

(IAB|+1CD|)(hy + hy)
5 .

SaBcp =

A

h

ho
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Kuna Sagcp = Spag + Spcp + Spec + Sppa, on lilesande vorratus samavairne
jargmiste vorratustega:

2(Spap+Spcp) > Sapep,
(IAB| +|CDI)(hy + hy)
5 ,
2|AB|-hy +2|CD|-hy > |AB|- hy + |AB| - hy + |CD| - hy + |CD| - hy,
|AB|-h;+|CD]|-hy >|AB|-hy,+|CD|- hy,
(IAB| - |CDI)(hy — hp) > 0.

|AB|h1+|CD|h2 >

Tanu poiknurkade vordsusele teame, et ZPAB = Z/PCD ja Z/PBA = /ZPDC.
Jarelikult APAB ~ APCD, kusjuures need kolmnurgad ei saa olla kongruentsed,
sest muidu oleks ABCD roopkiilik. Jarelikult peab kehtima kas vorratus | AB| >
|CD| voi |AB| < |CD|. Tdnu kolmnurkade PAB ja PCD sarnasusele peab esimesel
juhul kehtima vorratus h; > hy ning teisel juhul h; < hy. Molemal juhul kehtib
aga vorratus (|AB| - |CDJ)(h; — hy) > 0, mida oligi tarvis tdestada.

38.21 Teisendame iilesande vorratust:

nr+nr<nR,
nr<mn(R-r),
2nr <2m(R-r).

Saadud vorratuse parem pool kujutab endast niisuguse ringjoone pikkust, mille
raadius on R —r. Selline on nditeks ringjoon ¢ kuullaagri ristldike tasandil, mille
keskpunkt asub silindrite iihisel teljel ja mis ldbib kuulide keskpunte.

Uhendades korvutasuvate kuulde keskpunktid 16ikudega, moodustub kor-
rapdrane n-nurk kiiljepukkusega 2r ja imbermd6oduga n - 2r. Kuna see n-nurk
asub ringjoone c sees, on tema timbermd06t vdiksem kui ringjoonel ¢, mis annabki
noutud vorratuse.

38.22 Tdhistame vaadeldavat kolmnnurka ABC ning oletame kodigepealt vastuvditeliselt,
et tal leidub nurk, mis pole suurem kui 30°; olgu see nurk iildisust kitsendamata
CAB. Vdidame, et selle nurga vastaskiilg CB ei saa olla pikem kui r.

Olgu O kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt, siis kesknurga ja piirde-
nurga vahelisest seosest saame ZCOB =2/CAB < 60°. Teame, et kesknurk suu-
rusega 60° toetub koolule pikkusega r, sest tekib vordkiilgne kolmnurk. Niisiis
peab toepoolest kehtima vorratus |[CB| < r.

Teisest kiiljest peab kiiljele CB tipust A tdommatud korgus olema kindlasti
vdiksem kui ringjoone diameeter 2r.
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38.23

A

¢

Kokkuvotteks saame
r-2r 9

2
mis on vastuolus iilesande tingimustega. Saadud vastuolu niitab, et kolmnurga
ABC koik nurgad peavad olema suuremad kui 30°.

Oletame niitid vastuvditeliselt, et vaadeldava kolmnurga mingi nurk (olgu
ta niiteks jédlle BAC) on suurem kui 90°. Kuna diameetrile toetuv piirdenurk on
tdpselt 90°, pole nurga B AC vastaskiilg CB diameeter, mistottu |CB| < 2r. Teisalt
peab sellele kiiljele tommatud korgus olema vdiksem kui r.

Sapc <

Jarelikult saame

2r-r 2

SaBc < =r°,

2

mis on jéllegi vastuolus iilesande tingimustega. Jarelikult ei saa kolmnurgas ABC
olla tihtegi niirinurka.

Lihtne on nédha, et raadiusega 2 ringi pindala ja imberm66t on molemad vordsed
arvuga 4. Jarelikult on arvuliselt vordsed ka niisuguse ringi mingi sektori pindala
ja sellele sektorile vastava ringjoone kaare pikkus. Téepoolest, kui sektori kesknurk

~ a
on «, saame molema vaadeldava suuruse vaartuseks 360° 47,

Ulesandes kirjeldatud kujundit piirab mingi 16plik arv ringjoonte kaari. Leiame
igale kaarele vastava ringi sektori. Ulesande viide on tdestatud, kui niitame, et
iihelgi kahel niisugusel sektoril ei saa olla tihiseid sisepunkte, sest kogu kujundi
pindala peab siis olema vdahemalt sama suur kui vaadeldavate sektorite pindalade
summa. See suurus on aga arvuliselt vordne iilesande kujundit piiravate kaarte
pikkuste summaga.

Oletame vastuviiteliselt, et leidub kaks vaadeldavat sektorit, milledel oma-
korda leidub iihiseid sisepunkte. Olgu nende sektorite keskpunktid O, ja O, ning
neile vastavad kaared A; B; ja A2 B,. Lahenduse votmeks on tdhelepanek, et kui
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38.24

38.25

neil sektoritel leidub iihiseid sisepunkte, peab leiduma ka niisugune iihine sise-
punkt P, mille kaugus punktidest O, ja O, on erinev. Olgu iildisust kitsendamata
|01 P| <|O2P|.

Tadhistagu Q kiire O, P 16ikepunkti kaarega A, B,. Kolmnurgavorratusest saame
siis

101QI < [01P| +[PQ| <[|02P| +|PQ| =102Q] = 2.

Jarelikult asub punkt Q niisuguse ringjoone sisepiirkonnas, mille keskpunktiks
on O, jaraadiuseks 2. Seega ei saa punkt Q asuda iilesande kujundi piirjoonel;
vastuolu.

Vastus: viiksem.
Olgu viikese ja suure kera raadiused vastavalt r ja R. Vdikese kera ruumala on
4 4

siis =773 ja suure kera ruumala —7R3. Ilmselt peab kehtima vorratus R > 27, sest

uikski vdikestest keradest ei sisalda suure kera keskpunkti. Jarelikult
4 4 4
—nR*>-n(2r)>®=8--nr>.
3 3 3

3

4
Nelja vidikese kera koguruumala on aga 4 - gnr , mis on seega vihem kui pool

suure kera ruumalast.

a) Kolmnurga tiikkideks jagamisel jagunevad ka algse kolmnurga kiiljed nende
tiikkide vahel. Kuna tiikke on k, peab nende seas leiduma moni, mis katab algse

p
kolmnurga kiilgedest vihemalt = Et k = 2, peab sellel tiikil leiduma ka kiilg, mis

P
ei asu algse kolmnurga kiiljel, seega on tema timberma6t rangelt suurem kui =

b) Olgu algse vordkiilgse kolmnurga kiiljepikkus 1, siis P = 3 ja tema pindala

1 3
S:—-1~1-sin60°:£.
2 4

Jagades antud kolmnurga k kolmnurkseks tiikiks, peab nende tiikkide seas
S
leiduma niisugune, mille pindala S; on vdhemalt —. Hindame selle tiiki imber-

mootu, mistarvis nditame sisuliselt, et fikseeritud pindalaga kolmnurkade seast
on vahima timberm66duga vordkiilgne kolmnurk.

Kuidas siduda omavahel kolmnurga pindala ja iimberm6ot? Uks voimalus on
kasutada Heroni valemit (vaata teoreem 39.3), mille jargi

S1= \/p(p—a)(p—b)(p—c‘),
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38.26

a+b+c

2
Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vOrratusest saame

kus a, b ja ¢ on vaadeldava kolmnurkse tiiki kiiljepikkused ning p =

(p—a)+(p-b)+(p-20) _3p—2p_£
3 -3 3

)

{/(P—a)(p—b)(p—c) <

seega

p? _(a+b+o)?

27 16-27
Niisiis saame selle kolmnurkse tiiki imbermd06tu altpoolt hinnata vorratusega

Si=plp-a)(p-b)(p-c)<p-

a+b+c>2-3%-\/8 ,
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kuip—a=p—-b=p—-cehka=b=c.

S V34

Asendades viimasesse avaldisse S; = T P

3 3 V3/4 3 p
2:-34-4/8 22-33'\/————:—,
! k \/E \/E

P
mistottu a+ b + ¢ = —, nagu oligi tarvis.

, saame

Néitamaks, et fikseeritud pindalaga kolmnurkade seast on vihima timbermoo-
duga vordkiilgne kolmnurk, saame kasutada ka Jenseni vorratuse jareldust 17.1.
Kuivord kolmnurga pindala saab arvutada valemiga S = pr, kus r tdhistab sise-
ringjoone raadiust, on iimberm66du minimeerimine samavéérne siseringjoone
raadiuse maksimeerimisega. Jareldus 17.1 iitleb, et koigi niisuguste kolmnurkade
seas, millele antud ringjoon on siseringjooneks, on koige vdiksema pindalaga
korrapdrane kolmnurk. Jarelikult on fikseeritud pindala korral maksimaalse sise-
ringjoone raadiusega (ehk minimaalse imbermddduga) samuti korraparane (ehk
vordkiilgne) kolmnurk.

Kui vordkiilgse kolmnurga kiiljepikkus on a' ja pindala S, siis

1 .q'? 48’
S'zé-a’~a’-sin60°:\/§4a , kust saame a’:‘/%:z-?f%-\/?.

Jarelikult iga kolmnurk, mille pindala on S', peab omama {imbermoa6tu, mille
pikkus on vihemalt
3
3a' =2-31-V§.
Lahenduse lopuleviimiseks paneme tdhele, et kui tiikkide seas leidub vordkiilg-

ne kolmnurk pindalaga vdhemalt 7 on ta suure kolmnurgaga sarnane, kusjuures

1
nende sarnasustegur on vihemalt ﬁ Jérelikult peab selle tiiki imbermdot olema

p
vdhemalt —. Kui tiikk pole vordkiilgne, peab tema timbermo6t iilaltoestatu

pohjal veel suurem olema.

Ulesande tingimuste pdhjal on ADBC kodlnelinurk. Teisest kiiljest, kuna keh-
tivad vordused ZCA; D = ZCB; D =90°, siis osutub kddlnelinurgaks ka Ay DB, C,
kusjuures tema diameeter on CD.
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38.27

A

Kuna ZADB = ZA, DB, peavad vordsed olema ka vaadeldavate koolneli-
nurkade vastasnurgad, st /BCA = /B, CA,. Tadhistades nende koolnelinurkade
imberringjoonte raadiused vastavalt R ja R;, saame siinusteoreemist vordused

|AB| . |A1 Byl
—————=2R ja ————— =2R;.
sin/BCA sin/B;CA;

Jarelikult

AB AB
u:sinzBCA:sinzBchl:' 1Bl
2R 2R,

Eelpool nédgime, et R; = |CD|. Kuna D on punkt kolmnurga ABC timberring-
joonelt, peab kehtima vorratus R = Ry, millest niiiid jareldubki omakorda iilesan-
de vidide |AB| = |A1 B;|.

Harjutus 38.1 Tegelikult pole iilesande viite kehtimiseks vaja ei seda, et punktid
C ja D asuks erinevatel kaartel AB, ega isegi seda, et kolmnurk ABC oleks te-
ravnurkne. Motle iilesande lahendus 14bi ka tildjuhul. Kas mingitel tingimustel
tekib teine voimalik joonis? Olukorra visualiseerimiseks void appi votta Geo-
Gebra.

Olgu iilesandes kirjeldatud ringjoone raadius r. Lahenduse ideeks on hinnata
pindalasid S ja S’ raadiuse r kaudu.

Uurime koigepealt seda kolmnurka pindalaga S’, millele vaadeldav ringjoon
on iimberringjooneks. Kuna kolmnurk on tdisnurkne, on tema hiipotenuus vaadel-
dava ringjoone diameetriks pikkusega 2r. Sellele hiipotenuusile toetuva korguse
suurim voimalik pikkus on r, niisiis saame pindala S’ iilevalt hinnata kui

Uurime niitid kolmnurka pindalaga S, millele vaadeldav ringjoon on sise-
ringjooneks, ja selgitame vélja pindala S vdhima voimaliku véaértuse. Teame, et
kolmnurga pindala avaldub tema siseringjoone raadiuse kaudu kujul S = pr, kus
p on kolmnurga pooliimbermoot.

Olgu vaadeldav kolmnurk ABC tdisnurgaga tipu C juures. Olgu tema sise-
ringjoone puuutepunktid kiilgedega BC, CA ja AB vastavalt D, E ja F. Teeme
joonise.
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B
F

Dt 0

CT\‘ &g | A

Tahistame kaatetite pikkused |BC| = a ja |CA| = b. Kuna Z0DC = ZDCE =
ZCEO =90° ja |DO| = |EO| = r, on ODCE ruut kiiljepikkusega r. Jarelikult ka
IDC| = |CE| = r, mistottu |FB| = |BD| = |[BC| - |DC| = a—r ja |AF| = |EA| =
|CA| —|CE| = b—-r.Kolmnurga pooliimbermdot p avaldub seega kujul

_|AB|+|BC|+|CA| _|AF|+|BF|+a+b b-r+a-r+a+b _

2 2 2
=a+b-r.

Niitid saame vaadeldava kolmnurga pindala avaldistest:

ab
7:pr:(a+b—r)r,

ab=2ar +2br-2r?,
b(a-2r)=2ar—2r?,
_ 2ar— 2r?
- a-2r
Jarelikult
G ab _ a*r—ar?
2 a-2r
Leiame pindala S avaldise tuletise muutuja a jargi:

,_(@r—ar®'-(a-2r)—(a*r—ar®)-(a—2r) _

5= (a—2r)?
_@ar-r®)-(a-2r)—(a*r—ar?)-1 _
B (a—2r)? B
B 2a’r —4ar®—ar®+2r3 - a®r + ar?® B
B (a-2r)? B
_a’r—dar®+2r3
- (a-2r)?

Leiame tuletise nullkoha(d). Selleks vordustame lugeja nulliga ja lahendame
ruutvorrandi a*r —4ar® +2r° = 0:

. ar?+vV16rf —4-r-2r3 _ 4r?+vVert  ar’+2r%/2

= Zi\/i r.
2r 2r 2r ( )

Paneme tédhele, et kaateti pikkus a peab rahuldama vorratust a > 2r, seega ei
saa iilalleitud tuletise avaldise nimetaja olla 0. Teiseks ndeme, et (2 — V2)r<2r,
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jarelikult sobib lahendiks ainult viirtus a = (2 + v2)r. Kuna nii protsessis a — 2r
kui ka protsessis a — oo suureneb pindala S tokestamatult, peab leitud vaartus
a = (2+V2)r vastama pindala S miinimumkohale.

Leiame kiilje b pikkuse sellel kohal:

2ar—2r% 2Q+V2)r¢-2r% 2r2+2y2r?
b= = =
a-2r 2r+v2r-2r V2r

Niisiis on minimaalse pindalaga kolmnurga néol tegemist vordhaarse tdisnurkse
kolmnurgaga. Leiame tema pindala:

:(2+\/§)r:a.

ab _ (2+V2)r)* _ (4+4v2+2)r°
2 2 - 2

= (3+2V2)r2.

Smin =

Seega S= (3+ 2v2)r?. Kuna eespool toestasime, et S’ < r?, saame kokkuvottes
S=(3+2V2)r’=(3+2v2)§,

millest jareldubki tilesande vorratus.

Tuletise kasutamine viib kindlasti sihile, aga saadav lahendus kipub minema
pikaks ja sellisena veaohtlikuks. Vorratusele S = (3 +2v/2) 7% on olemas elegantne
ning oluliselt liithem lahendus, kuid selle peale tulemine vajab vaimuvalgatust.

Téhistame ka |AB| = ¢, siis Pythagorase teoreemist teame, et ¢ = V a? + b?.
Jarelikult

a+b+c a+b+Va?+b?
S=pr= > r= > r.

Niitid tuleb lidbi niha, et avaldistele a + b ja a® + b* voib rakendada aritmeetilise ja
geomeetrilise keskmise vahelist vorratust, millest saame a+ b =2V ab ja a* + b* =

2ab. Jarelikult
a+b+ \/a2+b2r . 2vab + \/Zabr
2 - 2 '

: - ab _ . <
Teisest kiiljest S = - Teisendame saadavat vorratust

a_b> 2vVab + \/Zabr
2 2 ’
Vab=2+V2)r,

ab= Q2+ V2)?*r* =6+2vV2)r?.

ab
Kokkuvottes ndeme, et S= — = (3 + \/5) r?, mida oligi tarvis.

Tuletise abil nditasime iilalpool, et pindala S miinimumi realiseeriv kolmnurk
peab olema vordhaarne. Sellele viitele saab anda ka fiitisikalise toestuse.

Kujutame ette, et vaadeldava tdisnurkse kolmnurga ABC néol on tegemist
vaakumkambriga, mille sisse on paigutatud kambri seinu puutuv ringikujuline
raam raadiusega r. Kambri kaks seina on médaratud fikseeritud sirgetega BC ja CA,
kolmas sein AB aga saab liikuda nii, et tema otspunktid libisevad nendel sirgetel
ning tema ja raami puutepunkt F libiseb mé6da raami.

Asetame vaakumkambri gaasiga tdidetud ruudukujulisse ruumi nii, et kambri
nurk C asub ruumi nurgas (vt joonist).
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38.28

C E A

Gaas piitiab oma ruumala suurendada, seega jddb sein AB oma libisemisel
paigale siis, kui kolmnurga ABC pindala on vdahim voimalik. Teisest kiiljest ta-
hendab tasakaaluasend seda, et gaasi poolt avaldatav rohk 16ikudele AF ja BF
on vordne (motle neist kui kangi 6lgadest!). See tdhendab, et | AF| = | BF|, millest
puutujaléikude vordsuse tottu jareldub omakorda |AC| = |BC.

Kasutades tilal sisseviidud tdhiseid saame |AB| = 2|AF| = 2|AE| =2(a—7).
Pythagorase teoreem annab

IBCI* +|CAF* =|ABI?,
2a° =4(a— r)2,
2a® =4a* - 8ar +4r?,
2a®—-8ar+4r*=0,

a’—4dar +2r? =0,

a=2r+V4ar2-2r?,
a=@2+V2)r.

Nagu ka eelpool tdhele panime, peab kehtima vorratus a > 2r. Seega sobib
ainult lahend a = (2 + V2)r, mis annab vaadeldava kolmnurga pindala vihimaks

2
a
voimalikuks vidrtuseks — = (3 + v2)r2.

Rohkem materjali fiitisikaliste printsiipide rakendamisest matemaatikaiilesan-
nete lahendamisel leiab huvitatud lugeja Mark Levi suurepdrasest raamatust [8].

Olgu vaadeldava tdisnurkse kolmnurga timberringjoone raadius R fikseeritud.
Uurime, milline saab olla tema siseringjoone raadiuse r suurim voimalik véartus.

Olgu selle kolmnurga kaatetid a ja b. Sama moodi nagu iilesande 38.27 la-
henduses saame puutujaléikude vordsuse abil ndidata, et (a—r) + (b—r) = 2R
ehk a+ b —-2r = 2R. Kuna timberringjoone raadius R on fikseeritud, on sisering-
joone raadius r maksimaalne parajasti siis, kui maksimaalse vddrtuse omandab
kaatetite pikkuste summa a + b.

Kuna tédisnurkse kolmnurga hiipotenuus on pikkuselt vordne tema timberring-
joone diameetriga, siis Pythagorase teoreemist teame, et a® + b* = (2R)* = 4R?.
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Niisiis on vaja maksimeerida summa a + b tingimusel a* + b* = 4R?. Selleks voime
kasutada aritmeetilise ja ruutkeskmise vahelist vorratust (vaata teoreemi 15.4)

a+b a+ b?
< .
2 2

+b_ a2+ [4R?
a SW :¢ _ ViR,

Niisiis saame

2 2 2

millest omakorda

3 a+b-2R B a+b
— > -

r —~R<V2R-R=(V2-1)R.

Jarelikult

1 V2+1 V2+1
R; = = = 1+\/§ y
Vil T wai-nwzen  2-1 ! o

mida oligi tarvis toestada.

Harjutus 38.2 Kui aritmeetilise keskmise ja ruutkeskmise vaheline vorratus
meelde ei tule, pole koik veel sugugi kadunud. Alati on voimalik kasutada haam-

rit nimega tuletis. Vordusest a® + b* = 4R* saame avaldada b = V'4R? — a2, mis-

tottu a+ b = a+ V 4R? — a?. Leia selle avaldise tuletis muutuja a jirgi ja vii
lahendus iseseisvalt 1opule.

38.29 Olgu «a ja p nende nurkade suurused, mis asuvad vastavalt kiilgede vahel pikkus-
tega a ja b ning c ja d. Siis

1 1
S=—-absina+ —-cdsinf.
2 2

(Paneme tédhele, et see vordus kehtib isegi siis, kui nelinurk ei ole kumer ja tiks
neist nurkadest on suurem kui 180°!)
Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest teame, et mitte-

x2+2

negatiivsete x ja y jaoks xy < ; samuti kehtib vorratus sing < 1 iga nurga

o korral. Niisiis saame
a’+b* c*+d?

1 1
S=—absina+ -cdsinf < + ,
2 2 4 4

millest jareldubki vajalik vorratus.

Vordus kehtib parajasti siis, kui @ = b, ¢ = d ning @ = = 90°, st nelinurk
moodustub kahest vordhaarsest tdisnurksest kolmnurgast, mis on hiipotenuuse
pidi kokku pandud. Seega peavad need kolmnurgad vordsed olema ja kokkuvottes
kehtib vordus parajasti siis, kui antud nelinurk on ruut.
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