Peale homoteetia on teiseks matemaatikavoistlustel sageli kasutatavaks tasandi
teisenduseks poore imber mingi punkti. Seejuures on pdore maoistlik valida nii, et ta
viiks voimalikult palju iilesandes kasutatavaid geomeetrilisi objekte (punktid, 16igud,
ringjooned jne) teisteks, mis iilesandes samuti rolli méngivad. Nonda on voimalik
avastada uusi seoseid meid huvitavate objektide vahel (nditeks tuletada sirgete voi
l6ikude vahelisi nurki) ja nende seoste abil lahendus l6puni viia. Voige sagedamini
esinevad voistlusiilesannetes p66rded 90° ja 60° vorra.

Ulesanded

Ulesanne 36.1 (Loppvoor 2010, 9. klass) Ruudu ABCD kiilgedele BC ja CD kui alustele
konstrueeritakse vdljapoole ruutu vordsed vordhaarsed kolmnurgad BJC ja CKD.
Olgu M loigu CJ keskpunkt ja O ruudu ABCD keskpunkt. Toesta, et 16igud MO ja BK
on risti.

Ulesanne 36.2 (Loppvoor 1999, 9. klass) Olgu E ja F vastavalt ruudu ABCD kiilgede
AB ja DA keskpunktid ning G léikude DE ja CF ldikepunkt. Leia kolmnurga EGC
kiiljepikkuste suhted |EG]|: |GC| : |CE].

Ulesanne 36.3 (Kevadine lahtine voistlus 2002, vanem riihm) Olgu ABCD romb, kus
Z/DAB =60°. Rombi kiilgedel AD ja DC voetakse vastavalt punktid K ja L ning diago-
naalil AC punkt M nii, et nelinurk K DLM on r66pkiilik. Toesta, et kolmnurk BKL on
vordkiilgne.

Ulesanne 36.4 (Loppvoor 2014, 11. klass) Malle joonistas rombi ABCD ning valis kiiljel
AB punkti E ja kiiljel BC punkti F nii, et kolmnurk DEF tuli vordkiilgne. Suur oli
Malle imestus, kui ta avastas veel teisegi voimaluse valida sama rombi kiiljel AB punkt
E ja kiiljel BC punkt F nii, et DEF on vordkiilgne. Millised saavad olla selle rombi
nurkade suurused?

Ulesanne 36.5 (Kevadine lahtine voistlus 2004, vanem rithm) Kolmnurga ABC timber-
ringjoonel voetakse punkt P nii, et punktist P sirgele AC tdommatud ristsirge 16ikab

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

472 Peatiikk 36. Tasandi poorded

ringjoont teistkordselt mingis punktis Q, punktist Q sirgele AB tdmmatud ristsirge
16ikab ringjoont teistkordselt mingis punktis R ning punktist R sirgele BC tdmma-
tud ristsirge 16ikab ringjoont teistkordselt algses punktis P. Olgu O selle ringjoone
keskpunkt. Toesta, et ZPOC =90°.

Ulesanne 36.6 (Loppvoor 2004, 12. klass) Olgu K, L ja M vastavalt kolmnurga AB

tippudest A, B ja C tommatud korguste aluspunktid. Toesta, et AK+BL+CM = 0
siis ja ainult siis, kui kolmnurk ABC on vordkiilgne.

Ulesanne 36.7 (Talvine lahtine voistlus 2018, vanem rithm) Tasandil on antud ringjoon
w ja punkt A sellest véljaspool. Mistahes punkti B jaoks ringjoonel w méératakse punkt
C nii, et ABC on vordkiilgne kolmnurk, millel tipud A, B ja C loetletud péripdeva.
Tdesta, et kui punkt B liigub m66da ringjoont w, siis liigub ka punkt C mé6da mingit
ringjoont.

Ulesanne 36.8 (Loppvoor 2002, 11. klass) Leia vordkiilgse kolmnurga pindala, kui selle
sisepiirkonnas leidub punkt, mille kaugused kolmnurga tippudest on 3,4 ja 5.

Vaata ka iilesannet 40.2.

Lahendused

36.1 Teeme joonise.

Vaatleme pooret 90° vorra imber punkti O, mis viib punktid B, C, J ja M vastavalt
punktideks C, D, K ja N. Siis N on 16igu DK keskpunkt. Teisest kiiljest paneme
tdhele, et O on 16igu BD keskpunkt, mistottu ON on kolmnurga BK D kesklik.
Jarelikult ON || BK ning kuna konstruktsiooni jargi NO L. OM, saamegi OM 1 BK
nagu tarvis.

36.2 Vastus:3:4:5.
Po6rame ruutu ABCD 90° vorra tema keskpunkti timber nii, et punkt A liheb
punktiks B, punkt B punktiks C jne. Siis ldheb ka punkt F punktiks E ning 16ik CF
16iguks DE. Jarelikult on 16igud CF ja DE risti, st ZCGE =90°.
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F
A D
G
E
B C

Muuhulgas ndeme, et kolmnurgad CDF CGD ja DGF on tdisnurksed, lisaks

langevad nende teravnurgad paarikaupa kokku. Jarelikult on need kolmnurgad

. . CG] . |DG]
sarnased ning kuna —— =2, siiska — =2ja —— =2.
|DF| |DG] |GF|

CGl

Viimaste vorduste korrutamine annab CFl = 4 ehk |CG| = 4|GF)|. Valides

tihikuks 16igu GF pikkuse, on 16igud CG ja CF vastavalt 4 ja 5 iihiku pikkused.
Kuna |CF| = |DE| ja |DG| = 2|GF], on 16igud DG ja GE vastavalt 2 ja 3 iithiku
pikkused, st |GE| = 3|GF|. Niitid saame kolmnurgas EGC kasutada Pythagorase
teoreemi ja avaldada ka 16igu CE pikkuse valitud tihiku kaudu:

ICE| =V|CGI2 + |GE|? = / (4|GF))2 + (3|GF))2 = v/16|GF|2 + 9|GF|2 =

=1/25|GF|?> =5|GF].

Niisiis suhtuvad kolmnurga EGC kiiljepikkused nagu3:4:5.

36.3 Teeme joonise.

C i D

Kuna rombi ABCD nurk tipu A juures on 60°, jagab diagonaal BD selle kaheks
vordseks vordkiilgseks kolmnurgaks. See tdhelepanek annab idee uurida pooret
60° vorra paripdeva imber nurga B.

See poore viib 16igu BA 16iguks BD ning l6igu AD ldiguks DC, sdilitades
muuhulgas 60° nurga nende vahel. Kas meil 6nnestub niidata, et sama p6ore viib
punkti K punktiks L?

Ulesande tingimuste pohjal on nelinurk K DLM réopkiilik, seega MK || CD.
Teoreemi 27.1 pohjal jareldub siit, et AAMK ~ AACD. Kuna kolmnurk ACD on
vordhaarne, peab vordhaarne olema ka kolmnurk AMK, st |AK| = |[KM|. R6opkii-
likust KDLM teame veel, et |[KM| = |DL|, jarelikult | AK| = |DL|.

Niisiis viib poore 60° vorra paripdeva timber nurga B tdepoolest punkti K
punktiks L, mistottu kolmnurk BK'L on vordkiilgne.

36.4 Vastus: 60° ja 120°.
Tegemist on iilesande 36.3 poordiilesandega.
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36.5

36.6

Tahistame punktide E ja F teisi voimalikke asukohti vastavalt E' ja F'. Péore
60° vorra (joonisel vastupdeva) timber punkti D viib punkti E punktiks F ning
punkti E' punktiks F'. Niisiis l1dheb sirge EE’ (ehk sirge AB) selle poordega sirgeks
FF' (ehk sirgeks BC). Jarelikult on nende sirgete vaheline nurk 60°, mis tihendab,
et rombi ABCD nurgad saavad olla ainult 60° ja 120°.

Vastavalt iilesande tingimustele kehtivad seosed PQ L CA, QR L ABja RP 1 BC.
Pooérame kolmnurka PQR ringjoone keskpunkti O timber 90° vorra iikskdik kum-
mas suunas ning tihistame saadavat kolmnurka P'Q'R’. Siis P’Q’' | CA, Q'R’ | AB
ja R'P'| BC. See tihendab, et P'Q'R’ ja C AB on vastavalt paralleelsete kiilgedega
kolmnurgad. Teoreemist 35.1 jareldub, et nad peavad olema tiksteiseks viidavad
kas liikke voi homoteetse teisenduse abil.

Kuna nende kolmnurkade iimberringjoon on sama, peavad nad kas kokku
langema voi olema homoteetsed keskpunktiga O ja kordajaga —1. Esimesel juhul
P’ = C, teisel juhul aga on P’ ja C iihe diameetri otspunktid. Mdlemad voimalused
annavad, et ZPOC =90°, mida oligi tarvis toestada.

Selle iilesande lahenduse idee sarnaneb Veidi tilesande 36.5 ideega.

Eeldame koigepealt, et AK+BL+CM = 0. Jarelikult saab vektoritest AK BLj Lja
C M saab kokku ku panna kolmnurga Vaatlemegi siis kolmnurka PQR, kus PQ AK
QR BL ja RP = CM. Pébrame kolmnurka PQR 90° vorra tikskoik kummas
suunas, nii et tekib kolmnurk P'Q’R’. Kuivord algsed vektorid olid risti kolmnurga
ABC vastavate kiilgedega, saame niiiid P'Q’ | BC, Q'R' || CA, R'P' || AB.

Teoreemist 35.1 jiareldub, et kolmnurgad P'Q'R’ ja BCA (jilgi tippude jirje-
korda!) peavad olema tiiksteiseks viidavad kas liikke voi homoteetse teisenduse
abil. Igal juhul on nad sarnased, st AP'Q'R' ~ ABCA. Teisest kiiljest muidugi
APQR ~ AP'Q'R'; niisiis ka APQR ~ ABCA.

Olgu kolmnurkade PQR ja BC A sarnasustegur k. Siis saame

_|BC| _|BC| _ICAl _|CA] . k_lABl _ |AB|

=—= , = = a =—=—
PQl  AK] QR ~ BL| [RP| _ |CM]|
Kolmnurga ABC pindala valemist teame, et

|BC]
=|BC|-|AK]| =|BC]- =
jarelikult |BC| = V2Sk. Analoogiliselt saame ka |CA| = V2Sk ja |AB| = \/ﬁ,
niisiis on kolmnurk ABC vordkiilgne.
Teisest kiiljest, kui kolmnurk ABC on vordkiilgne, on tema korgused vordse
pikkusega ning iiksteise suhtes 60° nurga all. Niisiis saab korgustele vastavatest

vektoritest moodustada (vordkiilgse) kolmnurga, jarelikult E( + ﬁ + J&I -0
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36.7 Vaatleme tasandi p66ret 60° vorra paripdeva tiimber punkti A. See pooére viib
ringjoone w mingiks ringjooneks ' ning punkti B punktiks C sellel ringjoonel.
Kuna ' s6ltub ainult punktist A ning algsest ringjoonest w, aga mitte punkti B
valikust, sobibki o' otsitavaks ringjooneks.

25v3
36.8 Vastus: +9.

Tahistame uuritava vordkiilgse kolmnurga tipud vastupédeva A, B ja C ning
kolmnurga sees punkti P nii, et |AP| =3, |BP| =4ja|CP| = 5. Vaatleme kolmnurga
pooret imber punkti C 60° vorra paripdeva. See poore viib tipu B tipuks A. Viigu
ta lisaks punktid A ja P vastavalt punktideks A’ ja P'.

B

Kolmnurgas CPP' kehtib |CP| = |CP'| = 5 ning ZPCP' = 60°, jdrelikult on
see kolmnurk vordkiilgne. Muuhulgas saame |PP'| = 5. Lisaks |AP| = 3 ning
|AP'| = |BP| = 4, mistottu kolmnurk APP’ on tdisnurkne. Teisest kiiljest ndeme. et
/A" AB =2-60° = 120°, niisiis

/PAB+ /ABP=/PAB+/A'AP' = ZA'AB—- /P'AP =120° - 90° = 30°.

Jarelikult
/BPA=180°-(/PAB+ /ABP)=180°-30° =150°

ning koosinusteoreemist kolmnurgas ABP saame leida

3
IAB|2:32+42—2-3-4-c05150°:9+16+24-§:25+12\/§.

Kolmnurga ABC pindala avaldub seega kujul

V3 25V3
=——"=+9

1 1
S=—-|ABJ?-sin60° = = - (25 + 12V/3) - —
2 2 2 4
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