33.1

Nurgapoolitaja on voistlusiilesannetes sageli esinev geomeetriline objekt, millel
on palju huvitavaid omadusi. Nende seas on ajalooliselt vilja kujunenud iiks, mida
monevorra segadusttekitavalt nimetataksegi lihtsalt nurgapoolitaja omaduseks.

Nurgapoolitaja (esimene) omadus

Teoreem 33.1 Loigaku kolmnurga ABC nurga B AC poolitaja kiilge BC punktis D. Siis
jagab punkt D 16igu BC suhtes |AB|:|AC]|, st

|BD| _|AB|
ICD|  |AC|’

Toestus. Tombame tipust C 1oiguga AD paralleelse sirge. Loikugu see sirge kiilje AB
pikendusega punktis E.

B

Kuna AD on nurga BAD poolitaja, teame, et ZBAD = /D AC. Konstruktsiooni jargi
EC || AD, seega ZBAD = ZAEC ja samuti poiknurkade omadusest ZDAC = ZACE.
Jarelikult on kolmnurk ACE vordhaarne ja |AE| = |AC|.

Kiirteteoreemist teame, et

BD| _ |AB]
|ICD|  |AE|’
Kuna eeltdestatu pohjal lisaks | AE| = | AC|, saamegi siit teoreemi vdite. O

Kehtib ka teoreemi 33.1 po6rdteoreem.
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394 Peatiikk 33. Nurgapoolitaja omadused

Teoreem 33.2 Valime kolmnurga ABC kiiljel BC punkti D nii, et

|BD| _ |AB]
ICD|  |AC|’

Siis AD on nurga BAD poolitaja.

Téestus. Vaatleme nurga BAD poolitajat; 16ikugu ta kiiljega BC punktis D’. Oletame
vastuvditeliselt, et D # D'. Vaatleme koigepealt juhtu, kus punkt D’ asub 16igu BD
sisepiirkonnas.

D'D ¢
Kuna BD' on nurga BAD poolitaja, saame teoreemist 33.1

|IBD'| _|AB]
ICD'|  |AC|’

Et punkt D' asub 16igu BD sisepiirkonnas, kehtivad vorratused |BD'| < |[BD| ja |CD'| >
|CD). Jarelikult

IBD'| _|BD| _|AB|

icD'l ~1cDl " 1AC)’

vastuolu teoreemiga 33.1. Sama moodi saame vastolu ka juhul, kui punkt D’ asub
16igu CD sisepiirkonnas. Jirelikult on ainus véimalus, et D = D' ja AD on nurga BAD
poolitaja. O

Teoreemide 33.1 ja 33.2 analoogid kehtivad ka vélisnurga poolitaja korral ja vastavad
toestused on vdga sarnased nende teoreemide tdestustega.

Teoreem 33.3 Loigaku kolmnurga ABC tipu A juures asuva vélisnurga poolitaja kiilje
BC pikendust punktis D. Siis kehtib vordus

IBD| _|AB]
ICD| |AC|’

Teoreem 33.4 Valime kolmnurga ABC kiilje BC pikendusel punkti D nii, et

|BD| B |AB|
ICD|  |AC|’

Siis AD on kolmnurga tipu A juures asuva vélisnurga poolitaja.
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Harjutus 33.1 Toesta teoreemid 33.3 ja 33.4.

Nurgapooltaja omaduse ilusaks rakenduseks on Apolloniose ringjoon, mille kohta
saab ldhemalt lugeda lisast 39.

Ulesanded

Ulesanne 33.1 (Loppvoor 2006, 9. klass) Vordhaarse kolmnurga ABC tipunurga C
suurus on 120°. Kolmnurga alusel AB valitakse punktid D ja E nii, et |AD| = |DE| =
|EB|. Leia kolmnurga CDE nurkade suurused.

Ulesanne 33.2 (Piirkonnavoor 2005, 12. klass) Kolmnurga ABC tipust A tommatud
nurgapoolitaja 16ikab kiilge BC punktis D. Lisaks ldbib punkti D veel kaks sirget: kiil-
jega AB paralleelne sirge, mis 16ikab kiilge AC punktis E, ning kiiljega AC paralleelne
sirge, mis 10ikab kiilge AB punktis F. Toesta, et

|[EC| _|CDJ?
|FB| |BD|?’

Ulesanne 33.3 (Loppvoor 2012, 10. klass) Tasandil on antud kolmnurk ABC. Olgu P
tipust A tommatud nurgapoolitaja l6ikepunkt kiiljega BC ning M kolmnurga ABC

tipust B tommatud mediaani aluspunkt. Sirged AB ja M P 16ikuvad punktis K. Toesta,

. |PC| .. . .
et kui —— =2, siis AP ja CK on risti.
|BP|

Ulesanne 33.4 (Loppvoor 2017, 11. klass) Olgu AM erikiilgse kolmnurga ABC mediaan.
Olgu K kolmnurga ABC siseringjoone puutepunkt kiiljega BC. Toesta, et kui kiilje BC
pikkus on kiilgede AB ja AC pikkuste aritmeetiline keskmine, siis nurga BAC poolitaja
1abib 16igu K M keskpunkti.

Ulesanne 33.5 (Loppvoor 2001, 12. klass) Olgu I ja r vastavalt tdisnurkse kolmnurga
ABC siseringjoone keskpunkt ja raadius. Teravnurkade tippudest tommatud kiired
Al ja BI loikavad vastaskaateteid BC ja AC vastavalt punktides D ja E. Toesta, et

1 1 1

—+—— =
|AE| |BD| r

Ulesanne 33.6 (Stigisene lahtine voistlus 2022, vanem rithm) Kumeras nelinurgas

ABCD on ZABC = ZADC ning Z/BAD > ZDCB. Nurga ADC poolitaja ja 16igu AC
|AB| |CE|

keskristsirge 16ikuvad punktis P. Loigul AC valitakse selline punkt E, et 1BC| = A
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Toesta, et ZEPC = LACB.

Lahendused

33.1 Vastus: koik nurgad on 60° suurused.
Tombame kolmnurgale ABC tipust C korguse C H. Tédnu kolmnurga vordhaar-
susele osutub C H ka mediaaniks ja nurgapoolitajaks (vt teoreem 32.1). Muuhulgas
poolitab H 16igud AB ja DE.

C
A D H E B
. . |CH]| o 1
Kuna CH on nurga BCA poolitaja, saame /BCH = 60" ja CBl = co0s60” = 2

Samas ka

1
EB || =2 jarelikult on CE teoreemi 33.2 alusel nurga BC H poolitaja.
Niisiis ZECH = 30° ning analoogiliselt ZHCD = 30°, mistottu ZECD = 60° ja

CDE on vordhaarne kolmnurk tipunurgaga 60°. Jarelikult peavad ka selle kolm-
nurga alusnurgad olema 60° suurused.

33.2 Kuna ED || ABja FD | AC, siis AEDC ~ AABC ~ AFBD.

A
E
F
B C
D
. |EC| _|FD| .
Kolmnurkade EDC ja FBD sarnasusest saame —— = ——, millest omakorda
|[ED| |FB|
|EC| _|EDI-|FD]|
|FB| ~ |FBI|-|FB|’
) |FD| |AC| . .
Kolmnurkade FDB ja ABC sarnasusest \FB = 1AB| ning nurgapoolitaja oma-
AC CD FD CD
dusest saame edasi u = u, seega kehtib ka vordus u = u Teisest
|AB|  |BD| |FB| |BD|
kiiljest ED ja FB on vastavad 16igud sarnastes kolmnurkades EDC ja FBD sarna-
. _|ED| _|CD| ~
susteguriga —— = ——. Kokkuvéttes
|FB| |BD|

|EC| _|EDI-IFD| _|ED| |FD| _|CD| |CD]
|\FB| |FB|-|FB| |FB| |FB| |BD| |BD|’

mida oligi tarvis.
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33.3

33.4

Teeme joonise.

Olgu L sirgete AP ja KL 16ikepunkt, siis on tarvis toestada, et AL on kolmnurga
AKC korgus. Kuna AL on konstruktsiooni jargi nurga K AC poolitaja, on tarvilik
ja piisav ndidata, et kolmnurk AKC on vordhaarne, st et | AK| = |AC]|.

|AC| _ |PC|

—— = —— =2, kust saame |AC| = 2|AB|.

|AB| ~|BP|
Seega tuleb toestada, et B on 16igu AK keskpunkt ehk BC on kolmnurga AKC

mediaan.

Me teame, et 16ik KM on selle kolmnurga mediaan ja et punkt P, mis asub
ka ldigul KM, jaotab 16igu BC suhtes 1 : 2. Kas nendest tdhelepanekutest piisab
vditmaks, et BC on kolmnurga AKC mediaan?

Seda pole niisama lihtne toestada. Appi tuleb trikk, mida geomeetriatilesanne-
te lahendamisel sageli kasutatakse — me konstrueerime kolmnurga nii, et BC oleks
tema mediaan, ja seejirel toestame, et saadav olukord langeb kokku iilesandes
kirjeldatuga.

Tapsemalt, olgu K’ punkti A peegeldus iile punkti B, st B on 16igu AK' kesk-
punkt. Siis on nii BC kui K'M kolmnurga AK’M mediaanid. Need mediaanid
16ikuvad punktis, mis jaotab 16igu BC suhtes 1 : 2, st punktis P. Seega on K’ samuti
sirgete AB ja M P 16ikepunkt, mistottu K = K. Jarelikult | AK| = 2| AB| = | AC|, mida
oligi tarvis.

Selle iilesande teise lahenduse annab iilesanne 32.13.

Nurgapoolitaja omaduse pohjal

Uldisust kitsendamata olgu | AB| > | AC|. Tdhistame kolmnurga tippudest A, B ja
C siseringjoonele tommatud puutujaldikude pikkusi vastavalt a, b ja ¢. Ulesande
tingimustest saame siis

AB|+|AC +b+a+
|BC|:¥ ehk b+c:%,

millest jareldub vordus 2a = b+ c.
Olgu D nurga BAC ldikepunkt kiiljega BC. Siis asuvad punktid M, D ja K kiiljel
BC niisuguses jdrjekorras nagu nédidatud joonisel.
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B

Nurgapoolitaja omadusest saame

IBD| |AB| _a+b

. a+b
= = , millest |BD|=|DC]|- .
|IDC| |AC| a+c a+c
Teisest kiiljest aga
|BD|+|DC|=|BC|=b+c.
Niisiis saame teisendada
a+b
|IDC|-—— +|DC|=b+c,
a+c
a+b
|IDC|-|——+1|=b+c,
a+c
a+b+a+c
IDC|- ————— =b+c,
a-+tc
b+c)a+c
\DC| = ( )( ) _
2a+b+c
3 (b+c)a+c) _a+tc
2+ 2
sest b+ c =2a.
Niiiid avaldame 16ikude M D ja DK pikkused:
b+c a+c b-a
IMD|=|MC|-|DC| = - = )
2 2 2
a+tc a—-c
|IDK|=|DC|-|KC|=——-c=
2 2
Vordusest 2a = b+ ¢ saame a — ¢ = b — a, mistottu ka |[MD| = |DK], nagu oligi
tarvis.
33.5 Nurgapoolitaja omadusest saame vordused
ICE| _|BC| o |CD|  |AC]
|AE| _14B] ’* 1BDI " 1ABl’
Seega
1 N 1 |BC| N |AC| 1 (IBCI N IACI)
|AE| " |BD| |AB|-ICE| |AB|-|CD| |ABI\ICE| [CD|}’

Olgu kolmnurga ABC siseringjoone puutepunktid kiilgedega BC, CA ja AB
vastavalt F,G ja H.
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33.6

BC
Kuna IF L BC, kehtib ka IF || EC. Jarelikult ABEC ~ ABIF, millest ﬁ =
BF BF AC AG
IBF]| = u Analoogiliselt nditame, et 14¢ = u Puutujaloikude vordsust
|FI| r |CD| r

kasutades saame niiiid

IBC| _ |AC| _|BF| _|AG| _|BH| |AH|_|AB

+ =
|CE| |CD| r r r r r
Kokkuvottes
1 . 11 (lBC|+|AC|)_ 1 |AB| 1
|AE| |BD| |AB|\|CE| |CD|) |AB| r r’

nagu oligi tarvis.

Tingimus ZABC = ZADC tdhendab, et 16ik AC paistab punktidest B ja D sama
nurga all. See omakorda tdhendab, et kolmnurkade ABC ja ADC timberring-
jooned on stimmeetrilised sirge AC suhtes. Olgu nende ringjoonte keskpunktid
vastavalt O ja O/, siis on OO’ 16igu AC keskristsirge. Olgu M sirgete OO’ ja AC
l16ikepunkt (ning muuhulgas 16igu AC keskpunkt).

AB CE
Uurime tingimust ﬁ = ﬁ Me teame nurgapoolitaja omadusest, et 16igul
. N . .. |AB| |FA| . e
AC leidub tépselt iiks punkt F nii, et 1BCI = CEI’ nimelt nurga ABC poolitaja 16i-

kepunkt selle 16iguga. Niisiis on ka punkt E 16igul AC iiheselt mddratud, kusjuures
punktid E ja F on siimmeetrilised selle 16igu keskpunkti M suhtes.

Nurga ADC poolitaja ja 16igu AC keskristsirge 16ikuvad kolmnurga ADC im-
berringjoone kaare AC keskpunktis, niisiis ongi P vaadeldava kaare keskpunkt.
Muuhulgas asub P sirgel 00'.
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Olgu P’ punktiga P sirge AC suhtes siimmeetriline punkt. Siis on P’ kolmnurga
ABC timberringjoone kaare C A keskpunkt ning asub jdrelikult nurga ABC pooli-
tajal. Loik FP' on siimmeetriline 16iguga EP punkti M suhtes, mistottu sirged EP
ja BP' on paralleelsed ning jérelikult /PEC = /CFB.

Seega on iilesande vdide samavadrne viitega, et kolmnurgad PEC ja CFB
on sarnased. Viimase viite tdestamiseks piisab niidata, et /PCA= ZCBP’. See
vordus aga kehtib, sest need nurgad toetuvad piirdenurkadena vordse raadiusega
ringjoonte vordse suurusega kaartele (vastavalt kaared PA ja P'C).

33.2 Nurgapoolitaja teine omadus

Teoreem 33.5 Olgu antud punkt P kolmnurga ABC kaarel AC, mis ei sisalda punkti B.
Sirge BP on nurga ABC poolitaja parajasti siis, kui P on kaare AC keskpunkt.

Toestus. Sirge BP on nurga ABC poolitaja parajasti siis, kui ZABP = ZPAC ehk AP =
PC. Viimane tingimus aga tihendab parajasti seda, et P on kaare AC keskpunkt.

B

o
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Kuna peale nurgapoolitaja ldbib kaare AC keskpunkti ka kiilje AC keskristsirge, saa-
me teoreemist 33.5 lihtsa jarelduse, mis omab iilesannete lahendamisel sageli iseseisvat
tdhtsust.

Jareldus 33.1 Vaatleme kolmnurga tippu, mille 1dhiskiiljed pole vordsed. Sellest tipust
tommatud nurgapoolitaja ja vastaskiilje keskristsirge 16ikuvad vaadeldava kolmnurga
tmberringjoonel, kusjuures l1oikepunktiks on vastava kaare keskpunkt.

Vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud nurgapoolitaja ja vastaskiilje kesk-
ristsirge langevad kokku (vt jareldus 32.1).

Ulesanded

Ulesanne 33.7 (Loppvoor 1998, 9. klass) Olgu S kolmnurga ABC siseringjoone kesk-
punkt ning ldigaku sirge AS kolmnurga ABC timberringjoont punktis D (D # A).
Toesta, et16igud BD, CD ja SD on vordse pikkusega.

Ulesanne 33.8 (Piirkonnavoor 1999, 10. klass) Tdisnurkse kolmnurga ABC hiipote-
nuusi AB keskpunktiga sirge BC suhtes stimmeetriline punkt D asub nurga CAB
poolitajal. Leia kolmnurga ABC teravnurkade suurused.

Ulesanne 33.9 (Piirkonnavoor 2019, 10. klass) Kolmnurga ABC mingi kahe kiilje kesk-
ristsirged 16ikuvad kolmnurga ABC mingi sisenurga poolitajal. Téesta, et kolmnurk
ABC on vordhaarne.

Ulesanne 33.10 (Loppvoor 2006, 10. klass) Kolmnurga ABC tipust B tommatud nurga-
poolitaja 16ikab kiilge AC punktis G ning tipust C tommatud nurgapoolitaja 16ikab
kiilge AB punktis H. On teada, et kolmnurkade ABG ja ACH timberringjoonte iiks
16ikepunktidest asub kiiljel BC . Téesta, et nurga BAC suurus on 60°.

Ulesanne 33.11 (Piirkonnavoor 2000, 12. klass) Kolmnurga ABC nurgapoolitajaid pi-
kendatakse l6ikumiseni timberringjoonega. Kolmnurk, mille tippudeks on saadavad
16ikepunktid, on sarnane kolmnurgaga ABC. Tdesta, et kolmnurk ABC on vordkiilg-
ne.

Ulesanne 33.12 (Piirkonnavoor 2007, 11. klass) Teravnurkse kolmnurga ABC timber-
ringjoone kaartel BC, CA ja AB, millest igaiiks iihendab parajasti kahte kolmnurga
tippu, on valitud vastavalt punktid A;, By ja C; nii, et |[AB;| =|AC,|, |BC;| = |BA;|ja
|CA;| =|CBj]|. Toesta, et sirged AA;, BB, ja CCj 16ikuvad iihes punktis.

Vaata ka tilesandeid 32.17 ja 31.9.

Lahendused

33.7 Téhistame kolmnurga ABC nurkade suurusi vastavalt a, ja y. Et S on selle
kolmnurga siseringjoone keskpunkt, on AS, BS ja CS tema nurgapoolitajad.
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A

-
Teoreemi 33.5 pohjal on D kaare BC keskpunkt, jarelikult [BD| = [CD].
Kuna ABDC on koolnelinurk, saame /BDA = /BCA = y ning ZCBD =

a
ZCAD = 5 Samuti teame, et ZSBC = g Leiame nurga DSB suuruse:

/DSB=180°-/SBD - /BDS =180°— (% + é) -Yy=—+=-=4SBD.

2

Niisiis on kolmnurk BDS vordhaarne, mistottu ka |BD| = |SD|.

33.8 Vastus: 30° ja 60°.

33.9

Olgu O hiipotenuusi AB (ja kolmnurga ABC timberringjoone) keskpunkt. Siis
on OD 16igu BC keskristsirge. Jarelduse 33.1 pohjal asub sirge OD ja nurga CAB
poolitaja 16ikepunkt D kolmnurga ABC {imberringjoonel.

Kuna punktid O ja D on sirge BC suhtes siimmeetrilised, saame ZCOB =
ZBDC. Kesk- ja piirdenurga vahelisest seosest teame, et ZCOB =2/CAB.
Teisest kiiljest, kuna ABDC on kddlnelinurk, kehtib vordus ZCAB + ZBDC =
180°. Seega saame
/CAB+2/CAB=180°,

kust omakorda ZCAB = 60° ja jarelikult ka Z ABC = 30°.
Teise voimaliku lahenduse annab tilesanne 32.9.

Kolmnurga kiilgede keskristsirgete 16ikepunkt on tema timberringjoone kesk-
punkt. See tdhendab, et kolmnurga mingist tipust tommatud nurgapoolitaja on
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sirge, mis 1dbib nii imberringjoone keskpunkti kui ka vastaskaare keskpunkti. Nii-
siis on see nurgapoolitaja iihtlasi vastaskiilje keskristsirge. Teoreemi 32.2 pohjal
on kolmnurk ABC jarelikult vordhaarne.

33.10 Olgu kolmnurkade ABG ja ACH uimberringjoonte teine loikepunkt F. Teeme
joonise.

Kuna BG ja CH on vastavalt nurkade ABC ja BC A poolitajad, poolitavad punktid
G ja H vastavad kaared AF. See tdhendab, et punktid A ja F on siimmeetrilised
sirge G H suhtes ning jarelikult /GAH = ZHFG.

AHFC onkoolnelinurk, seega ZCAH = 180°— ZHFC = Z/BF H. Analoogiliselt
jareldub ABFG koolnelinurksusest, et ZGAB = ZGFC. Kokkuvottes saame

180°=/BFH+ /HFG+ /GFC=3/CAB,

millest jareldubki, et Z/CAB =60°.

33.11 Olgu kolmnurga ABC nurkade suurused vastavalt a, § ja y ning 16igaku nende
nurkade poolitajad {imberringjoont vastavalt punktides A, B' ja C'.

Motleme kaarte suuruste peale, milledeks vaadeldavad punktid ringjoone
jagavad. Kuna ZCAB = q, siis on kaare BC suurus vordne vastava kesknurga suu-
rusega ehk 2a. Kuna A’ poohtab selle kaare, saame BA' = A'C = a. Analoogiliselt
kaCB'=B'A= pia AC'=C'B = Y-
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33.12

Kaarele B'C’ vastava kesknurga suurus on jérelikult § +y, mistottu ZC'A'B’ =

+ a+ a+
%. Sama moodi niditame, et ZA'B'C’ = TY ja ZB'C'A' = T'B Et kolm-
nurgad ABC ja A'B'C’ on sarnased (voib-olla mingi tippude iimberjérjestusega),

+ + +
peavad nurgad p Y, 2y ja atp olema mingis jarjekorras samad kui a, fja y.

Oletame vastuvditeliselt, et ABC ei ole vordkiilgne kolmnurk. Siis peab tema
nurkade seas leiduma kaks mittevordset. Olgu iildisust kitsendamata suurim nurk
a ning vihim y, seega @ > y ning a = f§ = y. Vaatame ldbi kaks voimalust.

+y a+ a+

Kui a > 8 = v, ei saa iikski nurkadest p > Y, 2 Y ja p
B+y a+y o a+p
2 2 2

olla vordne nurgaga

olla vordne

Kui aga a = f > v, ei saa tikski nurkadest
nurgagay.

Molemal juhul saime vastuolu, mistottu ABC peab olema vordkiilgne kolm-
nurk.

Teeme joonise.

Kuna vordsetele kooludele vastavad vordse suurusega kaared, on A kaare B Cy
keskpunkt. Teoreemi 33.5 pohjal on sirge AA; jdrelikult nurga C; A, B; poolitaja.
Analoogiliselt saame, et sirged BB, ja CC; on vastavalt nurkade A; B, C; ja B;C1 A;
poolitajad. Teisisonu on AA;, BB ja CC; kolmnurga A, B;C; nurgapoolitajad,
mis l6ikuvad iihes punktis.
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