33.1

Vordhaarse kolmnurga teoreem

Teoreem 33.1 Vordhaarses kolmnurgas langevad tipunurgast tommatud korgus, me-
diaan ja nurgapoolitaja kokku.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ABC, kus |AB| = | AC|, ja tombame tema tipust vastaskiil-
jele 16igu AD. Vaatame ldbi kolm juhtu.

A

D

1. AD on korgus, st kolmnurgad ABD ja ACD on tdisnurksed tdisnurgaga tipu D
juures. Pythagorase teoreemist saame siis

IBD| = \/|AB|2 —|AD|? = \/|AC|? —|AD|? = |CD|,

jarelikult on AD mediaan. Kuna kolmnurkade ABD ja ACD kiiljed on vastavalt
vordsed, on need kolmnurgad kongruentsed, mistéttu /BAD = ZCAD, st AD on
ka nurga BAC poolitaja.

2. AD on mediaan, st |BD| = |CD|. Kuna kolmnurk ABC on vordhaarne, teame,
et ZABD = ZACD. Kolmnurkades ABD ja ACD on tippude B ja C juures vord-
sed nurgad ning nende tippude ldhiskiiljed on vastavalt vordsed. Jarelikult on
need kolmnurgad kongruentsed, mistottu /BAD = ZCAD, st AD on nurga BAC
poolitaja.

Teisest kiiljest /BDA = /CDA jasamal ajalka /BDA+ ZCDA = 180°. Jéreli-
kult /BDA=/ZCDA=90° st AD on kolmnurga ABC korgus.
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3. AD on nurgapoolitaja, st /BAD = ZCAD. Niisiis on kolmnurkades ABD ja ACD
tipu A juures vordsed nurgad ning nende tippude ldhiskiiljed on vastavalt vordsed.
Jarelikult on need kolmnurgad kongruentsed, mistottu |[BD| = |CD|, st AD on
mediaan.

Sarnaselt eelmisele juhule ndeme, et /BDA = /ZCDAja Z/ZBDA+ ZCDA =
180°. Jérelikult /BDA = ZCDA =90°, st AD on kolmnurga ABC korgus.

O

Teoreemi 33.1 pohjal ldbib vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud nurgapoo-
litaja vastaskiilje keskpunkti ja on selle kiiljega risti. Seega kehtib ka jairgmine vdide.

Jareldus 33.1 Vordhaarse kolmnurga tipunurgast tdmmatud nurgapoolitaja on vas-
taskiilje keskristsirge.

Ulesanded

Ulesanne 33.1 (Piirkonnavoor 2019, 9. klass) Roopkiiliku ABCD tipu A juures oleva
nurga poolitaja labib kiilje BC keskpunkti M. Toesta, et AM D on tdisnurk.

Ulesanne 33.2 (Piirkonnavoor 2017, 9. klass) Kas leidub kolmnurk ABC, mille kdrguste
ldikepunkti peegeldus sirgest AB langeb kokku tipuga C?

Ulesanne 33.3 (Loppvoor 2018, 9. klass) Kolmnurga ABC kiiljel BC valitakse punktid
Pja Qnii, et P asub B ja Q vahel ning kiired AP ja AQ jaotavad nurga B AC kolmeks
vordseks osaks. Sirgega AQ paralleelne punkti P ldbiv sirge 16ikab kolmnurga kiilge
AB punktis D, sirgega AP paralleelne punkti Q ldbiv sirge 16ikab kolmnurga kiilge AC
punktis E. Kas voib juhtuda, et DE on kolmnurga ABC keskloik?

Ulesanne 33.4 (Piirkonnavoor 2015, 10. klass) Vordhaarse kolmnurga ABC tipunurga
A poolitaja ja haaraga AC paralleelne tippu B ldbiv sirge l6ikuvad punktis D. Olgu E
16igu AB keskpunkt. Millises suhtes jaotab 16ik DE 16igu BC?

Ulesanne 33.5 (Piirkonnavoor 2001, 11. klass) Olgu D kolmnurga ABC kiilje AB kesk-
punkt ja E selline punkt kiiljel BC, et |BE| = 2-|EC]|, kusjuures ZADC = ZBAE. Tdesta,
et kolmnurk ABC on tdisnurkne.

Ulesanne 33.6 (Piirkonnavoor 2020, 11. klass) Ringjoonele w punktides A ja B tomma-
tud puutujad l6ikuvad punktis P. Kolmnurga ABP iimberringjoonel voetakse mingi
punkt X nii, et kiir PX 16ikab ringjoont w kahes punktis C ja D. Toesta, et punkt X
poolitab 16igu CD.

Ulesanne 33.7 (Loppvoor 2022, 11. klass) Mittevordkiilgse kolmnurga ABC korguste

l6ikepunkt on H ja timberringjoone keskpunkt O. Olgu D kolmnurga ABC tipust A

AH
tommatud korguse aluspunkt. Toesta, et £/ AHO = 90° parajasti siis, kui ﬁ =72,
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Ulesanne 33.8 (Loppvoor 2000, 12. klass) Olgu ABC teravnurkne kolmnurk, milles
Z/ ACB = 60°, ning loikugu selle korgused AD ja BE punktis H. Toesta, et kolmnurga
ABC timberringjoone keskpunkt paikneb sirgel, mis poolitab nurgad AHE ja BHD.

Vaata ka iilesandeid 28.8, 28.10, 28.11, 28.12, 28.13, 28.14 ja 35.13.

Lahendused

33.1 Otsime vordhaarset kolmnurka, mille alus asuks sirgel DM ja mille jaoks 16ik AM
oleks korgus. Niisugust kolmnurka iilesandes otse antud ei ole, aga me voime ta
ise juurde konstrueerida. Pikendame 16ike DM ja AB l6ikumiseni punktis E.

E

D A

Ulesande tingimuste pohjal on AM kolmnurga D AE nurgapoolitaja. Selleks, et
AM oleks ka korgus, piisab ndidata, et | AD| = |AE]|.
Poiknurkade vordsusest saame /DAM = /BMA.Kuna Z/DAM = /MAB, on

BC AD
kolmnurk ABM vordhaarne. Jarelikult | AB| = |[BM| = |2—| = % Kuna BM ||
AD, saame muuhulgas, et BM on kolmnurga D AE keskloik. Niisiis teisest kiiljest

AE
|AB| = %, millest kokkuvottes jareldubki, et |AD| = | AE].

Selle tilesande teise voimaliku lahenduse annab tilesanne 28.4.

33.2 Vastus: jah.

Ulesande tingimustest jareldub, et ndutud kolmnurga puhul peavad tipp C
ja korguste loikepunkt H asuma teine teisel pool sirgest AB, st H peab asuma
véljaspool kolmnurka ABC. Niisiis tasub otsida ainult niirinurkseid kolmnurki.

Kui punktid C ja H on stimeetrilised sirge AB suhtes, siis teame, et | AC| = |AH|
ja CH L AB. Viimane seos tdhendab juba, et H asub kolmnurga ABC tipust C
tommatud korgusel. Selleks, et H oleks kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt,
peab lisaks kehtima nditeks BH 1 AC. Paneme tdhele, et seostest CH L. AB ja
BH 1 AC jareldub muuhulgas, et B on kolmnurga AHC korguste 16ikepunkt. See
tdhelepanek aitab meil leida tildise konstruktsiooni.
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33.3

33.4

Valime suvalise teravnurkse vordhaarse kolmnurga AHC nii, et |AC| = |AH|.
Olgu B tema korguste 16ikepunkt ning D tipust A tommatud korguse aluspunkt.
Kuna AD on korgus vordhaarses kolmnurgas, on ta iihtlasi ka mediaan, st |CD| =
|DH|.Jarelikult on punktid C ja H sirge AB suhtes stimmeetrilised. KunaCH L AB
ja BH 1L AC, on H muuhulgas kolmnurga ABC korguste l6ikepunkt.

Vastus: ei.
A

B P 0 C

Kui DE oleks kolmnuga ABC keskloik, peaksid D ja E olema vastavalt kiilgede
AB ja AC keskpunktid. Kuna AQ || DP, peab P kiirteteoreemi pohjal olema 16igu
BQ keskpunkt. Jarelikult on AP kolmnurgas ABQ nii nurgapoolitaja kui ka me-
diaan, millest teoreemi 33.1 abil jareldub, et ta on muuhulgas selle kolmnurga
korguseks. Seega AP | BC.

Kuna teisest kiiljest AP || EQ, saame sama moodi toestada, et AQ L BC. Siit
aga jarelduks, et sirged AP ja AQ peaksid olema paralleelsed, mis pole voimalik,
sest nad ldikuvad punktis A. Saime vastuolu eeldusega, et DE on kolmnuga ABC
keskloik.

Vastus: suhtes 1: 2.

Olgu K tipust A tommatud nurgapoolitaja 16ikepunkt kiiljega BC. Kuna kolm-
nurk ABC on vordhaarne tipunurgaga A, on AK iihtlasi korgus (st AK L BC) ja
mediaan (st |BK| =|CK]). Olgu M ldikude DE ja BC ldikepunkt.

C

B

Ulesande tingimuste pohjal on DE kolmnurga ABD mediaan. Teisest kiiljest,
kuna BK 1 AD, on BK selle kolmnurga tipust B tommatud koérgus. Et osata
hinnata, millises suhtes jagab punkt M 16igu BC, oleks hea, kui BK oleks samuti
kolmnurga ABD mediaan. Selleks piisab, kui néditame, et | AB| = |BD|. Kuidas seda
teha?

Uks standardne trikk on konstrueerida punkt DY veidi teistmoodi, et vajalik
vordus oleks ilmne, ja siis ndidata, et saadav punkt langeb {ilesandes defineerituga
kokku.

P66rame kolmnurka AKC 180° vorra timber punkti K. Siis 1dheb punkt C
punktiks B, sirge AK jaib iseendaks ning sirge AC liheb temaga paralleelseks
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33.5

33.6

punkti B ldbivaks sirgeks. Jarelikult 1aheb punkt A vaadeldava p66rdega vastavate
sirgete loikepunktiks D. Seega | AB| = |AC| = |BD] ja kolmnurk ABD on vordhaar-
ne tipunurgaga B, mistottu tema korgus BK on iihtalsi ka mediaan. Jarelikult on
M kolmnurga ABD mediaanide 16ikepunkt, mis jagab mediaani BK suhtes 2: 1,
st|BM|=2-|MK]|.

Samas |CK| = |BK| = 3|MK], kust saame

IBM| _ 2-|MK| 2 |MK| 2 1
IMC|  IMK|+|CK| |MK|+3-|MK| 4 2°

Lahenduse iiks voimalik idee on leida vordhaarne kolmnurk alusega sirgel AB nii,
et CA oleks selle mediaan (ja jirelikult ka korgus). Olgu D’ punkti D peegeldus
punktist A. Niitame, et otsitavaks sobib kolmnurk DCD'. Vastavalt punkti D'
valikule on C A selle kolmnurga mediaan; jiib veel niidata, et kolmnurk DCD’ on
vordhaarne.

D/

Vastavalt iilesande tingimustele ja punkti D’ konstruktsioonile teame, et

IBC| 3 [BD'|

IBE| 2 |BA|

Kiirteteoreemi poordteoreemi (vt teoreem 27.3) pohjal saame siis, et sirged AE ja
D'C on paralleelsed. Jarelikult

/BD'C=/BAE=/ADC.

Niisiis on kolmnurk DCD’ t6epoolest vordhaarne ja CA on tema mediaanina
tihtlasi ka korgus. Jarelikult Z/BAC =90°, mida oligi tarvis tdestada.
Teise voimaliku lahenduse annab {ilesanne 26.7.

Olgu O ringjoone w keskpunkt. Siis ZOAP = ZOBP =90°. Jarelikult asuvad punk-
tid A ja B ringjoonel diameetriga OP. Ulesande tingimuste pohjal asub samal
ringjoonel ka punkt X (vt joonist).
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Erijuhul kui kiir P X 1dbib punkti O, langevad punktid X ja O kokku ning CD on
ringjoone w diameeter, mistottu tilesande vdide kehtib.

Muul juhul paneme tédhele, et |OC| = |OD|, st OCD on vordhaarne kolmnurk.
Me peame tOestama, et X on selle kolmnurga aluse keskpunkt. Selleks piisab, kui
nditame, et OX on kolmnurga OCD korgus. Kuna X paikneb ringjoonel diameet-
riga OP, saame OX 1 XP, mistdottuka OX 1 CD, nagu oligi vaja.

33.7 Olgu H' koérguste 1oikepunkti H peegeldus kiiljest BC. Teoreemi 29.3 pohjal teame,
et H' asub kolmnurga ABC iimberringjoonel.

H/

Z/ AHO = 90° parajasti siis, kui OH on kolmnurga AOH' korgus. Kuna kolmnurk
AOH' on vordhaarne tipunurgaga O, on OH selle korguseks parajasti siis, kui ta
on ka mediaan, st kui |AH| = |HH'|.

Kuna H ja H' on teineteise peegeldused sirge BC suhtes, kehtib vordus | HD| =
IDH'| ehk |HH'| = 2|HD|. Kokkuvottes ZAHO = 90° parajasti siis, kui |AH| =
2|HD|, mida oligi tarvis toestada.

33.8 Olgu kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt O ning kdrguse AD sirge teine
ldikepunkt selle timberringjoonega F.
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B

Kuna ACB ja AFB on samale kdolule toetuvad piirdenurgad, saame ZAFB =
ZACB =60°. Teisest kiiljest nelinurgast CEHD

/EHD=360°- ZHDC - /DCE—- ZCEH =360°—90° —60° —90° = 120°.

Jarelikult
/BHF =180°-ZEHD =60°.

Niisiis on kolmnurk B HF vordkiilgne ja tema tipu H juures asuva nurga poolitaja
on vastaskiilje BF keskristsirge. Kuna BF on vaadeldava ringjoone kodl, 1ldbib
tema keskristsirge ringjoone keskpunkti O.

Teine voimalus seda iilesannet lahendada on kasutada teoreemi 29.3 tulemust
ning panna tédhele, et punktid H ja F on siimmeetrilised sirge BC suhtes. Siit
jareldub kohe, et /BHF = /HFB ja kuna ZHFB = ZACB = 60°, on kolmnurk
B HF vordkiilgne. Edasi jatkame nagu iilaltoodud lahenduses.

33.2 Vordhaarse kolmnurga teoreemi poordteoreem

Teoreem 33.2 Kui kolmnurga tihest tipust tommatud korgusest, nurgapoolitajast ja
mediaanist kaks langevad kokku, on kolmnurk vordhaarne tipunurgaga selles tipus.

Toestus. Vaatleme kolmnurka ABC ja tdombame tema tipust vastaskiiljele 16igu AD.
Vaatame ldbi kolm juhtu.

A
B C
D
1. AD on nurgapoolitaja ja mediaan. Nurgapoolitaja omadusest (vt teoreem 34.1)
|AB| _|BD| - |BD]| -
teame, et —— = ——. Kuna D on kiilje BC keskpunkt, saame —— = 1, jarelikult
|AC|  |CD| |CD|
AB
ka u =1ehk|AB|=]AC|.
|AC]
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2. AD on nurgapoolitaja ja korgus. Siis /ZBAD = /DAC, aga ka ZADB = 90° =
ZCDA. Kiilg AD on kolmnurkadel ADB ja ADC iihine, jarelikult on nad kong-
ruentsed tunnuse NKN alusel. Muuhulgas saame |AB| = | AC]|.

3. AD on korgus ja mediaan. Sel juhul |BD| = |DC| ja ZADB =90° = ZCDA. Kiilg
AD on kolmnurkadel ADB ja ADC iihine, jarelikult on nad kongruentsed tunnuse
KNK alusel. Kokkuvottes saame jille | AB| = | AC].

O

Teoreemi 33.2 kasutatakse tilesannetes sageli kolmnurga vordhaarsuse toestamiseks.

Ulesanded

Ulesanne 33.9 (Piirkonnavoor 1999, 10. klass) Tdisnurkse kolmnurga ABC hiipote-
nuusi AB keskpunktiga sirge BC suhtes siimmeetriline punkt D asub nurga CAB
poolitajal. Leia kolmnurga ABC teravnurkade suurused.

Ulesanne 33.10 (Piirkonnavoor 2021, 10. klass) Olgu E ja F vastavalt kolmnurga ABC
kiilgede AC ja AB keskpunktid. Loikude BE ja CF pikkused on vordsed. Kas voib
kindlalt véita, et kolmnurk ABC on vordhaarne?

Ulesanne 33.11 (Siigisene lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Teravnurkse kolmnurga
ABC tippudest A ja B tommatud korguste aluspunktid on vastavalt K ja L. TOesta, et
kui |BK| = |KL|, siis kolmnurk ABC on vordhaarne.

Ulesanne 33.12 (Loppvoor 2003, 9. klass) Ristkiilikus ABCD, kus |AB| < 2|AD|, on
E kiilje AB keskpunkt ning F selline punkt 16igul CE, et ZCFD = 90°. Toesta, et
kolmnurk FAD on vordhaarne.

Ulesanne 33.13 (Loppvoor 2000, 10. klass) Roopkiiliku ABCD kiilje AD keskpunkt on
E ja punktist B sirgele CE tommatud ristloigu aluspunkt on F. Toesta, et kolmnurk
ABF on vordhaarne.

Ulesanne 33.14 (Loppvoor 2012, 10. klass) Tasandil on antud kolmnurk ABC. Olgu P
tipust A tommatud nurgapoolitaja 16ikepunkt kiiljega BC ning M kolmnurga ABC

tipust B tommatud mediaani aluspunkt. Sirged AB ja M P 16ikuvad punktis K. Toesta,

. |PC| . . o
et kui —— =2, siis AP ja CK on risti.
|BP]

Ulesanne 33.15 (Stigisene lahtine voistlus 2005, noorem rithm) R66pkiilikus ABCD on
M kiilje AB keskpunkt ja N nurga ABC poolitaja ldoikepunkt kiiljega CD. Toesta, et
16igud CM ja BN on risti parajasti siis, kui sirge AN on nurga D AB poolitaja.

Ulesanne 33.16 (Piirkonnavoor 2013, 11. klass) Tasandil on antud kolmnurk ABC.
Punktid Bl, Bg, Cl, C2 valitakse l’lii, et ABl = Ble = BZB ning AC1 = Cl Cg = CzC Olgu
D l6ikude B, C; ja B> Cy ldikepunkt. On teada, et sirged AD ja BC on risti. Toesta, et
kolmnurk ABC on vordhaarne.
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Ulesanne 33.17 (Piirkonnavoor 2017, 12. klass) Kolmnurga ABC siseringjoon puutub
kiilgi BC ja AC vastavalt punktides A’ ja B'. Punktist A’ kiiljele AC tdmmatud rist-
16igu ja kolmnurga ABC siseringjoone ldikepunkt on P. Téesta, et punkt P poolitab
kolmnurga ABC siseringjoone kaare A’ B’ parajasti siis, kui ZACB = 60°.

Ulesanne 33.18 (Piirkonnavoor 2014, 12. klass) Kolmnurga erinevatest tippudest tom-
matud nurgapoolitaja, kdrgus ja mediaan 16ikuvad iihes punktis. Projektsioon sellest
punktist mingile kiiljele poolitab selle. Toesta, et projektsioon sellest punktist mista-
hes kiiljele poolitab selle.

Ulesanne 33.19 (Kevadine lahtine voistlus 2006, vanem rithm) Ringjoonel valitakse
neli punkti A, B,C ja D nii, et kaared AB, BC ja CD on vordse pikkusega ning kaar
D A nendest pikem. Sirge AD ja ringjoonele punktis B tommatud puutuja loikuvad
punktis E. Olgu F ringjoone punkt, mis asub diametraalselt punkti C vastas. Toesta,
et kolmnurk DEF on vordhaarne.

Vaata ka tilesandeid 34.10, 28.5 ja 29.19.

Lahendused

33.9 Vastus: 30° ja 60°.
Peegeldame terve hiipotenuusi AB sirge BC suhtes; olgu peegelduseks saadud
16ik A’B (vt joonist).

Kuna Z/BCA = 90°, asuvad punktid A, C ja A’ iihel sirgel. Ulesande tingimuste
pohjal on AD siis kolmnurga ABA’ nurgapoolitaja. Kuna D on samas 1digu A'B
keskpunkt, on AD ka kolmnurga AB A’ mediaan. Jérelikult | AB| = | AA'|. Kuna l6ik
A'B on 16igu AB peegeldus, siis saame lisaks | AB| = | A'B|. Jarelikult on kolmnurk
ABA' vordkiilgne ning seetottu ZCAB =60° ja ZABC = 30°.

Teise voimaliku lahenduse annab {ilesanne 34.9.

33.10 Vastus: jah.
Loigud BE ja CF on kolmnurga ABC mediaanid; olgu nende 16ikepunkt M.
Tahistame kiilje BC keskpunkti D.
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Kuna |BE| = |CF|, siiska |[ME| = %IBEI = %ICFI = |MF| ning analoogiliselt |[MB| =
|MC]|. Jarelikult on kolmnurgad EFM ja CBM vordhaarsed ning tdnu ihisele
tippnurgale ka sarnased. Muuhulgas on neil tihine stimmeetriatelg, mis on 16ikude
EF ja BC iihine keskristsirge. Sellel sirgel asuvad punktid M ja D. Kuna aga sirge
M D on kolmnurga AMC kolmas mediaan, asub sellel sirgel ka tipp A. Et ZM DB =
90°, on AD peale mediaaniks olemise veel ka kolmnurga ABC korgus, mistottu
kolmnurk ABC on vordhaarne.

33.11 Tingimus |BK| = |KL| tdhendab, et ringjoon keskpunktiga K ldbi punkti B ldbib
ka punkti L. Leiame sellele ringjoonele punktist B tdommatud diameetri teise
otspunkti.

Uhest kiiljest peab see otspunkt loomulikult asuma sirgel BK. Teisest kiiljest
on 16ik BL antud kolmnurga korguseks, mistottu punkti L juurde tekib tdisnurk.
Thalese teoreemi poodrdteoreemi (vt teoreem 28.3) pohjal on tdisnurkse piirdenur-
ga poolt médratud kool vaadeldava ringjoone diameetriks.

Niisiis peab diameetri teine otspunkt asuma sirgel AL, mis kokkuvottes té-
hendab, et diameetri teiseks otspunktiks on sirgete BK ja AL loikepunkt C. Muu-
hulgas osutub K 16igu BC keskpunktiks, mis tihendab, et 16ik AK on iihtaegu nii
kolmnurga ABC korgus kui ka mediaan. Teoreemi 33.2 pohjal jareldub niiiid, et
kolmnurk ABC peab olema vordhaarne.

A

33.12 Ulesandes pole deldud, millised kolmnurga FAD kiiljed tdpselt vordsed peavad
olema. Selle vdljanuputamisel aitab meid korralik joonis.
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A D
H
E G
F.
B C

Jooniselt ndeme, et tasub proovida toestada vordust |AD| = | AF|. Selleks piisab,
kui leiame 10igu, mis sobib kolmnurgale FAD nii tipust A tommatud korguseks
kui ka mediaaniks.

Olgu G 16igu CD keskpunkt ning H ldikude AG ja DF loikepunkt. Nditame, et
AH on kolmnurga FAD korgus ja mediaan.

Téanu punktide E ja G valikule kehtib AG || EC. Kuna DF 1 EC, siiska AH L
DF. Jérelikult on AH kolmnurga FAD korguseks.

Teisest kiiljest jareldub sirgete AG ja EC paralleelsusest kiirteteoreemi abil, et

IDH| _|IDG| 1

IDF| ~ [DC| ~ 2°
Niisiis on H 16igu DF keskpunkt ja AH seega ka kolmnurga FAD mediaan. Teo-
reemi 33.2 pohjal on see kolmnurk jarelikult vordhaarne.
Tegelikult pole selles iilesandes vaja, et ABCD oleks ristkiilik. Sarnane véide
kehtib ka roopkiiliku jaoks, nagu néitab iilesande 33.13 lahendus.

33.13 Alustame jille joonisest.

33.14

C

Kui joonis védhegi korralik saab, on nédha, et toestada tasub vordust |AB| = | AF|.
Selleks piisab, kui suudame néidata, et tipust A tommatud korgusest, mediaanist
ja nurgapoolitajast kaks langevad omavahel kokku. Aga millised kaks valida?

Paneme tdhele, et BF L CE, niisiis saame tipust A kiiljele BF tommatud kor-
guse kohta kohe viita, et see on paralleelne 16iguga CE. Teisest kiiljest on selge,
et tipust A 16iguga CE paralleelne sirge ldbib 16igu BC keskpunkti (motle néiteks
roopkiiliku poorde peale 180° vorra timber tema keskpunkti). Tdhistame kiilje BC
keskpunkti G ja tipust A 16igule BF tommatud ristsirge aluspunkti H.

Kuna GH | CF ning G on 16igu BC keskpunkt, on GH kolmnurga BCF kesk-
16ik, mistottu H on 16igu BF keskpunkt. Jérelikult on AH korraga nii kolmnurga
ABF korgus kui mediaan, mistottu teoreemi 33.2 pohjal | AB| = |AF]|.

Lahenduse ideeks on ndidata, et AKC on vordhaarne kolmnurk tipunurgaga tipus
A. Ulesande tingimuste pohjal on AP nurga C AK poolitaja; nditame, et ta on ka
mediaan.
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33.15

33.16

Teame, et M on ldigu AC keskpunkt, seega on KM kolmnurga AKC iiks me-
diaanidest. P on punkt sellel mediaanil, mis jaotab 16igu BC suhtes 1: 2. Nditame,
et P peab sel juhul olema kolmnurga AKC mediaanide 16ikepunkt.

Olgu vastuviiteliselt mediaanide 16ikepunktiks hoopis punkt P’ # P: loomuli-
kult peab ta asuma mediaanil K M. Olgu B’ sirge CP’ 16ikepunkt kiiljega AK.

K C

|PC] |P'Cl .. e .
Teame, et —— = 2 = ——-. Kiirteteoreemi poordteoreemi (vt teoreem 27.3)
|BP| |B'P'|
pohjal peaks siis kehtima BB’ | PP, mis on aga voimatu, sest tegemist on punktis
K 16ikuvate erinevate sirgetega.

Saadud vastuolu néitab, et P peab olema kolmnurga AKC mediaanide 16ike-
punkt. AP on niisiis iihtaegu selle kolmnurga nurgapoolitaja kui ka mediaan,
mistottu teoreemi 33.2 pohjal |AK| = |AC|. Teoreemi 33.1 pohjal on AP siis ka
selle kolmnurga korgus, mida oligi tarvis toestada.

Selle tilesande teise lahenduse annab tilesanne 34.4.

Eeldame koigepealt, et CM L BN. Siis on BN kolmnurgas BCM tipust B tdomma-
tud nurgapoolitaja ja korgus. Jarelikult on see kolmnurk vordhaarne, st |[BC| =
|[BM]|. Kuna M on ldigu AB keskpunkt, kehtib muuhulgas |AB| =2|BC]|.

N
D C

A B
M

Kuivérd BN on 16igu CM keskristsirge, on ka kolmnurk CNM vordhaarne.
Kuna MB || NC, jareldub siit, et MBCN on romb. Arvestades, et | AB| =2|BC|, on
ka AMND romb, millest omakorda jareldub, et AN on nurga D AB poolitaja.

Teisest kiiljest, kui nurkade DAB ja ABC poolitajad 16ikuvad kiiljel CD punk-
tis N, saame poiknurkade vordsusest ZNBC = ZMBN = ZCNB ja ZDAN =
ZNAM = ZAND. Niisiis on kolmnurgad BCN ja ND A vordhaarsed. Kuna |AD| =
|BC|, on N kiilje CD keskpunkt. Jarelikult |BC| = |[CN| = |BM]|, mistottu MBCN
peab olema romb. Siit aga jareldub omakorda CM L BN.

Vordle seda iilesannet ka iilesandega 33.1.

Olgu sirgete AD ja BC ldikepunkt F. Siis iilesande tingimuste pohjal on AF kolm-
nurga ABC korgus. Teoreemi 33.2 kasutamiseks tuleks lisaks toestada, et AF on
kas nurgapoolitaja voi mediaan. Kuna iilesande teised tingimused on antud mitte
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33.17

33.18

nurkade, vaid mingite 16ikude pikkuste jaoks, on loomulik proovida tdestada, et
AF on kolmnurga ABC mediaan.
Tahistagu E lisaks sirgete AD ja B, C, loikepunkti.

e

B

Punktid B; ja C; on vastavalt 1dikude AB; ja AC, keskpunktid, jarelikult on D

kolmnurga AB,C, mediaanide l6ikepunkt. Niisiis on ka AE selle kolmnurga me-

diaan ja E 16igu B, C, keskpunkt. Kolmnurgad AB,C; ja ABC on homoteetsed (vt
3

jaotis 35) keskpunktiga A ja kordajaga —. See homoteetne teisendus viib punkti E

punktiks F, mis jarelikult on 16igu BC keskpunkt. Kokkuvottes on AF kolmnurga
ABC korgus ja mediaan, mistottu see kolmnurk ise on vordhaarne.

Teeme joonise.

B

A/

Ulesande tingimus, et P on kaare A'B’ keskpunkt, tihendab, et kaared A'P
ja PB' on vordsed. See aga on nii parajasti siis, kui nendele kaartele toetuvad
piirdenurgad on vordsed, st Z/PA'C = /B’ A'P, ehk parajasti siis, kui AP on nurga
B’ A'C poolitaja. (PA’C on kiill puutuja ja koolu vaheline nurk, aga teoreemist 31.1
teame, et tema suurus vordub vastavale koolule/kaarele toetuva piirdenurga
suurusega.)

Ulesande tingimuste pohjal on A’'P kolmnurga B'A'C korgus. Niisiis on P
kaare A'B’ keskpunkt parajasti siis, kui |A'B’| = |A'C|. Puutujaldikude vordsus
annab teisest kiiljest | A'C| = |B'C|. Niisiis on P kaare A’B’ keskpunkt parajasti siis,
kui vordhaarne kolmnurk B’ A'C on vordkiilgne ehk siis kui ZA’CB’ = 60°.

Tédhistame iilesande kolmnurga tipud nii, et tipust A on tdmmatud nurgapoolitaja,
tipust B korgus ja tipust C mediaan. Kuna iilesandes pole deldud, millisele kiiljele
nende sirgete 16ikepunkti P projektsioon tdpselt tommatud on, peame koik kolm
voimalikku juhtu 1dbi vaatama. Nditame, et koigil juhtudel on kolmnurk ABC
tegelikult vordkiilgne; iilesande vdide on seejirel ilmne.
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33.19

Olgu koigepealt tegemist projektsiooniga kiiljele AB ja olgu kiilje AB kesk-
punkt K. Ulesande tingimustest teame, et mediaan CK l4bib punkti P. Teisest
kiiljest on K vaadeldaval juhul punkti P ristprojektsioon kiiljele AB, st PK L AB.
Niisiis on CK tihtlasi ka kolmnurga ABC korguseks, millest omakorda jareldub
|BC| =|AC|. Kuna punkt P asub nii tipust B kui ka tipust C tdmmatud korgusel,
on ta kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt, millest omakorda jareldub, et nur-
gapoolitaja AP on iihtlasi ka kolmnurga ABC korgus. Kokkuvottes, | AB| = | AC]|,
millega oleme vaadeldaval juhul ndidanud kolmnurga ABC vordkiilgsuse.

Olgu niitid punkti P ristprojektsiooniks kiiljele AC selle kiilje keskpunkt L. Siis
on kolmnurga korgus BL iihtlasi ka tema mediaan, millest jareldub |AB| = |BC].
Sarnaselt eelmise juhuga saame niiiid, et P on tipust C tdommatud mediaani
ning mediaani BL ldikepunkt. Seega osutub meidaaniks ka nurgapoolitaja AP.
Jarelikult | AB| = | AC| ning ka sellel juhul oleme toestanud kolmnurga ABC vord-
kiilgsuse.

Kolmas juht, kus vaatleme punkti P ristprojektsiooni kiiljele BC, on veidi
teistsugune. Kuna AP on nurgapoolitaja, ei saa me kohe jiareldada, et punktid A
ja P asuvad iihel sirgel kiilje BC keskpunktiga M.

Meie eesmaérk on sellegipoolest toestada, et | AB| = |AC|. Selleks eeldame vas-
tuvditeliselt, et | AB| # | AC|; konkreetsuse huvides nditeks |AB| < |AC| (juhtum
|AB| > | AC| on analoogiline). Teeme joonise.

A

B = C
M N

Olgu N nurgapoolitaja AP 16ikepunkt kiiljega BC. Tdnu tingimusele |AB| <
|AC| asub tipp A joonisel kiilje BC keskristsirgest P M vasakul. Punkt P kui nurga-
poolitaja ja mediaani ldikepunkt asub kindlasti kolmnurga sees, seega asub punkt

N sirgest PM paremal. Siit jareldub, et |[BN| > | NC|. Nurgapoolitaja omadusest

IBN| |AB]
= —— <1, vastuolu.
INC| |AC]|

Teine voimalus vastuoluni jouda on kasutada jareldust 34.1, mille pohjal mit-
tevordhaarse kolmnurga nurgapoolitaja ja vastaskiilje keskristsirge 1dikuvad tim-
berringjoone kaare keskpunktis. See punkt aga asub viljaspool kolmnurka.

Niisiis on ainsaks voimaluseks | AB| = | AC|, mis tdhendab, et AP on nii nurga-
poolitaja, korgus kui ka mediaan. Niitid saame eelpooltehtuga analoogiliselt, et P
on tipust A ja B tommatud korguste 16ikepunkt. Jarelikult on CP iihtaegu nii me-
diaan kui ka korgus, mistottu | AC| = |BC|. Niisiis on ABC ka sel juhul vordkiilgne
kolmnurk.

(vtjaotis 34.1) teame samas, et

Ulesandes pole otsesonu éeldud, millised kolmnurga DEF kiiljed vordsed peavad
olema. Oige hiipoteesi leidmiseks tuleb teha korralik joonis.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

33.2 Vordhaarse kolmnurga teoreemi poordteoreem 439

Jooniselt saame hiipoteesi |[EF| = | DF]|. Selle hiipoteesi toestamiseks piisab leida
tipust F kiiljele DE tommatud 16ik voi sirge, mis rahuldaks teoreemi 33.2 tingimusi.
Joonise pohjal on ilmne kandidaat sirge FB.

Kuna CF on ringjoone diameeter, saame Thalese teoreemist ZCBF = 90°.
Samas iilesande tingimuste pohjal CB || D A, jarelikult on risti ka sirged FB ja DE.

Toestuse lopetamiseks piisab nédidata, et sirge FB poolitab 16igu DE. Selleks
omakorda piisab ndidata, et kolmnurk DBE on vordhaarne. Olgu B; suvaline
punkt 16igu BE pikendusel iile punkti B. Kuna CB || DE, saame /BED = /B BC.
Viimane on aga nurk ringjoonele punktis B tommatud puutuja ja koolu BC vahel,
jéarelikult teoreemi 31.1 pohjal /B, BC = ZBFC. Ulesande tingimuste pohjal on
kaared AB ja BC vordsed, jarelikult /BFC = ZADB = ZEDB. Niisiis on kolmnurk
DBE vordhaarne tipunurgaga tipu B juures, mida oligi vaja.
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