29. jaotises ndgime, kuidas tdestada, et nelinurk on kodlnelinurk, uurides 16ikude
vahel tekkivaid nurki. Tingimuse nelja punkti asumiseks iihel ringjoonel saab anda ka
sobivate l6ikude pikkuste kaudu.

Teoreem 32.1 Olgu ldikude AC ja BD loikepunkt P. ABCD on koolnelinurk parajasti
siis, kui kehib vordus
|AP|-|CP|=|BP|-|DP]|.

Toéestus. Oletame koigepealt, et ABCD on kodlnelinurk (vt joonist).

Teoreemi 29.2 pohjal teame, et /BCA = /BDAja ZCBD = ZCAD. Jarelikult on
kolmnurgad PCB ja PD A sarnased tunnuse NN pohjal. Sarnaste kolmnurkade vastavad
kiiljed on vordelised, seega kehtib vordus

|AP| |DP|

Ly (32.1)
|IBP| |CP|

mis on samavaddrne teoreemi vordusega.

Eeldame niiiid, et kehtib teoreemis antud vordus, millest omakorda jareldub vor-
dus (32.1). Nurgad APD ja BPC on tipunurkadena vordsed, jarelikult on kolmnurgad
PCB ja PDA tunnuse KNK pohjal sarnased. Kuna sarnaste kolmnurkade vastavad nur-
gad on vordsed, saame /BCA = ZBD A, millest teoreemi 29.2 abil jareldubki, et ABCD
on koolnelinurk. O
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Vidga sarnane teoreem kehtib ka siis, kui sirged AC ja BD ldikuvad 16ikude AC ja BD
pikendustel.

Teoreem 32.2 Loikugu sirged AB ja CD punktis P, mis ise jadb viljapoole 16ike AB ja
CD. ABCD on koolnelinurk parajasti siis, kui kehib vordus

|AP|-|BP|=|CP|-|DP]|.

Toestus. Oletame koigepealt, et ABCD on koolnelinurk (vt joonist).

Teoreemi 29.2 pohjal teame, et /PAD = /BAD =180° - ZBCD = ZPCB. Nurk tipu

P juures on kolmnurkadel PAD ja PCB iihine, jarelikult on kolmnurgad PAD ja PCB

sarnased tunnuse NN pohjal. Sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed on vordelised,
seega kehtib vordus

|AP| _ |DP]

= , (32.2)
|ICP| |BP|

mis on samavaddrne teoreemi vordusega.

Eeldame niiiid, et kehtib teoreemis antud vordus, millest omakorda jareldub vor-
dus (32.2). Kolmnurkadel PAD ja PCB on iihine nuirk tipu P juures, jarelikult on kolm-
nurgad PAD ja PCB tunnuse KNK pohjal sarnased. Kuna sarnaste kolmnurkade vas-
tavad nurgad on vordsed, saame /BAD = /PAD = /PCB = 180° — ZBCD, millest
teoreemi 29.2 abil jareldubki, et ABCD on koolnelinurk. O

Teoreemiga 32.2 on ldhedalt seotud ka jargmine tulemus, kus iiks 16ikamine on
asendunud puutega.

Teoreem 32.3 Olgu viljaspool ringjoon asuvast punktist P tommatud kaks sirget,
millest {iks 16ikab antud ringjoont punktides A ja B, teine aga omab ringjoonega iihist
punkti C. Sirge CP on ringjoone puutuja parajasti siis, kui kehib vordus

|AP|-|BP|=|CP|>.

Toestus. Teeme joonise.
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Vastavalt puutuja ja koolu teoreemile (vt teoreem 31.1) on sirge CP antud ringjoone
puutujaks parajasti siis, kui ZPCB = ZPAC. Kuna nurk tipu P juures on kolmnurkadel
PCA ja PBC iihine, kehtib viimane vordus parajasti siis, kui need kolmnurgad on
sarnased. See on nii aga parajasti siis, kui kehtib vordus

|AP| _|CP|
ICP| — |BP|’
mis on samavddrne teoreemi vordusega. O

Teoreemidest 32.1 ja 32.2 saab teha huvitava jdrelduse.

Kui tasandil antud punktist P tdmmata sirge, mis 16ikab antud ringjoont punktides A
ja B, sOltub suurus |AP|-|BP| ainult ringjoonest ja punktist P, aga mitte tommatud
sirge asendist.

See tdhelepanek pohjendab jargmise definitsiooni korrektsuse.

Definitsioon 32.1 Olgu tasandil antud ringjoon c ja punkt P. Vaatleme suvalist sir-
get, mis ldbib punkti P ning 16ikab ringjoont punktides A ja B. Punkti P potentsiks
ringjoone c¢ suhtes nimetatakse suurust

|AP|-|BP], kui P asub ringjoonest véljaspool,
0, kui P asub ringjoone peal,
—|AP|-|BP|, kui P asub ringjoone sees.

Lisaks ndeme teoreemi 32.3 pohjal, et ringjoonest vdljaspool asuva punkti potents
on vordne sellest punktist ringjoonele tommatud puutujaldigu pikkuse ruuduga.
Punkti potentsi arvutamiseks ringjoone suhtes on olemas ka kompaktne valem.

Teoreem 32.4 Olgu tasandil antud punkt P ning ringjoon keskpunktiga O ja raadiuse-
ga r. Punkti P potents vaadeldava ringjoone suhtes avaldub kujul

|OP|? - r?.

Toestus. Tombame sirge OP (kui O = P, sobib suvaline seda punkti ldbiv sirge). Olgu te-
ma l6ikepunktid vaadeldava ringjoonega A ja B. Vaatame ldbi kolm juhtu, mis vastavad
definitsioonile 32.1.
Kui punkt P asub ringjoonest véljaspool, saame tema potentsiks vaadeldava ringjoo-
ne suhtes
|AP|-|BP| = (|OP|+1)-(IOP|-1) = |OP* - r*.
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Kui punkt P asub ringjoone peal, langeb ta kokku iihega punktidest A ja B. Lisaks
|OP| = r, jarelikult
|AP|-|BP|=0=|0OP* - r*.

Kui punkt P asub ringjoone sees, saame tema potentsiks vaadeldava ringjoone
suhtes

—|AP|-|BP| = —(r +|0P|)- (r —|OP|) = |OP|* = r*.

Kokkuvdéttes oleme vajaliku vorduse toestanud koigil kolmel juhul. O

Teoreeme 32.1, 32.2, 32.3 ja 32.4 nimetatakse tihiselt potentsiteoreemideks.
Punkti potentsiga on tihedalt seotud radikaaltelje moiste, mille kohta saab pikemalt
lugeda lisapeatiikist 32.1.

Ulesanded

Ulesanne 32.1 (Kevadine lahtine voistlus 2006, noorem rithm) Tasandile on joonesta-
tud kaks mitteldikuvat ringjoont, mis ei asu teineteise sees. Labi punkti P, mis jddb
kummastki ringjoonest véljapoole, on tommatud kaks sirget. Esimene sirge 16ikab
esimest ringjoont punktides A ja A’ ning teist ringjoont punktides B ja B'; seejuures
on A ja B punktile P lihemad loikepunktid, A’ ja B’ kaugemad ldikepunktid ning
punkt P asub 16igul AB. Tédpselt analoogilisel viisil 16ikab teine sirge esimest ringjoont
punktides C ja C’ ning teist ringjoont punktides D ja D'. Toesta, et punktid A, B, C, D
asuvad iihel ringjoonel parajasti siis, kui punktid A, B’,C’, D’ asuvad iihel ringjoonel.

Ulesanne 32.2 (Loppvoor 2023, 9. klass) Ringjoone ¢ keskpunkt on O ja iiks diameeter
on AB. Olgu M 16igu AO keskpunkt ja CD ringjoone ¢ mingi kdol, mis 1abib punkti
M. Koolul CD valitakse punktist D erinev punkt H nii, et [DM| = |M H|. Tosta, et
/BHD =2/ABC.

Ulesanne 32.3 (Loppvoor 2021, 10. klass) Kolmnurgas ABC on D ja E vastavalt kiilgede
AB ja AC keskpunktid. Toesta, et sirge AB puutub kolmnurga BEC timberringjoont
parajasti siis, kui sirge AC puutub kolmnurga BED timberringjoont.
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Ulesanne 32.4 (Loppvoor 2003, 11. klass) Kolmnurga ABC kiilgedel BC,CA ja AB
voetakse vastavalt punktid A, B; ja C; nii, et 16igud AA;, BB; ja CC; 16ikuvad iihes
punktis. On teada, et punktid A, B;, A; ja B paiknevad iihel ringjoonel ning punktid
B, Cy, By ja C paiknevad tihel ringjoonel. Toesta, et

a) punktid C, A;, C; ja A paiknevad iihel ringjoonel;
b) 16igud AA;, BB; ja CC; on kolmnurga ABC korgused.

Ulesanne 32.5 (Piirkonnavoor 2016, 11. klass) Olgu u ja v positiivsed reaalarvud, u > v.
Tasandil valitakse punktid O, A, B, P ja Q nii, et 16igud OA ja OB on vordse pikkusega

u ning nelinurk APBQ on romb kiiljepikkusega v. Toesta, et |OP|-|0Q| = u? — v

Ulesanne 32.6 (Talvine lahtine vistlus 2023, noorem rithm) Kolmnurga ABC mediaa-
nil AD valitakse punkt X. Kolmnurga ABX imberringjoon l6ikab kolmnurga ABC
mediaani BE punktis Y (Y # B). Kolmnurga EXY timberringjoon 16ikab sirget DE
punktis K (K # E). Toesta, et punkti K asukoht ei soltu punkti X valikust.

Ulesanne 32.7 (Loppvoor 1995, 12. klass) Olgu D kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt
ja E sirge BC suvaline punkt, mis erineb punktidest B ja D. Punkte A, E, D libiv
ringjoon loikab sirget AB teistkordselt punktis F. Sirgel AB voetakse punkt G (G # B)
nii, et |BF| = |FG]|. Toesta, et kolmnurgad EBG ja ABC on sarnased.

Ulesanne 32.8 (Talvine lahtine voistlus 2021, vanem rithm) Kolmnurgas ABC on |AB| =
|AC|. Mediaanid AD ja BE loikuvad punktis G. Olgu P 16igu GE keskpunkt. Toesta, et
|GP| = |GD| parajasti siis, CEPD on kdolnelinurk.

Lahendused

32.1 Paneme tihele, et iilesannde tingimuste pohjal asub punkt P 16ikude AB,CD, A'B’
ja C'D' sisepiirkonnas. Teeme joonise.

Teoreemi 32.2 pojal teame, et

|PA|-|PA'| =|PC|-|PC'| ja |PB|-|PB'|=|PD|-|PD'|. (32.3)
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Kui punktid A, B, C ja D asuvad iihel ringjoonel, saame teoreemist 32.1 lisaks

vorduse
|PAI-|PB| _

|PC|-|PD|
Avaldame niiiid vorduste (32.3) pohjal suuruse |PA’| - |PB’|:

|PA|-|PB| =|PC|-|PD| ehk

|PC|-|PC'| |PD|-|PD’| B |PC|-|PD|
|PA |PB|  |PA|-|PB]
= |PC’|-|PD’|.

|PA'|-|PB'| = .|PC'|-|PD'| =

Teoreemi 32.1 pohjal on A'B'C’ D’ seega koodlnelinurk.
Téapselt analoogiliselt saame toestada ka vastupidise jarelduse, kus eeldusest,
et A'B'C'D on kdolnelinurk, jiareldub sama viide ka ABCD jaoks.

32.2 Ulesande algses tekstis oli antud, et /BHD = 90°, ning kiisiti nurga ABC suurust.
Siinkohal téestame tildise vorduse /BHD =2/ ABC, millest juhul ZBHD = 90°
jareldub ZABC = 45°.

o

Kuna AOC on piirdenurgale ABC vastav kesknurk, siis 2ZABC = ZAOC.
Niisiis on toestatav vordus Z/BHD = 2/ ABC samavairne vordusega /BHD =
ZAOC, mis tdnu kérvuburkade omadusele on omakorda samavadrne vordusega
ZCOB = ZCHB. Viimane vordus kehtib aga parajasti siis, kui punktid B, C, H ja
O asuvad tiihel ringjoonel.

Kuna ADBC on kédlnelinurk, siis teoreemi 32.1 jargi kehtib vordus |M A| -
IMB| = |MC|-|MD|. Ulesande tingimuste pohjal teame, et [MA| = |MO| ja|MD| =
|M H|. Jarelikult kehtib ka vordus |MO|-|MB| = |MC|-|MH|, mis teoreemi 32.2
alusel tihendab, ka BC HO on kdolnelinurk. Seda aga oligi tarvis toestada.

32.3 Teeme joonise.
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Vastavalt teoreemile 32.3 on sirge AB kolmnurga BEC timberringjoone puutujaks
parajasti siis kui
|AE|-|AC| = |ABJ*. (32.4)

Ulesande tingimuste pohjal |AC| = 2-|AE| ja |AB| = 2-|AD]. Niisiis on vordus
(32.4) samavddrne vordustega

|AE|-2-|AE| = |AB|-2-|AD|,
|AE|> = |AB|-|AD].

Viimane vordus on aga teoreemi 32.3 pohjal samavéddrne vditega, et sirge AC
puutub kolmnurga BED iimberringjoont.
Selle iilesande viite teise tdestuse annab iilesanne 31.1.

32.4 a)Olgu P loikude AA;, BB ja CCj ldikepunkt. Punkti P potents nelinurga AB; A; B
umberringjoone suhtes on |AP|-|A; P| = |BP|-|B; P| ning nelinurga BC; B, C im-
berringjoone suhtes |BP|-|B; P| = |CP|-|C; P|. Jarelikult |AP|-|A; P| = |CP|-|C, P|,
millest teoreemi 32.1 pohjal jareldub, et ka CA; Cy A on kddlnelinurk.

b) Teeme joonise.

%

i

B A C

Kuna punktid B, Cy, B; ja C asuvad iihel ringjoonel, kehtib vordus ZCB; B =
/CC, B; tdhistame seda nurka a. Analoogiliselt tihistame ZAA;C = ZAC,C=f
ja/BA; A= /BB;A=Y.Saame vordused

a+pf=/CCB+/AC,C=180°,
B+y=LAAC+/BAA=180°,
Y+a=/BB A+ /CB;B=180°.

Nende vorduste liitmine annab 2(a + 8 +7y) = 540° ehk a + B+ = 270°. Lahutades

viimasest vordusest jargemdodda kolm tilaltoodut, saame a = =y = 90°. Niisiis
on 16igud AA,;, BB, ja CC; toepoolest kolmnurga ABC korgusteks.

32.5 Kuna |OA| = |OB|, asub punkt O 16igu AB keskristsirgel koos punktidega P ja Q,
st punktid O, P ja Q asuvad iihel sirgel.
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Ulesandes uuritav avaldis |OP|-|OQ]| viljendab niisiis punkti O potentsi mingi
ringjoone suhtes, mis ldbib punkte P ja Q. Ulesande tekstis kiill iihtegi ringjoont
mainitud ei ole, aga on romb APBQ, millest saame, et | AP| = v = | AQ)|. Jarelikult
leidub ringjoon keskpunktiga A, mis ldbib vajalikke punkte P ja Q, kusjuures selle
ringjoone raadiuseks on v. Teoreemi 32.4 pohjal teame, et punkti O potentsiks
vaadeldava ringjoone suhtes on |0OA|? — v? = u? — v, mida oligi tarvis toestada.

Vajaliku vorduse saab toestada ka teoreemi 32.3 abil. Teeme joonise.

B

Tombame punktist O ringjoonele puutuja OR. Teoreemist 32.3 teame siis, et
|OP|-10Q| = |OR|?. Teisest kiiljest on ARO tdisnurkne kolmnurk, milles |AR| = v
ja|OA| = u. Pythagorase teoreemi pohjal saame |OR|* = u* — v, millest jareldubki
vajalik vdide.

32.6 Niitame, et punkt K langeb kokku punktiga D. Selleks piisab ndidata, et punktid
E,D, X ja Y asuvad iihel ringjoonel.
Joonise jaoks tekib kaks voimalust soltuvalt sellest, kas punkt X valitakse 16igul
AM voiloigul M D, kus M on kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt.

A

B ) ¢

Esimesel juhul jadb punkt M kolmnurga ABX timberringjoonest vilja; muu-

hulgas tdhendab see, et punkt Y asub 16igul BM. Kuna ABY X on kdolnelinurk,
saame teoreemist 32.2 vorduse

|AM|-|XM|=|BM|-1YM]|.
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Mediaanide omadusest teame samas, et |AB| =2|MD| ja |BM| = 2| ME]|. Jarelikult
kehtib ka vordus

|IMD|-|XM|=|ME|-|Y M|,

millest teoreemi 32.1 pdhjal jareldub, et EXY D on kddlnelinurk.

B D

Teisel juhul on toestus analoogiline, ainult teoreeme 32.1 ja 32.2 tuleb kasutada
teises jdrjekorras, sest punkt M asub niitid 16ikudel AX ja BY.

32.7 Ulesande algses tekstis oli lisatingimus, et E on nurga C AB poolitaja 16ikepunkt
kiiljega BC, aga seda eeldust pole tegelikult iildse vaja.

Kiill aga on oluline aru saada, et iilesande tekstile vastab kaks erinevat olukor-
da - iiks, kus punkt E asub sirgel BC punkti B suhtes punktiga D samal pool, ning
teine, kus punkt B jddb punktide D ja E vahele.

Vaatleme koigepealt esimest olukorda.

Kuna punktid D, E, F, A asuvad iihel ringjoonel, saame potentsiteoreemist 32.2
1 1
vorduse |BE|-|BD| = |BF|-|BA|. Arvestades lisaks, et |[BF| = EIBGIja |BD| = Echl’

kehtivad vordused
\BE| _ |BF| _|BG|
|IBAl  |BD| |BC|’

Kuna nurk tipu B juures on kolmnurkadel EBG ja ABC iihine ning selle nurga juu-
res asuvad kiiljed on vastavalt vordelised, oleme tdestanud nende kolmnurkade
sarnasuse.

Vaatleme niiiid teist voimalikku olukorda, kus punkt B asub sirgel BC punktide
D ja E vahel. Siis asub B ka sirgel AB punktide A ja F vahel.
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.

Sel juhul saame vorduse |BE|-|BD| = |BF|-|BA| potentsiteoreemist 32.1; kogu
iilejddnud toestus on esimese késitletud juhuga analoogiline.

Harjutus 32.1 Tegelikult saab tdiendavalt loobuda ndudest, et sirgel AB on
punkte A, D ja E ldbiva ringjoonega kaks erinevat 16ikepunkti. Ulesande viide
kehtib ka siis, kui sirge AB puutub seda ringjoont punktis A. Motle see juhtum
iseseisvalt ldbi. Millist potentsiteoreemi niiiid vaja ldheb?

32.8 Teeme joonise.

Teoreemi 32.2 pohjal on CEP D kdolnelinurk parajasti siis, kui |BP|-|BE| = |BD| -
|BC|. Kuna G on kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt ja |GP| = | PE|, saame

|BP|-|BE|=5-|GP|-6-|GP|=30-|GP|*.

Et AD on mediaan, kehtib ka |[BC| =2-|BD| jajarelikult |[BD|-|BC| =2- |BD|?.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

32.1

32.1 Radikaaltelg ja radikaalkese 419

Niisiis on CEPD k&dlnelinurk parajasti siis, kui kehtib vordus 30 - |GP|? =
2-|BD|? ehk 15-|GP|* = |BDJ>.

Kuivord kolmnurk ABC on vordhaarne, osutub mediaan AD iihtlasi tema
korguseks, jarelikult Z/GDB = 90°. Pythagorase teoreemist saame seega |BG|* =
|IBD|? +|GD|?. Kuna G on kolmnurga ABC mediaanide l6ikepunkt ja |GP| = | PE]|,
kehtib |BG| =4-|GP]|.

Niitid ndeme, et vordus |GP| = |GD| kehtib parajasti siis, kui |IBG|> = |BD|? +
|GP|* ehk

16-|GP> = |BD> +|GP|?.

See vordus on aga on samavdirne tingimusega 15- |GP|? = |BD|?, mis omakorda
kehtib tilaltdestatu pohjal parajasti siis, kui CEPD on kdolnelinurk.

Radikaaltelg ja radikaalkese

Teoreem 32.5 Olgu tasandil antud kaks mittekontsentrilist ringjoont (st sellist ring-
joont, mille keskpunktid ei lange kokku). Niisuguste punktide hulk tasandil, mille
potents nende ringjoonte suhtes on vordne, moodustab sirge, mis on risti nende ring-
joonte keskpunkte iihendava sirgega. Seda punktihulka (sirget) nimetatakse antud
ringjoonte radikaalteljeks.

Toestus. Olgu antud ringjoonte keskpunktid ja raadiused vastavalt O, ja O, ning r; ja r».
Teoreemi 32.4 pohjal otsime tasandil niisuguseid punkte P, mille korral kehtib vordus

|O1P)? —r? =|0,P)* ~ 13

ehk
|01 PI* —|02P* = 12 — 15 (32.5)

Selles vorduses voime suurust 72 — r# vaadelda lihtsalt mingi reaalarvulise konstandina,
mille médravad dra antud ringjooned.

Niitame koigepealt, et sirgel O; O, leidub tédpselt iiks punkt P, mis rahuldab vor-
dust (32.5). Valime tasandil koordinaatteljestiku nii, et punktide O; ja O, koordinaadid
on vastavalt (0,0) ja (1,0), ning olgu x-teljel muutuva punkti P koordinaadid (x,0). Siis

|O1P)> = |0,P?=x*+(1-x)?=2x—1.

2 .2
9 1 r2+1

Vorrandil 2x — 1 = r? — r5 on aga tipselt iiks lahend x = .

igareaalarvu ry —r;

korral.
Olgu P niiiid vaba punkt tasandil ning olgu P’ tema ristprojektsioon sirgele O; O,.

p

O, (| p 03
p
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Pythagorase teoreemist saame
|01PI> = |02 P> = (101 P'|> +|PP'[?) = (102 P|* +|PP'|?) = |0, P'|* = | O P" 2.
Niisiis kehtib vordus (32.5) parajasti siis, kui
|O1P'> = |0,P' > =12 — 2,
Eelpooltdestatu pohjal on punkt P’ sirgel O; 0, iiheselt médratud. Vordust (32.5) ra-
huldavad niisiis parajasti koik need punktid P, mille ristprojektsioon sirgele O, O, on

P'. Need punktid aga moodustavad sirge, mis on risti sirgega O; O, nagu oligi tarvis
toestada. O

Teoreemist 32.5 saame kaks lihtsat, aga voistlusiilesannete lahendamisel viga kasu-
likku jareldust.

Teoreem 32.6 Olgu tasandil antud kolm paarikaupa mittekontsentrilist ringjoont.
Nende paarikaupa radikaalteljed on kas paralleelsed v6i 16ikuvad tihes punktis. Seda
punkti nimetatakse antud ringjoonte radikaalkeskmeks.

Téestus. Kui antud ringjoonte keskpunktid asuvad iihel sirgel, on vastavad radikaaltel-
jed teoreemi 32.5 pohjal selle sirgega risti ja jarelikult omavahel paralleelsed.

Vaatleme niilid juhtu, kui antud ringjoonte keskpunktid ei asu iihel sirgel. See ta-
hendab, et vaadeldavad radikaalteljed ei ole paralleelsed ning peavad 16ikuma. Tédhista-
me antud ringjooni ¢y, ¢2 ja ¢3 ning olgu ringjoonte c; ja ¢, radikaaltelg s ja ringjoonte
2 ja c3 radikaaltelg t. Olgu sirgete s ja t 1oikepunkt P.

Kuna iihest kiiljest asub punkt P sirgel s, on tema potents ringjoonte c; ja ¢, suhtes
sama. Kuna teisest kiiljest asub punkt P sirgel ¢, on sama ka tema potents ringjoonte c; ja
c3 suhtes. Jarelikult peab punkti P potents ringjoonte c; ja c3 suhtes samuti sama olema,
mistottu P asub nende ringjoonte radikaalteljel. Seda aga oligi tarvis toestada. O

Teoreem 32.7 Kui kaks ringjoont 16ikuvad kahes punktis, on nende radikaalteljeks
16ikepunkte ldbiv sirge.

Toestus. Definitsiooni 32.1 pohjal on ringjoonel asuva punkti potents selle ringjoo-
ne enda suhtes 0. Niisiis on ringjoonte 16ikepunktide potents 0 mdlema vaadeldava
ringjoone suhtes. Muuhulgas on nende 16ikepunktide potentsid molema ringjoone
suhtes vordsed, jarelikult asuvad nad antud ringjoonte radikaalteljel. See radikaaltelg on
teoreemi 32.5 pohjal sirge, kaks punkti aga méédravad neid ldbiva sirge tiheselt dra. [

Vaistlusiilesannetes esineb sageli olukord, kus kolm ringjoont l6ikuvad paarikaupa
kahes punktis. Teoreemidest 32.6 ja 32.7 jareldub, et vastavate 16ikepunktide poolt
maédratud sirged 16ikuvad tihes punktis. See tdhelepanek annab meile iihe voimaliku
viisi kolme sirge iihes punktis l6ikumise toestamiseks.
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Ulesanded

Ulesanne 32.9 (Siigisene lahtine vaistlus 2020, noorem rithm) Kolmnurga ABC tipust A
tommatud nurgapoolitaja 16ikab kolmnurga ABC iimberringjoont punktis F (F # A).
Kiiljel AB valitakse punkt D ja kiiljel AC punkt E nii, et sirged DE ja BC on paralleelsed.
Olgu G ja H vastavalt kiirte FD ja FE ldikepunktid kolmnurga ABC {imberringjoonega
(G # F, H # F). Kolmnurkade AGD ja AHE timberringjooned ldikuvad punktis P
(P # A). Toesta, et punkt P asub sirgel AF.

Ulesanne 32.10 (Loppvoor 2016, 12. klass) Tasandil on ringjooned cj, ¢, c3 ja ¢4. Ring-
jooned c; ja ¢, loikuvad omavahel kahes punktis ja ringjoon ¢4 ldbib samuti neid
ldikepunkte. Ringjoon c3 16ikub ringjoontega c; ja ¢, tdisnurga all. Toesta, et ringjoon
c3 16ikub ka ringjoonega c4 tdisnurga all.

Mirkus. Utleme, et kaks ringjoont l6ikuvad tdisnurga all, kui nende puutujad
16ikepunktis on risti.

Ulesanne 32.11 (Siigisene lahtine voistlus 2023, vanem rithm) Teravnurkses kolmnur-
gas ABC, kus |AB| < |AC|, 16ikuvad korgused BE ja CF punktis H. Kolmnurga ABC
timberringjoone puutuja punktis A 16ikab kolmnurga AEF timberringjoont punktis
T (T # A). Kolmnurkade TBE ja TCF timberringjooned 16ikuvad punktis K (K # T).
Toesta, et /KHB = /ABC.

Lahendused

32.9 Teeme joonise.
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F

Nédeme, et AP on kolmnurkade AGD ja AHE timberringjoonte (tdhistame neid
vastavalt cagp ja cagg) radikaaltelg. Proovime leida ringjoone c nii, et F oleks ring-
joonte cagp, canr ja ¢ radikaalkese; muuhulgas tdestame me sellega, et punktid
A, P ja F asuvad iihel sirgel.

Niisiis oleks vaja, et sirge GD oleks ringjoonte c4cp ja c radikaaltelg ning et
sirge HE oleks ringjoonte c4 g ja ¢ radikaaltelg. Selleks piisaks, kui ringjoon ¢
labiks punkte G, D, E, H. Teisisonu, iilesande véite tdestamiseks piisab toestada,
et punktid G, D, E, H asuvad iihel ringjoonel.

Selleks voime kasutada teoreemi 32.2 ning nédidata, et kehtib vordus

|FD|-|FG|=|FE|-|FH].
Selleks omakorda piisab, kui leiame 16igul FA punkti Q nii, et
|FD|-|FG| = |FQ|-|FA|l ja |FQ|-|FA|l=|FE|-|FH|.

Osutub, et punktiks Q sobib sirgete DE ja AF 16ikepunkt. Teeme uue jooni-
se, kuhu mérgime ka kolmnurga ABC timberringjoonele punktis F tdommatud
puutuja. Nurgapoolitaja teise omaduse pohjal (vt teoreem 34.5) on F kaare BC
keskpunkt, mistottu vaadeldav puutuja on paralleelne sirgega BC ning iilesande
tingimuste pohjal seega ka sirgega DE.
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32.10

Puutuja ja koolu teoreemi (vt teoreem 31.1) pohjal on nurk vaadeldava puutuja
ja kddlu FG vahel vordne nurgaga AFG. Selle koolu paralleelsusest sirgega DE
saame jdrelikult ZFAG = ZQDF. Kuna kolmnurkadel AGF ja DQF on tipu F
juures sama nurk, on need kolmnurgad tunnuse NN pohjal sarnased. Jarelikult

[FAl _ |FQ
|FD| |FG|’

millest omakorda saamegi vajaliku vorduse |FD| - |FG| = |FQ|-|FA|. Vorduse
|[FQ|-|FA| =|FE|-|F H| pohjendus on analoogiline ja see lopetab iilesande viite
toestuse.

Muuhulgas jdreldub vordusest / FAG = ZQDF, et ZQAD + ZGDQ =180°, st
punkt Q asub kolmnurga AGD iimberringjoonel. Sama moodi saame, et Q asub
ka kolmnurga AHE timberringjoonel; niisiis tegelikult P = Q. Hiipoteesile, et P
on sirgete AF ja DE loikepunkt, saab tulla ka korraliku joonise abil, aga selle
hiipoteesi tdestamiseks on ikkagi vaja siinse lahenduse arutelu sisuliselt 1dbi teha.

Ulesande tekstis antud definitsiooni pohjal tihendab ringjoonte ristumine neile
l6ikepunktis tdommatud puutujate ristumist. Kuna teisest kiiljest ristub ringjoone
puutuja puutepunktist tdmmatud raadiusega, on ringjoonte ristumine samavaar-
ne nendele ringjoontele 16ikepunktist tommatud raadiuste ristumisega.

Olgu O3 ringjoone c3 keskpunkt. ToOmbame punktist O3 raadiused ringjoone
c3 loikepunktidesse vastavalt ringjoontega c; ja c,. Ulaltehtud tihelepaneku poh-
jal on need raadiused puutujaldigud punktist Os; ringjoontele c; ja c,. Kuivord
molemad l6igud on vordsed ringjoone c3 raadiusega r3, on nad ka omavahel vord-
sed. Niisiis on punkti O3 potents ringjooonte c; ja ¢, suhtes sama (tdpsemalt r§),
mistottu O3 asub nende ringjoonte radikaalteljel.

Kuna ringjooned cy, ¢ ja ¢4 16ikuvad paarikaupa samades punktides, lange-
vad teoreemi 32.7 alusel kokku ka nende paarikaupa radikaalteljed (milleks on
tekkivaid loikepunkte ldbiv sirge). See omakorda tdhendab, et ka punktist O3 ring-
joonele c; tdommatud puutujaldigu pikkus on r3. Kuna aga see puutuja on risti
ringjoone c, vastava raadiusega, on lahenduse alguses tehtud tdhelepaneku jargi
risti ka ringjooned c3 ja c4.

c3

Cq €2

C1
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32.11 Tadhistame kolmnurga XY Z timberringjoont cxy 7.

Lahenduse votmeideeks on ndidata, et punktid K, H ja T asuvad iihel sirgel.
Kuna sirge KT on ringjoonte c7pr ja crrc radikaaltelg, piisab ndidata, et punkt H
asub samal teljel. Selleks omakorda piisab, kui leiame niisuguse ringjoone c, et H
oleks ringjoonte ¢, crpg ja crrc radikaalkese.

Paneme tdhele, et H on defineeritud kui korguste BE ja CF 16ikepunkt. Kuna
/CEB = ZCFB =90°, asuvad punktid B, C, E, F iihel ringjoonel. See ringjoon so-
bibki otsitavaks ringjooneks c. Toepoolest, BE on ringjoonte c ja crpg radikaaltelg
ning CF on ringjoonte c ja crcr radikaaltelg.

Kokkuvottes olemegi ndidanud, et punkt H asub sirgel KT. Jarelikult

/KHB=180°-/BHF-/FHT.
Kuna punktid A, F, H, E asuvad iihel ringjoonel, saame
/BHF =/EAF = ZCAB.
Teisest kiiljest, kuna punktid F, H, A, T asuvad samal ringjoonel, saame ka
/FHT = /FAT = /BAT.

Puutuja ja ko6lu teoreemist (vt teoreem 31.1) kolmnurga ABC timberringjoo-
ne jaoks saame /BAT = ZBCA. Kokkuvottes

/KHB=180°-/BHF-/FHT =180°- ZCAB- /BCA= /ABC,

mida oligi tarvis toestada.
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