Ringjoones tekkivate nurkade uurimisel on sageli kasu jargmisest tulemusest (mida
tuntakse ka puutuja ja loikaja teoreeminime all).

Teoreem 31.1 (Puutuja ja koolu teoreem) Ringjoone kdolu iihte otspunkti ldbiv sirge
on selle ringjoone puutujaks parajasti siis, kui nurk koodlu ja sirge vahel vordub koolule
toetuva piirdenurga suurusega.

Toestus. Olguringjoonel keskpunktiga O antud kool AB. Vaatleme kdigepealt ringjoone-
le punktis A tdmmatud puutujat PQ, vt joonist.
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Paneme tédhele, et sirge PQ ja koolu AB vahele moodustub tegelikult kaks nurka ja sama
moodi toetub kodlule AB kaks piirdenurka, iiks neist mitte rohkem kui 90° ja teine mitte
vihem kui 90°. Olgu C punkt pikemal ning D punkt liihemal kaarel AB. Nditame joonise
tahistustes, et ZBAQ = ZBCA,; siis jareldub teise paari nurkade jaoks siit muuhulgas, et
/PAB=180°-/BAQ=180°-/BCA=/ADB.

Kuna puutepunktist tommatud raadius on puutujaga risti, kehtib ZOAQ = 90°.
Jarelikult /BAQ =90° — ZOAB. Kolmnurk OAB on vordhaarne, seega / BOA = 180° —
2/0AB. Piirdenurk moodustab aga poole vastavast kesknurgast, jarelikult /BCA =

1
EAB OA=90°- Z0AB = /BAQ, mida oligi tarvis toestada.

Oletame niitid vastupidi, et /BCA = ZBAQ, ja nditame, et sirge AQ on ringjoone
puutujaks punktis A.
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Teoreemi esimese poole toestuse pohjal teame, et kui AQ on puutuja, siis ZBAQ =
ZBCA (vtjoonist). Vaadeldes monda teist punkti A ldbivat sirge AQ., mis ei ole puutuja,
saame /BAQ # ZBAQ. ja jarelikult ka /BCA # ZBAQ.. Kokkuvotteks saab vordus
/BAQ = ZBCA kehtida ainult siis, kui AQ on antud ringjoone puutuja punktis A.

O

Ulesanne 31.1 (Loppvoor 2021, 10. klass) Kolmnurgas ABC on D ja E vastavalt kiilgede
AB ja AC keskpunktid. Toesta, et sirge AB puutub kolmnurga BEC timberringjoont
parajasti siis, kui sirge AC puutub kolmnurga BED timberringjoont.

Lahendus. Vastavalt puutuja ja koolu teoreemile puutub sirge AB kolmnurega
BEC tmberringjoont punktis B parajasti siis, kui ZABE = ZBCA. Sama moo-
di puutub sirge AC kolmnurga BED timberringjoont punktis E parajasti siis,
kui ZABE = ZDEA. Kuna DE on kolmnurga ABC keskloik, siis DE || BC ja
/BCA= /DEA.]Jarelikult kehtivad vordused ZABE = /BCAja ZABE = Z/DEA
samaaegselt, mis pohjendab iilesande vdite.

B

E C

Selle iilesande viite teise voimaliku toestuse annab iilesanne 32.3.

Ulesanded

Ulesanne 31.2 (Piirkonnavoor 2004, 9. klass) Kaks ringjoont ldbivad teineteise kesk-
punkte O; ja O, ning l6ikuvad punktides A ja B. Toesta, et sirge O; B on kolmnurga
0,0, A iimberringjoone puutuja.
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Ulesanne 31.3 (Stigisene lahtine voistlus 2013, vanem rithm) Tasandil on antud kolm-
nurk ABC. Ringjoon c4 puutub sirget AC punktis C ja ldbib punkti B. Ringjoon cp
puutub sirget BC punktis C jaldbib punkti A. Ringjoonte cy4 ja cp teine 16ikepunkt S on
kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt. Toesta, et kolmnurk ABC on vordkiilgne.

Ulesanne 31.4 (Stigisene lahtine voistlus 2015, vanem rithm) Kolmnurga ABC tipust
A tdommatud nurgapoolitaja 16ikab kiilge BC punktis D. Punkti A ldbiv ringjoon
¢ puutub 16iku BC punktis D. Toesta, et kolmnurga ABC timberringjoon puutub
ringjoont ¢ punktis A.

Ulesanne 31.5 (Talvine lahtine voistlus 2020, vanem riihm) Kolmnurga ABC timber-
ringjoone puutujad punktides B ja C loikuvad punktis D. Kolmnurga BCD timber-
ringjoon loikab sirgeid AB ja AC teistkordselt vastavalt punktides K ja L. Toesta, et
sirge AD poolitab 16igu K'L.

Ulesanne 31.6 (Loppvoor 2007, 10. klass) Ringjoonele ¢ keskpunktiga O on tdommatud
ristuvad raadiused OA ja OB. Nende raadiustega piiratud sektori sisse joonestatakse
ringjoon, mis puutub raadiusi vastavalt punktides C ja D ning ringjoont ¢ punktis Q.
Leia nurga AQC suurus.

Ulesanne 31.7 (Loppvoor 2021, 11. klass) Kolmnurga ABC tipu A juures oleva nurga
poolitaja 16ikub kiiljega BC punktis D. Kolmnurga ABC timberringjoonele punktis A
tommatud puutuja 16ikub sirgega BC punktis K. Toesta, et |[KA| = |KD|.

Ulesanne 31.8 (Siigisene lahtine voistlus 2009, vanem rithm) Ringjoon c ldbib vord-
haarse kolmnurga ABC tippe A ja B ning puutub sirget AC. TGesta, et ringjoon c ldbib
kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkti, siseringjoone keskpunkti voi korguste
16ikepunkti.

Vaata ka tilesandeid 28.13, 33.17, 32.9 ja 32.11.

Lahendused

31.2 Kolmnurgad O;0; Aja O, 0, B on vordkiilgsed, jarelikult /BO; 0, = 60° = £ 0, AOs.
Puutuja ja koolu teoreemi pohjal jareldub sellest, et BO; on kolmnurga 0,0, A
timberringjoone puutuja.

31.3 Kuna ringjoon c4 ldbib punkte S ja B ning puutub sirget AC punktis C, saame
puutuja ja koolu teoreemist LACS = ZCBS. Sama moodi tuleb ringjoonest cg ja

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

404

Peatiikk 31. Puutuja ja koolu teoreem

31.4

31.5

puutujast BC vordus ZSCB = ZSAC. Kuna CS on kolmnurga ABC nurgapoolitaja,
siis ZACS = ZSBC. Jarelikult on nurgad ACS, SAC, SCB ja CBS koik vordsed.
Kuna ka AS ja BC on kolmnurga ABC nurgapoolitajad, siis on nendega vordsed
ka nurgad SBA ja BAS. Kokkuvottes on kolmnurga ABC koik nurgad vordsed,
millest jareldub iilesande vdide.

CB' ‘CA

- 5

Peame tOestama, et ringjoonele ¢ punktis A tommatud puutuja PA on iihtlasi ka
kolmnurga ABC timberringjoone puutuja (vt joonist).

Olgu E kiilje AB teine ldikepunkt ringjoonega c (st E # A). Kuna sirge BC on ring-
joone ¢ puutuja punktis D, saame puutuja ja koolu teoreemist LAED = ZADC.
Kuna AD on nurga BAC poolitaja, siis saame ka ZEAD = ZDAC. Jarelikult on
kolmnurgad AED ja ADC sarnased, millest omakorda saame ZADE = ZACD =
ZACB. Et sirge PA on ringjoone ¢ puutuja punktis A, kehtib puutuja ja koolu
teoreemi tottu ka vordus L PAE = ZADE. Kokkuvottes saame /PAB = /PAE =
/ ACB, millest jareldubki, et PA on ka kolmnurga ABC imberringjoone puutuja.

Katse vaadelda 16ikude AD ja KL loikepunkti M ning toestada otse, et |[KM| =
ML, eivii eriti kaugele. Tuleb kasutada kaudseid meetodeid. Niiteks aitab la-
henduseni jouda hea joonis, mille pealt saab teha hiipoteesi, et AKDL on r66p-
kiilik. Uhest kiiljest jarelduks sellest iillesande viide, teisest kiiljest aga piisab
roopkiilikuks olemise toestamiseks vastavate 16ikude paralleelsuse tdestamisest.
Paralleelsust omakorda saab toestada nurkade abil, nurkade kohta aga on lootust
kasulikke seoseid leida, sest tilesandes on antud kaks ringjoont.
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Kolmnurga BCD timberringjoon voib sirgeid AB ja AC l6igata vastavate 16iku-
de sisepiirkonnas voi sellest véljas. Joonisel on kujutatud olukord, kus realiseeru-
vad molemad voimalused ja toestus erineb neil juhtudel veidi.

Vaatleme kdigepealt juhtu, kus punkt K asub 16igul AB. Puutuja ja koolu teo-
reemist teame, et /BAC = ZBCD. Kuna punktid B, K, C, D asuvad iihel ringjoonel,
saame lisaks /BCD = ZBKD. Jarelikult Z/BAC = ZBK D, mistottu AC || KD.

Teiseks vaatleme juhtu, kus punkt L asub kiirel AC, aga véljaspool 16iku AC.
Puutuja ja kdolu teoreemist saame ZCAB = ZCBD. Niitid aga jareldub punktide
C, B, D, L iihel ringjoonel asumisest vordus ZCBD + ZCLD = 180°. Jarelikult ka
ZCAB+ ZCLD =180°, mistottu AB || LD.

Toestus on analoogiline, kui 16ikepunktid K ja L asuvad molemad vastavate
kiilgede sisepiirkonnas voi molemad kiilgede pikendustel.

31.6 Vastus: 45°.
Teeme joonise.

Ulesandepiistitus on ilmselt siimmeetriline nurga AOB poolitaja suhtes. Muu-

=45°. Kolmnurk QOA on

90
hulgas asub sellel poolitajal ka punkt Q, st ZQOA = 5

180° — 45°
vordhaarne, niisiis ZCAQ = Z0AQ = — = 67,5°.

Uurime nurka QCA. Puutuja ja koolu teoreemi pohjal teame, et LZQCA =
ZQDC. Teisest kiiljest tdnu stimmeetriale ZQDC = ZDCQ, mistottu ZDCQ =
ZQCA.

Kuna OCD on tdisnurkne vordhaarne kolmnurk, saame ZOCD = 45° ja

/DCA _180°-/OCD _ 180° —45°

ZQCA=
Q 2

=67,5°.
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Kokkuvottes
/AQC=180°-/ZQCA-/ZCAQ =180°-67,5°—-67,5° =45°.

31.7 Eeldame iildisust kitsendamata, et punkt B jidb punktide K ja C vahele (vt joonist).
Vastasel juhul voime punktid B ja C omavahel dra vahetada.

Toestame, et /KAD = /ADK.
Kuna AD on nurga BAC poolitaja, siis ZBAD = /D AC. Lisaks teame puutuja
ja koolu teoreemist, et /KAB = ZACB = ZACD. Jarelikult

/ZKAD=/KAB+ /ZBAD=/ACD+ ZDAC.
Kolmnurgast ACD saame
/ACD+ /DAC=180°-/ZCDA=ZADK.

Niisiis /ZKAD = ZADK, millest omakorda jareldub |KA| = |[KD|.

31.8 Kuna iilesande tekst ei médra dra, millised kaks antud kolmnurga kiilge tdpselt
vordsed on, tuleb lahenduses kdik voimalikud juhud eraldi ldbi vaadata. Saame
kolm sisuliselt soltumatut alamiilesannet, mis sobib selles mottes histi, et ka
tilesande vdide annab kolm erinevat voimalust, mida toestada.

Lahendusstrateegia on koigil kolmel juhul sama. Vérdhaarse kolmnurga ti-
punurgast tommatud korgus on tihtlasi selle nurga poolitaja ja vastaskiilje kesk-
ristsirge. Leiame selle sirge l6ikepunkti iilesande ringjoonega ning tdestame, et
16ikepunkt asub vastavalt veel monel kdrgusel, nurgapoolitajal voi kiilje keskrist-
sirgel. Sellest omakorda jareldub vastava alamiilesande vdide.

Olgu koigepealt | AB| = | AC| ning olgu P tipust A tdommatud korguse/nurga-
poolitaja teine ldikepunkt antud ringjoonega. Siis /BAP = Z/PAC. Teisest kiiljest
on PAC nurk kd6lu AP ja punktist A ringjoonele tommatud puutuja vahel. Puu-
tuja ja koolu teoreemi pohjal saame ZPAC = ZPBA, jarelikult /BAP = ZPBA
ja kolmnurk ABP on vordhaarne. Niisiis ldbib 16igu AB keskristsirge punkti P,
mistottu P on kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt.
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Teiseks vaatleme juhtu | AB| = |BC| ja olgu P tipust B tommatud kdrguse/nur-
gapoolitaja teine 16ikepunkt antud ringjoonega. Olgu E selle korguse aluspunkt
ning ldikugu sirged AP ja BC punktis D. Kuna BP on nurgapoolitaja, siis ZDBP =
ZPBA. Puutuja ja koolu teoreemist saame lisaks /PBA = /PAE, seega Z/DBP =
/PAE.Nurgad EPA ja BPD on tippnurkadena vordsed, jarelikult on kolmnurgad
AEP ja BDP tunnuse NN alusel sarnased. Niisiis ka Z/BDP = 90°, mistottu P on

kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt.

Kolmandaks vaatleme juhtu | AC| = |BC| ja olgu P tipust C tommatud korguse/
nurgapoolitaja niisugune ldikepunkt antud ringjoonega, et punktid C ja P asuvad
sirgest AB samal pool. Paneme tdhele, et ka CB on iilesande ringjoone puutu-
jaldiguks, ehk teisisonu see ringjoon puutub sirget BC punktis B. Jarelikult on
punktid A ja B sirge CP suhtes siimmeetrilised ja kolmnurk ABP on vordhaarne
nii, et /PBA = ZBAP. Puutuja ja koolu teoreemist saame lisaks /PBA = ZPAC,
seega /BAP = /PAC. Niisiis on P kolmnurga ABC nurgapoolitajate 16ikepunkt

ehk siseringjoone keskpunkt.
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