29.1

Ladbi kolme punkti (mis ei asu just iihel sirgel) saab alati tommata ringjoone. Neli
punkti ei asu iihel ringjoonel sugugi alati, aga kui nad asuvad, siis on see viga voimas
omadus, mis geomeetriaiilesannete lahendamisel sageli kasulikuks osutub. Selles jaoti-
ses tutvumegi pohiliste olukordadega, millal neli punkti iihele ringjoonele satuvad, ja
opime seda omadust iilesannete lahendamisel dra kasutama.

Ko6o6lnelinurga tarvilikud ja piisavad tingimused

Jaotises 28 toestasime jarelduse 28.1, mille kohaselt samale kdolule (voi kaarele)
samalt poolt toetuvad piirdenurgad on vordsed. Sonastame ja tdestame niiiid selle vdite
tildistuse.

Teoreem 29.1 Vaatleme kolmnurka ABC ning punkti D, mis asub sirgest AB samal
pool kui punkt C. Kehtivad jairgmised viited.

1. Punkt D asub kolmnurga ABC timberringjoonest véljaspool parajasti siis, kui
/ACB> /ZADB.

2. Punkt D asub kolmnurga ABC timberringjoonel parajasti siis, kui ZACB =
ZADB.

3. Punkt D asub kolmnurga ABC timberringjoone sisepiirkonnas parajasti siis,
kui ZACB < ZADB.

Téestus. Uurime koigepealt juhtu, kus D asub kolmnurga ABC imberringjoonest viljas.
Leiame sellel ringjoonel niisuguse punkti C’, mis asub kolmnurga ABD sisepiirkonnas.
On lihtne maista, et selline punkt C’' on alati olemas ning ta jdib sirgest AB samale
poole kui punkt C. Jirelduse 28.1 pohjal teame, et ZACB = ZAC'B.

Pikendame 16iku AC’ kuni 1ikumiseni kiiljega BD punktis E.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

368 Peatiikk 29. Neli punkti iihel ringjoonel

Siis
/AC'B=180°-/BC'E=/C'EB+ /EB'C > /C'EB.

Sama moodi saame
/C'EB=180°-/DEA=/ADE+ /EAD > /ADE = /ADB.
Kokkuvottteks oleme ndidanud, et
/ACB=/AC'B> /C'EB> /ADB,

mida oligi tarvis.

Teisel juhul, kui punkt D asub kolmnurga ABC timberringjoonel, saame jareldu-
sest 28.1, et L/ACB = ZADB.

Kolmandaks uurime juhtu, kus punkt D asub kolmnurga ABC timberringjoone
sisepiirkonnas. Leiame sellel ringjoonel niisuguse punkti C’, et D asuks kolmnurga
ABC' sisepiirkonnas. On lihtne mdista, et selline punkt C’ on alati olemas ning ta jiib
sirgest AB samale poole kui punkt C. Niiiid saame eelpooltdestatuga analoogiliselt
ndidata, et

/ACB=/AC'B< /ADB.

Praeguseks hetkeks oleme toestanud teoreemi kolme vdite tarvilikkuse suuna. Piisa-
vus jareldub tdhelepanekust, et iga punkt sirgega AB eraldatud pooltasandist langeb
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tdpselt iihte vaadeldud kategooriatest. Nditeks kui kehtib vorratus ZACB > ZADB, ei
saa punkt D asuda kolmnurga ABC {imberringjoonel (sest siis peaks kehtima ZACB =
Z ADB) ega selle sees (sest siis peaks kehtima ZACB < ZADB). Niisiis peab ta asuma
kolmnurga ABC timberringjoonest viljas. Sama moodi nditame piisavusesuuna ka
teoreemi teiste vdidete jaoks. O

Niiiid oleme valmis sdnastama ja tdestama pohilise tulemuse, mis kirjeldab tarvilik-
ke ja piisavaid tingimusi nelja punkti asumiseks iihel ringjoonel.

Teoreem 29.2 Vaatleme tasandil punkte A, B,Cja D.

1.

. Kui Cja D jadvad sirgest AB erinevale poole, asuvad punktid A, B, C ja D iihel

Kui C ja D jadvad sirgest AB samale poole, asuvad punktid A, B, C ja D iihel
ringjoonel parajasti siis, kui ZACB = ZADB.

ringjoonel parajasti siis, kui ZACB+ ZADB = 180°.

Toestus. 1. Tegemist on teoreemis 29.1 tdestatud 2. punkti imbersénastusega.

2.

= Asugu punktid A, B, C ja D iihel ringjoonel keskpunktiga O. Kesk- ja piirdenurga
omadusest saame

1 1 1 1
/ZACB+ /ZADB = EZAOB + EZBOA = E(ZAOB +/ZBOA) = 3 -360° =180°.

()

N
<
D

< Eeldame, et kehtib vordus ZACB+ ZADB = 180°. Joonestame kolmnurgale
ABC timberringjoone ning valime suvalise punkti D’ sellel kaarel AB, kus ei ole
punkti C. Muuhulgas tdhendab see, et punktid C ja D' jadvad sirgest AB erinevale
poole, mistottu punktid D ja D" asuvad sirgest AB samal pool.

Ulaltdestatu pohjal siis ZACB + ZAD'B = 180°. Eeldusest teame samas, et
/ACB+ ZADB = 180°, jarelikult ZADB = / AD'B. Teoreemist 29.1 saame, et
sel juhul asuvad punktid A, B, D ja D' iihel ringjoonel. Selsamal ringjoonel kui
kolmnurga ABD' iimberringjoonel asub ka punkt C.
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C

O

Nieme, et teoreem 29.2 iildistab jdreldust 28.3. Kui tihele 16igule toetub kaks tdis-
nurka, siis tihest kiiljest on nad vordsed, aga teisest kiiljest on nende summa 180°.
Modlemal juhul asuvad vaadeldava 16igu otspunktid ja nende tdisnurkade tipud tihel

ringjoonel.
Teoreemi 29.2 kasutatakse lilesannetes sageli nii, et toestatakse tema iihe poole jirgi
nelja punkti asumine tihel ringjoonel ja kasutatakse siis seda fakti teoreemi teise osa

abil mingite nurkade suuruste kohta jarelduste tegemiseks.

Ulesanne 29.1 Olgu teravnurkse kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt H ning tippu-
dest A, B, C tommatud korguste aluspunktid vastavalt D, E, F. Téesta, et punkt H on
kolmnurga DEF siseringjoone keskpunkt.

Lahendus. Teeme joonise. Kui mitu iihel ringjoonel asuvat punktinelikut suudad

jooniselt leida?

C

A * B
F

Praegu piisab sellele kiisimusele vastamiseks isegi teoreemi 29.2 tdisnurksest
erijuhust, mille tdestasime jareldusena 28.3.

Nieme, et ZAEB = 90° = ZADB, seega on iihel ringjoonel punktid A, E, D
ja B. Sama moodi saame iihel ringjoonel asumise toestada nelikute A, C, D, F ja
B, E E, C kohta.

Teisest kiiljest ZAEH + ZAFH =90° + 90° = 180°, jdrelikult on tihel ringjoonel
punktinelik A, E, H, F ning analoogiliselt ka nelikud C, D, H,E ja B,F, H, D.

Joonestame moned neist ringjoontest vélja, vt joonist.
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Ulesandes on vaja tdestada, et H on kolmnurga DEF siseringjoone keskpunkt
ehk nurgapoolitajate 16ikepunkt. Nditame siinkohal, et /HFE = /DF H; iilejaa-
nud nurkade korral on téestus analoogne.

Nédeme, et HFE on piirdenurk, mis toetub koolule HE vasakpoolsel puna-
sel ringjoonel. Samale k66lule samal ringjoonel toetub ka nurk H AE, jarelikult
/HFE = ZHAE. Samamoodi saame parempoolsest punasest ringjoonest, et
/DFH=/DBH.

Kuna H on kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt, kehtivad vordused £ HAE =
ZDAEja ZDBH = ZDBE. Niisiis on meil tarvis toestada veel, et ZDAE = ZDBE.
See vordus aga kehtib, sest DAE ja DBE on piirdenurgad, mis toetuvad kdolule
ED sinisel ringjoonel.

Loomulikult saab teoreemi 29.2 kasutada palju laiemalt kui ainult tdisnurkade korral.
Seejuures juhtub sageli, et tilesande tekstile vastab mitu erinevat joonist, millest méne
puhul tuleb kasutada teoreemi 29.2 esimest, mone puhul aga teist osa.

Ulesanne 29.2 (Talvine lahtine voistlus 2015, vanem rithm) Teravnurkse kolmnurga
ABC timberringjoone keskpunkt on O. Sirge AC 16ikab kolmnurga AOB imberring-
joont lisaks tipule A punktis X. Tdesta, et sirge XO on risti sirgega BC.

Lahendus. Ulesande tekstile vastab kaks pohimaotteliselt erinevat joonist — iiks,
kus punkt X asub kiiljel AC, ja teine, kus ta asub kiilje AC pikendusel.
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X

Olgu ZACB =Y.
Siis kesk- ja piirdenurga omadusest kolmnurga ABC timberringjoonel saame
Z/ AOB = 2y. Ulesande tingimuste tottu asuvad punktid A, B, O, X iihel ringjoonel.
Vasakpoolsel joonisel saame seetdottu ZAXB = ZAOB = 2y. See omakorda
tdhendab, et /ZBXC =180° — 2y ja

/CBX =180° - /XCB—-/BXC =180°— (180° —2y) -y =7v.

Jarelikult on kolmnurk BXC vordhaarne ja 16igu BC keskristsirge 1dbib seega nii
punkti O kui ka punkti X.

Teisel juhul saame analoogiliselt /BXC = /BXA=180°-ZA0OB =180° -2y
ja edasi on toestus sama kui esimesel juhul.

Ulesanded

Ulesanne 29.3 (Loppvoor 2014, 9. klass) Kolmnurga ABC kiilgedel BC, CA ja AB
leiduvad vastavalt punktid D, E ja F nii, et punktid A, B, D, E asuvad iihel ringjoonel,
punktid B, C, E, F asuvad iihel ringjoonel ning punktid A, C, D, F asuvad samuti iihel
ringjoonel. Kas selleks on kindlasti vaja, et kolmnurk ABC oleks vordkiilgne?

Ulesanne 29.4 (Piirkonnavoor 2023, 10. klass) Kédlnelinurga ABCD kiiljel BC vali-
takse punkt E. Olgu F selline punkt, et ACFE on ro6pkiilik. Olgu L sirgete AD ja EF
16ikepunkt. Toesta, et punktid B, D, E ja L asuvad iihel ringjoonel.

Ulesanne 29.5 (Loppvoor 2003, 10. klass) Teravnurkses kolmnurgas ABC on koik
nurgad suuremad kui 45°. Olgu AM ja BN selle kolmnurga korgused. Loikudel M A ja
NB valitakse vastavalt punktid X ja Y nii, et [MX|=|MB|ja|NY|=|NA|. Toesta, et
16igud M N ja XY on paralleelsed.

Ulesanne 29.6 (Kevadine lahtine voistlus 1993) Vordkiilgse kolmnurga ABC sees voe-
takse suvaline punkt P. Olgu L, M, N punkti P ristprojektsioonid vastavalt kiilgedele
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AB,BC ja CA. Toesta, et
|AP| _ |BP| _ |CP|

INL|  |LM| |MN|’

Ulesanne 29.7 (Kevadine lahtine voistlus 2000, noorem rithm) Tasandil on antud terav-
nurk AOB tipuga O. Nurga sisepiirkonnas valitakse punktid C ja D nii, et ZAOC =
ZDOB. Punktist D kiirele OA tdommatud ristloik 16ikab kiirt OC punktis G ning punk-
tist C kiirele OB tdmmatud ristloik 16ikab kiirt OD punktis H. Toesta, et punktid
C,D, G ja H asuvad iihel ringjoonel.

Ulesanne 29.8 (Talvine lahtine vdistlus 2018, noorem rithm) Ringjoonel keskpunktiga
O ja diameetriga AB valitakse erinevad punktid C ja D nii, et nad asuvad diameetrist
AB samal pool. Diameetril AB valitakse punktist O erinev punkt P nii, et punktid
PO, D, C on iihel ringjoonel. Toesta, et ZAPC = ZBPD.

Ulesanne 29.9 (Talvine lahtine voistlus 2022, noorem rithm) Kolmnurga ABC sees tipu
C juures asuva sisenurga poolitajal valitakse punkt D ning kiiljel AB selline punkt E,
et ZBED < 90°. Kolmnurga ADE timberringjoon loikab kolmnurga ABC kiilge AC
punktis F (F # A, F # C), kolmnurga BDE timberringjoon aga kolmnurga ABC kiilge
BC punktis G (G # B,G # C). Toesta, et |DF| = |DG|.

Ulesanne 29.10 (Talvine lahtine voistlus 2014, vanem riihm) Kolmnurga K, tippu-
deks on mitte-tdisnurkse kolmnurga K;j korguste aluspunktid. Leia koik voimalused
kolmnurga K; nurkade suuruste jaoks, mille korral kolmnurgad K; ja K> on sarnased.

Ulesanne 29.11 (Stigisene lahtine voistlus 1996, vanem rithm) Olgu H, K ja L suvalise
kolmnurga ABC tippudest A, B ja C vastavalt kiilgedele BC, AC ja AB (v0i nende
pikendustele) tommatud korguste aluspunktid. Toesta, et

|AK|-|BL|-|CH|=|HK|-|KL|-|LH|=|AL|-|BH|-|CK].

Ulesanne 29.12 (Loppvoor 2021, 12. klass) Punkt D teravnurkse kolmnurga ABC sees
rahuldab tingimust
/ADC=/BDA=180°-/CAB.

Toesta, et punkti A peegeldus punktist D asub kolmnurga ABC timberringjoonel.

Ulesanne 29.13 (Talvine lahtine voistlus 2021, vanem rithm, a) osa) Kolmnurgas ABC
on |AB| = |AC|. Mediaanid AD ja BE 16ikuvad punktis G. Olgu P 16igu GE keskpunkt.
Toesta, et kui |GP| = |GD|, siis CEPD on koolnelinurk.

Ulesanne 29.14 (Loppvoor 2008, 11. klass) Erineva raadiusega ringjooned c; ja ¢, puu-
tuvad viliselt punktis K. Ringjoonte iihine véline puutuja puutub ringjooni vastavalt
punktides A ja C. Ringjoontele on tommatud diameetrid AB ja CD. Sirge BD 16ikab
ringjoont c; teist korda punktis L ning ringjoont ¢, punktis M. Toesta, et kolmnurgad
AKL ja BKM on sarnased.

Ulesanne 29.15 (Stigisene lahtine voistlus 2008, vanem rithm) Kolmnurga igale kiiljele
kui diameetrile on joonestatud ring. Téesta, et leidub punkt, mis asub koigi kolme
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ringi sisepiirkonnas.

Vaata ka tilesandeid 30.10 ja 32.11.

Lahendused

29.3 Vastus: ei.

Valime suvalise mittevordkiilgse teravnurkse kolmnurga ABC ning votame
punktideks D, E ja F selle kolmnurga korguste aluspunktid. Nagu ndgime tiles-
ande 29.1 lahenduses, asuvad siinses tilesandes noutud punktinelikud iihel ring-
joonel ilma eelduseta, et ABC oleks vordkiilgne.

29.4 Teeme joonise.

Selleks, et tdestada punktide B, D, E ja L asumine iihel ringjoonel, tuleb teoree-
mi 29.2 rakendamiseks uurida nelinurgas DEBL tekkivaid nurki. Ndeme, et punk-
tid B ja L asuvad samal pool sirget ED. Niisiis piisab toestada vordus ZEBD =
/ELD.

Kuna punkt E asub 16igul BC, teame, et ZEBD = ZCBD. Kuivord ABCD on
koolnelinurk, saame teoreemist 29.2 lisaks, et Z/CBD = ZCAD.

Ulesande tingimuste pohjal on ACFE ré0pkiilik, jarelikult AC || EF. Siit ja-
relduvad omakorda vordused ZCAD = ZFLD = ZELD. Kokkuvotteks olemegi
toestanud vorduse ZEBD = ZELD, millest teoreemi 29.2 pohjal piisab, et punktid
B, D, E ja L asuksid iihel ringjoonel.

29.5 Vastavalt iilesande tingimustele on AY N ja BM X vordhaarsed tdisnurksed kolm-
nurgad, seega nende alusnurkade suurused on 45°. Tingimused ZCAB > 45° ja
Z ABC > 45° garanteerivad vajalike punktide X ja Y leidumise vastavalt 16ikude
M A ja NB sisepiirkonnas. Mida aga annab tingimus /BCA > 45°?
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29.6

A

B a c

M

Olgu H kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt. Kuna /CNH = ZHMC =90°,
on CNHM koolnelinurk. Jarelikult

/BCA=180°-/NHM=/MHB.

Niisiis on tingimus ZBC A > 45° samavéirne tingimusega /M HB > /M X B (sest
/MXB = 45°). Siit omakorda jareldub, et punkt H asub 16igu M X sisepiirkon-
nas; sama moodi toestame ka, et H asub 16igu N'Y sisepiirkonnas. Kokkuvottes
tdhendab tingimus Z/BC A > 45°, et tilaltoodud joonis on pohimatteliselt ainus,
mis tilesande tingimusi rahuldab.

Nii nagu iilesande 29.1 lahenduseski paneme tdhele, et vordustest /BM A =
/BN A =90°jireldub ABM N kdolnelinurksus. Muuhulgas saame siit, et /MNB =
/M AB, sest need nurgad toetuvad ABM N timberringjoone kdolule BM.

Ulesande viite MN || XY tdestamiseks piisab niiiid, kui nditame, et /X AB =
/XY N ehk ZXAB =180° - ZBY X. Viimane tingimus on aga samavidirne ABY X
koolnelinurksusega.

Selle toestamiseks piisab, kui nditame, et /BY A = ZBXA. Tuletame meelde,
et AYN ja BM X on vordhaarsed tdisnurksed kolmnurgad, niisiis

/BYA=180°-ZAYN =180° —45° =135°
ja
/BXA=180°-/ZMXB =180°-45°=135°.

Seega /BY A = Z/BX A nagu oligi tarvis.

Vaatleme nelinurka ALPN. Kuna ZALP = ZPLN =90°, on tegu kdolnelinurgaga,
mille imberringjoone diameetriks on AP (vaata teoreemi 28.3). Loik NL aga on
selle ringjoone kool, millele toetub 60-kraadine piirdenurk NAL.
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Paneme tdhele, et ringjoone diameeter ja iiks piirdenurk mééravad selle nurga
poolt piiratud koolu pikkuse iiheselt (sisuliselt on tegu jarelduse 28.1 p6ordvdi-
tega). Selles voime veenduda nditeks kesk- ja piirdenurga vahelise seose abil
(teoreem 28.1). Kesknurk on kaks korda suurem kui vastav piirdenurk, samas
maidrab antud suurusega kesknurk vastava koolu pikkuse tiheselt dra, tikskoik
kuidas ta ise ringjoones asetseb.

Ka BMPN on kdolnelinurk, seekord timberringjoone diameetriga BP. Kaks

vaadeldavat ringjoont on sarnased! sarnasusteguriga k = \BP Sama teguriga
erinevad ka teised neis ringjoontes leiduvad vastavad joonmd66tmed, muuhulgas
LN

60-raadise piirdenurga poolt piiratud koolud. Seega ﬁ = k, millest jareldubki,

|AP| |BP| .. ) _ ~ -
et —— = ——. Ulesande teise vorduse toestame analoogiliselt.

INL|  |[LM]

AP
Suhte ﬁ vadrtuse saame ka ilmutatult vdlja arvutada. Kuna koolu N L pikkus

ei soltu nurga N AL asendist, vaid ainult suurusest, saame selle asendi ise valida.
Valime punktid P, Lja N nii, et kolmnurk ALN on vordkiilgne.

A

Loik LP on siis vaadeldavasse ringjoonde joonestatud korrapérase kuusnurga
kiilg ning tema pikkus on sellisena vordne ringjoone raadiusega R. Samas |AP| =
2R, niisiis saame Pythagorase teoreemist

3
INL| = |AL| = \/|AP]2— |[LP|2 = v 2R)2— R = V3R2 = V3R = % .|AP|,
jarelikult
[API_ 2 ~ 1,154
INLI 3

IKaks ringjoont on alati sarnased. Sarnasuse range definitsiooni saab ringjoonte jaoks anda niiteks
homoteetia (vt jaotist 35) abil.
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Muidugi saame kasutada ka siinusteoreemi (teoreem 39.1), mis annab sama

tulemuse:
INLI__ INL|__ INL

sin/NAL sin60° /3/2"

29.7 Selles iilesandes tuleb jille aru saada, et teksti pohjal on voimalik joonistada kaks
pohimotteliselt erinevat pilti. Uhel juhul asuvad punktid G ja H vastavalt 1dikude
OC ja OD sisepiirkondades, teisel juhul asub aga iiks neist punktidest vastava
16igu pikendusel. (Kui C = G vdi D = H, on iilesande vdide iileiildse triviaalne.)

|AP|=2R =

Molemal juhul ndeme, et kuna
/EOG=/A0C=/DOB=/ZHOF

ning /GEO = 90° = ZHFO, siis on on vordsed ka kolmnurkade GEO ja HFO
kolmandad nurgad, st ZEGO = ZOHF.
Esimesel juhul jareldub siit kohe, et ZCGD = ZCHD, teisel juhul aga saame,

et
/ZCGD=/EGO=/0HF=180°-ZCHD.

Molemal korral jareldub teoreemist 29.2, et punktid C, D, G ja H asuvad iihel
ringjoonel.

29.8 Teeme joonise.
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Ulesande tekstile voib vastata veel ka pohimaotteliselt teine joonis, kus punktid C
ja D on vahetatud, kuid on selge, et vordus ZAPC = ZBPD kehtib parajasti siis,
kui vordus ZAPD = Z/BPC.

Kuna punktid P, O, D, C asuvad iihel ringjoonel, saame /BPD = ZOPD =
Z0CD. Teisest kiiljest /CDO = 180° — ZOPC = ZAPC. Kuna aga punktid C ja D
asuvad tiihel ringjoonel keskpunktiga O, on kolmnurk OCD vordhaarne ja kehtib
vordus ZOCD = ZCDO. Siit jareldubki, et ZAPC = ZBPD.

29.9 Teeme joonise.

A
s

Ulesande tingimuste pohjal on AEDF ja BGDE koolnelinurgad. Toestame, et
ka CFDG on koolnelinurk. Selleks piisab ndidata, et tema vastasnurkade summa
on 180°. AEDF koolnelinurksusest saame

/CFD=180°-/DFA=/AED,
BGDE koolnelinurksus aga annab
/DGC =180°- /ZBGD = ZDEB.

Samas /AED + /DEB = 180°, jarelikult ka /CFD + /DGC = 180°, mistottu
CFDG on koodlnelinurk. Kuna CD on nurga GCF poolitaja, saame, et DF ja DG on
sama suurele nurgale vastavad kd6lud, niisiis peavad nende pikkused vorduma.

29.10 Vastus: 60°,60°,60° ja % -180°, % -180°, % -180°.

See iilesanne omab ilmset seost iilesandega 29.1, aga konks on aru saada, et
peale teravnurkse juhu tuleb seekord ldbi vaadata ka niirinurksed kolmnurgad.

Olgu kolmnurga K; tipud A, B ja C ning nendest tommatud korguste alus-
punktid (ehk kolmnurga K tipud) vastavalt A’, B’ ja C'.

Kui kolmnurk K; on teravnurkne, teame iilesandest 29.1, et kiired A’A, B'B
ja C'C on kolmnurga K, ehk A'B’'C’ nurgapoolitajateks. Olgu selle kolmnurga
nurgad vastavalt 2a, 2 ja 2y ning tihistame sirgete AA’, BB' ja CC' 16ikepunkti
H.
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C

B’ A

A p B

Samuti nagu iilesandes 29.1 nditame, et AC' HB' on kddlnelinurk. Seega Z HAC' =
/ZHB'C' = %AA'B’C’ =BjasB'AH=/B'C'H= %AB’C’A’ =v.Jérelikult /CAB =
/HAC' + Z/B'AH = 5 + y. Analoogiliselt nditame, et Z/ABC =y +a ja ZBCA =
a+p.

Kuna kolmnurgad Kj ja K> on sarnased, peavad nende nurgad mingis jérje-
korras voetuina vastavalt vordsed olema. See tdhendab, et f+vy, y +ajaa + fon
mingis jarjekorras 2a, 2 ja 2y. Nditame, et siis igal juhula = f=y.

Oletame iildisust kitsendamata, et a = § = y. Voimalusest 2a = § + v jdreldub
siis, et & = f = ¥, nagu oligi tarvis. Voimalusest 2a = y + a jareldub koigepealt,
et a =7y, aga kuna a = f§ = y, peavad ka sel juhul kéik kolm nurka vérdsed ole-
ma. Voimalusest 2a = a + f jareldub koigepealt, et a = f. Kui lisaks 26 = f +7,
saame lisaks ka f = y. Kui aga 28 = y + a, saame tdnu vordusele a = § samuti
B = y. Kokkuvétes oleme ndidanud, et teravnurksel juhul peavad K ja K> olema
vordnurksed kolmnurgad kéigi nurkade suurustega 60°.

Vaatleme niiiid olukorda, kus K; on niirinurkne kolmnurk, ja olgu tema niiri-
nurk vy tildisust kitsendamata tipu C juures.

H
Al

A o B

Kuna A’AC'C, AC'B'H ja A'CB'H on kddlnelinurgad, saame
/CAC'=/CAC'=/B'AC' = /B'HC'= /B'"HC=/B'A'C;

olgu selle nurga suurus a.
Kuna A'CB'H, A'C’'BH ja BB'CC' on kodlnelinurgad, saame

/CB'A'=/CHA'=/C'HA'= Z/C'BA'=/C'BC=/C'B'C;

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

380

Peatiikk 29. Neli punkti iihel ringjoonel

29.11

olgu selle nurga suurus .

Kolmnurga ABC nurgad on siis @, jay = 180° — a — § ning kolmnurga A'B'C’
nurgad 2a, 28 ja 180° — 2a — 2 8. Kui need kolmnurgad on sarnased, peavad nende
nurgad paarikaupa vorduma

Olgu iildisust kitsendamata a < 8 < y. Siis ei saa a vorduda ei nurgaga 2a
ega nurgaga 2f. Niisiis voib kehtida ainult vordus a = 180° — 2a — 28, mis annab
3a + 2 =180°. Kuna nurk g ei saa vorduda nurgaga 23, jaab alles ainult voimalus
B = 2a. Kokkuvottes saame

180°=3a+2f=3a+2-2a="7a,

1
millest omakorda a = - -180°. Niiiid saame leida ka

2 4
,B:Za:§-180° ja y:180°—a—ﬁ:§-180°.

On lihtne kontrollida, et saadud lahend toepoolest sobib.

Kui kolmnurk ABC on tdisnurkne tdisnurgaga nditeks tipu A juures, langevad
tippudest B ja C tommatud korguste aluspunktid K ja L kokku tipuga A, mistottu
|AK|=|AL| =|LK]| =0 ja koik iilesande avaldised on vordsed 0-ga. Niisiis voime
edaspidi vaadelda mittetdisnurkseid kolmnurki.

Ulesande avaldised kujutavad endist teatud 16ikude pikkuste korrutisi, mida
saab omakorda iiritada avaldada 16ikude pikkuste suhete kaudu. Loikude pikkuste
suhteid aga tasub otsida sarnastest kolmnurkadest. Niisiis piitiame jooniselt leida
sarnaseid kolmnurki.

Ulesande lahenduse votmeks on tihelepanek, et AABC ~ A AKL soltumata
sellest, kas tipu A juures on terav- voi niirinurk. Teeme vastavad joonised.

Kuna /BKC = /BLC =90°, on BCK L mdlemal juhul kdélnelinurk. Kui CAB
on teravnurk, saame

/ABC=/LBC=180°-/ZCKL=/AKL.
Kui C AB on nurinurknurk, saame

/ABC=/LBC=/LKC=/ZAKL.
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29.12

Nédeme, et molemal juhul ZABC = ZAKL. Tapselt sama moodi tdestame
ka vorduse ZACB = ZALK, millest jareldubki NN-tunnuse alusel, et AABC ~
AAKL.

Sarnaste kolmnurkade vastavate kiilgede pikkuste suhte on samad, st

|AK| _ |KL|
|AB| ~ |BC|

Téapselt sama moodi tdestame vordused

|IBL| |LH|

|BC| ~ |CAl
ja

ICH| |HK]

ICAl ~ 1AB|’

Viimase kolme vorduse korrutamine annab
|AK|-|BL|-|CH| |KL|-|LH|-|HK]
|AB|-|BC|-|CA| ~ |BC|-|CA|-|AB|’

millest omakorda jareldub iilesande esimene vordus
|AK|-|BL|-|CH|=|HK]|-|KL|-|LH]|.

Ulesande teise vorduse tdestus on analoogiline.

See on taaskord niisugune iilesanne, mida on lihtsam lahendada teistsuguses
jarjestuses konstruktsiooniga kui tekstis antud.

Olgu A’ sirge AD teine ldikepunkt kolmnurga ABC timberringjoonega ja nii-
tame, et D on koolu AA’ keskpunkt. Selleks avaldame 16ikude DA ja DA’ pikkused
teiste 16ikude pikkuste kaudu, milleks omakorda kuluvad &ra joonisele tekkivad
sarnased kolmnurgad.

A

Kuna
180°- /CAB=/CDA=180°-/CDA’,

siis Z/CAB = ZCDA'. Kuivord teisest kiiljest on ABA’'C konstruktsiooni pohjal
koolnelinurk, saame ka

/DA'C=/AA'C=/ABC.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

382

Peatiikk 29. Neli punkti iihel ringjoonel

29.13

Niisiis on kolmnurkadel ABC ja D A’C kaks paari vastavalt vordseid nurki, mistottu
need kolmnurgad on sarnased. Jarelikult

AB BC AB|-1A'C
ABL _IBCL b L ABLIACE
IDA'|  |A'C] |BC]|
Niiiid oleks tarvis siduda omavahel 16ikude DA, AB, A'C ja BC pikkused. Joo-
nisele vaadates ndeme, et seda saaks teha, kui 6nnestuks ndidata kolmnurkade

ABD ja CBA’ sarnasus.
Kasutame jille asjaolu, et ABA'C on kdolnelinurk, mistdttu

/BA'C=180°- ZCAB = /BDA.
Samast koolnelinurgast jareldub ka
/A'BC=/A'"AB=/DAB.
Niisiis on kolmnurkadel ABD ja CBA’ kaks paarikaupa vordset nurka, mistdttu

AABD ~ ACBA'. Kokkuvotteks saame

DA A'C AB|-|A'C
| |:| | ohk |DA|:| |- I’
|AB|  |BC] |BC]
millest jareldubki |[DA| = |[DA|.
Sama moodi saab lahenduseni viia tihelepanekud, et AABC ~ ADBA' ja
ACAD ~ ACBA'.

Teeme joonise.

Vordus |GP| = |GD| kehtib parajasti siis, kui ZGDP = ZGPD. Toestamaks, et
CEPD on koolnelinurk, piisab niidata, et /ECD =180° — Z/DPE = /GPD. Nur-
gad ECD ja GPD on vastavalt vordhaarsete kolmnurkade ABC ja GDP alusnur-
gad; niisiis piisab nende vorduse nditamiseks, tipunurkade vordsuse toestami-
sest. /ZDGP = ZAGB, seega on vaja toestada, et ZAGB = ZEAB. Kuna GBA on
kolmnurkade AGB ja EAB iithine nurk, piisab ndidata, et ZGAE = ZBAG (ehk
NAGB ~ AEAB).

Kuna G on kolmnurga ABC mediaanide l6ikepunkt, siis |AG| = 2|GD|. Sa-
mas llesande tingimuste pohjal |GE| = 2|GP| = 2|GD|, jarelikult |AG| = |GE]|,
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29.14

29.15

mistottu AGE on vordhaarne kolmnurk ja ZAEG = ZGAE. Et AD on vordhaar-
se kolmnurga mediaan, kehtib ka ZGAE = ZBAG. Jarelikult AAGB ~ AEAB ja
ZAGB = ZE AB, mida oligi tarvis.

Tegelikult kehtib ka selle tulemuse pé6rdvdide, mida algses voistlusiilesandes
samuti kiisiti. Vastava tdestuse annab tilesande 32.8 lahendus.

Selles iilesandes on jélle kaks voimalikku joonist vastavalt sellele, kumma ringjoo-
ne raadius on suurem.

D B
M | | L
L B ’ | | | Dj>M\
Vk || o
1 SN S AN 7N €2
A C A C

Molemal juhul ndeme, et AB L AC ja CD L AC, seega AB | CD. Samuti on
ringjooned c; ja ¢c; moélemal juhul homoteetsed keskpunktiga K (homoteetia
kohta loe rohkem jaotisest 35). See homoteetne teisendus viib {ihe ringjoone
diameetri teise ringjoone paralleelseks diameetriks, st punkti B punktiks C ning
punkti A punktiks D. Jérelikult on K 16ikude BC ja AD ldikepunkt.

Vaatleme koigepealt juhtu, kui ringjoone c; raadius on vidiksem (vt vasak-
poolne joonis). Kuna punktid K, B, L ja A asuvad tihel ringjoonel, kehtib vordus
/KLA=/KBA.Et AB | CD, saame poiknurkade omadusest /KBA=/CBA =
/ZBCD = ZKCD. Kuna ka punktid D, M, K ja C asuvad iihel ringjoonel, kehtivad
lisaks vordused Z/KMB = 180° - ZDMK = ZKCD. Kokkuvotteks oleme ndidanud,
et /KLA=/KMB.

Teisest kiiljest saame tdnu punktide K, B, L ja A iihel ringjoonel asumisele,
et /LAK =180° - ZKBL = Z MBK. Kokkuvottes on kolmnurkadel KLA ja KMB
kaks paari vastavalt vordeid nurki, mistottu nad on sarnased.

Juhul kui ringjoone c; raadius on suurem (vt parempoolne joonis), saame iilal-
tehtuga analoogiliselt, et /KLA = /ZKBA = /ZKCD = ZKMB. Teise nurgapaari
jaoks saame tdnu punktide K, L, B ja A iihel ringjoonel asumisele kohe vorduse
/ZLAK = ZLBK = ZMBK. Kokkuvottes on kolmnurgad KL A ja KM B ka sel juhul
sarnased.

Thalese teoreemi pohjal teame, et diameetrile toetuvad piirdenurgad on tédisnur-
gad. Teoreemist 29.1 jareldub seega, et punkt P asub diameetriga AB ringjoone
sees (aga mitte diameetril) parajasti siis, kui ZAPB > 90°, st kui APB on niirinurk.

Niisiis piisab tilesande lahendamiseks, kui suudame kolmnurga sisepiirkonnas
leida punkti, millest kolmnurga iga kiilg paistab niirinurga all. Otsime niisugust
punkti kolmnurgaga méératud eriliste punktide hulgast.

Kolmnurga korguste l6ikepunkt ja timberringjoone keskpunkt voivad kolm-
nurgast vélja jddda, seega need punktid ei sobi. Mediaanide 16ikepunkti jaoks on
samuti lihtne konstrueerida kolmnurka, mille puhul see punkt jaib véljapoole
iihele kiiljele kui diameetrile joonestatud ringjoont.
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Jargmiseks uurime siseringjoone keskpunkti ; osutub, et see punkt sobib.
Olgu kolmnurga ABC tippude A ja B juures asuvate nurkade suurused vastavalt

a ja B. Kolmnurga ABI kaks nurka on jarelikult ZIAB = % ja LABI = g Nuid

saame hinnata kolmanda nurga suurust:

/BIA=180°-/IAB—-/ABI=180° -

a+
’6>90°,
2

+
p < 90°. Oleme nididanud, et kiilg AB paistab
punktist I niirinurga all; analoogilise tdestuse saame anda ka teiste kiilgede jaoks.

o . ~ a
sest a + ff < 180", mistottu

Korguste loikepunkti omadus

Teoremil 29.2 on olemas ilus jareldus, mis omab sageli {ilesannete lahendamisel
iseseisvat tdhtsust.

Teoreem 29.3 Kolmnurga korguste 16ikepunkti peegeldus suvalise kiilje sirgest asub
selle kolmnurga timberringjoonel.

Toestus. Olgu antud kolmnurk ABC ning olgu H tema korguste 16ikepunkt. Vaatleme
kiilge BC ja tdestame teoreemi viite punkti H' jaoks, mis on H peegeldus kiiljega BC
madratud sirgest. Teiste kiilgede korral on toestus analoogiline.

Vaatame l4bi erinevad voimalikud juhud ning alustame juhust, mil kolmnurk ABC
on teravnurkne. Tdhistame tippudest A, B ja C tommatud korguste aluspunkte vastavalt
D, E ja F ning teeme joonise.

Me peame tdestama, et punktid A, C, H' ja B asuvad iihel ringjoonel. Teoreemi 29.2
pohjal piisab niidata, et Z/CAB + /BH'C = 180°. Kuna H ja H' on sirge BC suhtes
stiimmeetrilised, kehtib /BH'C = ZCHB. Ténu tippnurkade omadusele teame ka, et
/CHB = /FHE. Seega tuleb toestada, et /EAF + /FHE = 180°. See vordus aga kehtib,
sest LZAFH=/HEA=90° ja AEHF on kodlnelinurk.

Jargmiseks vaatleme juhtu, kus kolmnurk ABC on tdisnurkne. Kui tdisnurk on ti-
pu A juures, siis H = A ning teoreemi vdide kehtib jillegi teoreemi 29.2 pohjal, sest
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ZCAB+ ZBH'C =90° +90° = 180°. (Muidugi saame siinkohal soovi korral kasutada ka
jareldust 28.3.)

Kui aga tdisnurk on kas tipu B voi C juures, siis vastavalt B= H=H' v6i C= H= H’
ning punkt H’ asub triviaalselt kolmnurga ABC iimberringjoonel.

A=H

H

Viimaseks vaatleme juhtu, kus kolmnurk ABC on niirinurkne. Kui niirinurk asub
tipu A juures, langeb temast tommatud korguse aluspunkt D ldigule BC.

,H,

Peame toestama, et punktid A, C, H' ja B asuvad iihel ringjoonel. Teoreemi 29.2 pohjal
piisab niidata, et ZCAB+ /ZBH'C = 180°. Kuna H ja H' on sirge BC suhtes siimmeet-
rilised, kehtib Z/BH'C = ZCHB. T4nu tippnurkade omadusele teame ka, et ZCAB =
Z/EAF. Seega tuleb tdestada, et ZEAF + /FHE = 180°. See vordus aga kehtib, sest
/AFH = /HEA =90° ja AEHF on koolnelinurk. (Vordle toestuse seda osa tdestuse-
ga teravnurksel juhul. Kas mérkad sarnasust? See sarnasus tuleneb asjaolust, et A on
kolmnurga HBC korguste 16ikepunkt.)

Jaab vaadelda juht, kus niirinurk on tipu B (v6i analoogiliselt tipu C) juures. Sel
juhul langeb tipust A tommatud korguse aluspunkt D kiilje BC pikendusele iile punkti
B.
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Jélle peame tdestama, et punktid A, H', B ja C asuvad iihel ringjoonel. Paneme tdhele, et
punktid A ja H asuvad sirgest BC erineval pool, mistottu punktid A ja H' asuvad sirgest
BC samal pool. Seega piisab teoreemi 29.2 pohjal niidata, et Z/CAB = ZCH'B. Kuna H
ja H on sirge BC suhtes siimmeetrilised, kehtib ZCH'B = ZBHC. Seega tuleb tdestada
ZCAB = /BHC ehk ZEAF = ZEHF. Viimane vordus aga kehtib tdnu teoreemile 29.2,
sest /HEA=/HFA=90°, mistottu AHFE on koolnelinurk. (Vordle ka seda tdestuse
osa iilaltehtuga.) O

Ulesanded

Ulesanne 29.16 (Piirkonnavoor 2023, 9. klass) Olgu ABC erikiilgne teravnurkne kolm-
nurk, mille korgused 16ikuvad punktis H. Toesta, et nurkade ACB ja AHB poolitajad
on paralleelsed.

Ulesanne 29.17 (Loppvoor 2002, 10. klass) Olgu ABC mittetdisnurkne kolmnurk ja H
selle korguste 16ikepunkt. Toesta, et kolmnurk AB H on teravnurkne siis ja ainult siis,
kui ZACB on niuirinurk.

Ulesanne 29.18 (Talvine lahtine voistlus 2014, noorem rithm) Olgu ABC teravnurkne
kolmnurk, H selle korguste 16ikepunkt ning AA’ kolmnurga ABC {imberringjoone
diameeter. Toesta, et nelinurk HBA'C on rodpkiilik.

Ulesanne 29.19 (Loppvoor 2014, 10. klass) Teravnurkses kolmnurgas ABC léikuvad
tipust B tommatud korgus ja tipust C tdommatud nurgapoolitaja punktis D. Olgu E
punktiga D siimmeetriline punkt sirge AC suhtes. On teada, et punktid A, B,C ja E
asuvad tihel ringjoonel. Toesta, et kolmnurk ABC on vordhaarne.

Ulesanne 29.20 (Loppvoor 2012, 12. klass) Teravnurkse kolmnurga ABC sees valitakse
niisugune punkt P, millega siimmeetrilised punktid kolmnurga kiilgede suhtes asuvad
koik kolmnurga ABC iimberringjoonel. TGesta, et P on kolmnurga ABC korguste
16ikepunkt.
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Ulesanne 29.21 (Siigisene lahtine voistlus 2021, vanem rithm) Olgu H teravnurkse
kolmnurga ABC kérguste 16ikepunkt. Olgu M kiilje BC keskpunkt. Olgu A’ ja H’
vastavalt punktide A ja H peegeldused punktist M. Tdesta, et punktid B ja C ning
punkti A" peegeldused sirgetest BH' ja C H' asuvad iihel ringjoonel.

Vaata ka iilesannet 33.8.

Lahendused

29.16 Olgu tippudest A ja B tdommatud korguste aluspunktid vastavalt D ja E. Kuna
/CDH = /HEC =90°, on CDHE ko6dlnelinurk. Seega /AHB = /DHE =180° —
Z ACB, mistottu ning sirge BH ja nurga AH B poolitaja vaheline nurk on

/AHB _180°-ZACB __ . ZACB
2 2 BT

A

Olgu sirge BH ja nurga ACB poolitaja 16ikepunkt K (tdnu kolmnurga erikiilg-
susele H # K). Siis on sirge BH ja nurga ACB poolitaja vahelise nurga suurus

/CKE =90°- ZECK =90° — AACB.

Kuna nurkade ACB ja ACH poolitajad moodustavad sirgega B H sama suure
nurga, peavad nad olema paralleelsed.

Vorduse ZAHB = 180° — Z ACB saab toestada ka teoreemi 29.3 abil. Sellest
teoreemist teame, et korguste loikepunktiga H kiilje AB suhtes siimmeetriline
punkt H' asub kolmnurga ABC timberringjoonel. Jirelikult /AHB = /AH'B =
180° — Z ACB. Edasi jitkame nagu eelpool Iopetatud lahenduses.
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29.17 Vaatame voimalikud juhud 1dbi sarnaselt teoreemi 29.3 tdestusele.

Kobigepealt vaatleme juhtu, kus tipust C kiilje AB sirgele tommatud kdrguse
aluspunkt F langeb 16igu AB sisepiirkonda. Selle korgusega médratud sirgel asub
muidugi ka punkt H. Niisiis on F ka punkti H ristprojektsiooniks samale sirgele.
See tdhendab, et HAB ja ABH on teravnurgad.

Punktid C ja H asuvad sirgest AB samal pool. See tihendab, et punkti H
peegeldus H' sirge AB suhtes asub sellest sirgest teisel pool kui tipp C. Teoree-
mi 29.3 pohjal on AH'BC ké6lnelinurk, mistéttu teoreemi 29.2 alusel kehtib
/BCA+ /AH'B=180°. Kuivérd ZAH'B=BHA, saame /BCA+/BHA =180°.
Jarelikult on BH A teravnurk (ning kolmnurk AH B teravnurkne) parajasti siis, kui
BCA on niirinurk.

Kuna antud kolmnurk pole tdisnurkne, jadb vaadata ainult juht, kus tipust C
kiilje AB sirgele tommatud korguse aluspunkt F langeb 16igu AB pikendusele;
langegu ta iildisust kitsendamata néiteks pikendusele iile punkti A.

Jéllegi on F ka punkti H ristprojektsiooniks sirgele AB. See tihendab, et BAH
on niirinurk, mistottu kolmnurk ABH ei ole teravnurkne. Teisalt peab ka CAB
olema niirinurk, jarelikult ei saa BC A enam niirinurk olla. Niisiis kehtib iilesandes
noutud samavéérsus ka sel juhul.

H

29.18 Ldhedus teoreemi 29.3 piistitusega voiks olla tisna selge. Tdiendame teoreemi 29.3
joonist diameetriga AA’.
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29.19

29.20

29.21

Kuidas punktid A’ ja H' omavahel seotud on? Kuna AA’ on diameeter, siis keh-
tib vordus ZA’H' A =90°. Samas ka H' A | BC, jarelikult A'H' || BC. Muuhulgas
tihendab viimane seos, et punktid A’ ja H' on siimmeetrilised 16igu BC keskrist-
sirge suhtes. Niisiis voib punkti A’ saada punktist H kahe teisenduse koostoimel —
koigepealt peegeldame punkti H sirge BC suhtes ja siis tulemust H' omakorda
16igu BC keskristsirge suhtes. Siit aga jareldub, et punktid H ja A’ on teineteise
peegeldused 16igu BC keskpunkti suhtes. See omakorda tdhendabki, et HBA'C
on roopkilik.

Teoreemist 29.3 teame, et teravnurkse kolmnurga korguste 16ikepunkti peegeldus
kolmnurga suvalisest kiiljest asub selle kolmnurga timberringjoonel. Lisaks on liht-
ne ndha, et korguste ldikepunkt on ainus korguse punkt, mille peegeldus kiiljest
saab kolmnurga timberringjoonel asuda. Seega on D kolmnurga ABC korguste
l6ikepunkt. Jarelikult peab tipust C tdommatud nurgapoolitaja olema ka selle
kolmnurga korguseks, mistottu on kolmnurk ABC vordhaarne (vt teoreemi 33.2).

Teoreemist 29.3 teame, et korguste 16ikepunktil on tilesandes noutud omadus. Nii-
siis piisab toestada, et tegemist on ainsa punktiga, mille peegeldused kolmnurga
ABC kiilgedest asuvad tema timberringjoonel.

Peegeldame kolmnurga ABC iimberringjoont tema kiilgede suhtes. Ulesande
tingimuste pohjal asub punkt P igaiihel saadavast kolmest ringjoonest. Samas
l6ikuvad need ringjooned paarikaupa kolmnurga tippudes, niisiis ei saa neil kolme
peale olla iile iihe tihise punkti.

Ulesandes 29.18 nigime, et punkt H' asub kolmnurga ABC iimberringjoonel.
Néitame, et samal ringjoonel asuvad ka punkti A’ peegeldused sirgetest BH' ja
CH'.

Veidi mugavam on toestada selle vdite punkti M suhtes peegeldatud kuju.
Paneme tdhele, et punktid B ja C on punkti M suhtes siimmeetrilised. Sirgete
BH'ja CH' peegeldused punkti M suhtes on seega vastavalt sirged C H ja BH ehk
kolmnurga ABC korgused. Niisiis piisab ndidata, et tipu A peegeldused nende
korguste suhtes asuvad kolmnurga BCH timberringjoonel (mis on kolmnurga
ABC timberringjoone peegeldus punkti M suhtes).

!
A

On kolm voimalust.
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e Kui punkti A peegeldus iihest korgusest langeb kokku kas punktiga B v6i C,
kehtib vdide selle peegelduse jaoks triviaalselt.

e Punkti A peegeldus iihest kdrgusest (nditeks BH) asub kolmnurga kiiljel
(nagu joonisel punkt A; asub kiiljel AC). Kolmnurk ABA; on vordhaarne,
seega

/CA1B=180°-/BA;A=180°- /A, AB=180°—- ZCAB.

Korguste loikepunkti omadusest jareldub, et ZCAB + ZCHB = 180°, mistot-
tu
/CHB=180°-/ZCAB=/CA;B.

Kuna punktid A; ja H asuvad sirgest BC samal pool, on A; kolmnurga BCH
timberringjoonel.

e Punkti A peegeldus iihest korgusest (nditeks CH) asub kolmnurga kiilje
pikendusel (nagu joonisel punkt A, asub kiilje AB pikendusel). Kolmnurk
AA,C on vordhaarne, seega

/CAB=/CAA,=/AA,C=/BA,C.
Kuivord ka praegusel juhul ZCAB+ ZCHB =180°, saame
/BA,C+ /ZCHB =180°.

Et punktid A, ja H asuvad sirgest BC erineval pool, on ka A, kolmnurga
BCH timberringjoonel.

Sellega on iilesande vidide toestatud.
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