Suur osa ringjoontega seotud nurkade teooriast tugineb jargmisele lihtsale tulemu-
sele.

Teoreem 28.1 Kesknurk on kaks korda suurem kui samale kaarele/koolule samalt
poolt toetuv piirdenurk.

Toéestus. Vaatame labi kolm véimalikku juhtu.

Asugu ringjoone keskpunkt O kdigepealt piirdenurga iihel haaral (nditeks AB; vt
vasakpoolne joonis). Kuna |OA| = |OC]|, on kolmnurk AOC vordhaarne, mistottu

/CAB=/CAO=Z0OCA.
Teisest kiiljest on AOB sirgnurk, jarelikult

ZCOB =180°-ZA0C =180° - (180°— ZCAO—- ZOCA) =
=/CAO+/Z0CA=2/CA0=2/CAB,

nagu oligi tarvis.

Kui ringjoone keskpunkt asub piirdenurga sees (vt keskmine joonis), vaatleme ti-
pust A ringjoonele tommatud diameetrit; olgu tema teine otspunkt D. Siis saame dsja-
toestatu pohjal

/ZCOB=/COD+£4DOB=2/CAD+2/DAB=2(LCAD+ /DAB)=2/CAB.
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Kui ringjoone keskpunkt asub piirdenurgast véljas (vt parempoolne joonis), olgu
tipust A ringjoonele tommatud diameetri teine otspunkt jdlle D. Siis saame teise juhuga
analoogiliselt

/COB=/COD-/BOD=2/CAD-2/BAD=2(LCAD-/BAD)=2/CAB.

Sellega oleme ndidanud teoreemi kehtivuse koigil voimalikel juhtudel. O

Joonis 28.1

Joonisel 28.1 vasakul on tiiilipiline olukord, kus koolule (v6i kaarele) AB toetub
mitu piirdenurka. Kuna nad moodustavad poole vastavast kesknurgast, on nad koik
ka omavahel vordsed. Tegemist on olulise vditega, mis vddrib sonastamist omaette
jareldusena.

Jareldus 28.1 Samale koolule (voi kaarele) samalt poolt toetuvad piirdenurgad on
vordsed.

Kehtib ka vastupidine vdide: koik sirge AB suhtes samal pooltasandil asuvad punktid,
millest 16ik AB paistab sama nurga all, asuvad iihel ja samal ringjoone kaarel. Selle védite
tdoestame erijuhuna tildisemast teoreemist 29.1.

Joonisel 28.1 paremal ndeme, et teoreem 28.1 kehtib ka siis, kui piirdenurk on iile
90°; siis lihtsalt on ka vastav kesknurk iile 180°.

Kui kesknurga suurus on tdpselt 180°, saame tdhtsa erijuhu, mida tuntakse Thalese
teoreemina.’

Teoreem 28.2 Ringjoone diameetrile toetuv piirdenurk on tdisnurk.

Thales (u. 625-547 eKr) oli Vana-Kreeka filosoof. Suure tdenzosusega polnud ta temale omistatava
teoreemi esmaavastaja, sest vastavat vdidet tunti juba Vana-Egiptuses ja Babiiloonias. Tol ajal aga ei hoo-
litud eriti sellest, kes teoreemi sonastas voi tdestas. Tulemus omistati lihtsalt kellelegi, keda peeti targaks
inimeseks. Sama lugu oli ju ka Pythagorase teoreemiga, mida Vana-Egiptuses ammu enne Pythagorast
teati ja kasutada osati.
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Ulesanne 28.1 (Piirkonnavoor 2022, 12. klass, a)-osa) Kaks ringjoont puutuvad teine-
teist vdlimiselt punktis C ning mingit tiht ja sama sirget vastavalt punktides Aja B,
kus A # B. Toesta, et kolmnurk ABC on tdisnurkne.

Lahendus. Tombame ringjoontele iihise puutuja ldbi punkti C. Olgu M selle
puutuja ldikepunkt sirgega AB.

Puutujaloikude vordsusest saame |AM| = |CM| ja |[BM| = |CM]|. Niisiis asuvad
punktid A, B ja C samal ringjoonel keskpunktiga M. AB kui keskpunkti ldbiv k6061
on selle ringjoone diameetriks, mistottu Thalese teoreemi jargi ZACB =90°.

Véga oluline on ka Thalese teoreemi poordteoreem.

Teoreem 28.3 Ringjoones tdisnurkse piirdenurga poolt piiratud kool on selle ringjoone
diameetriks.

Toestus. Olgu ACB ringjoone tdisnurkne piirdenurk. Leiame ringjoonel niisuguse punk-
ti B/, et AB' on diameeter. Siis Thalese teoreemi pohjal ACB’ = 90°. See aga tihendab, et
Z/ACB =90° = ZACB'. Libi punkti C saab tbmmata ainult iihe sirge, mis on risti sirgega
AC. Jarelikult B = B’ ja AB peab olema vaadeldava ringjoone diameeter.
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O

Kuna hiipotenuusi keskpunkt on ka kogu ringjoone keskpunktiks, saame teoree-
mist 28.3 jirgmise sagelikasutatava jarelduse.

Jareldus 28.2 Tdisnurkse kolmnurga timberringjoone keskpunkt asub tema hiipote-
nuusi keskpunktis.

Teoreemi 28.3 teine oluline jareldus tekib olukorras, kus samale 16igule toetub kaks
tdisnurka.

Jareldus 28.3 Olgu tasandil antud 16ik AB ning punktid C ja D nii, et LZACB = ZADB =
90°. Siis asuvad punktid A, B, C ja D iihel ringjoonel diameetriga AB.

Toestus. Vaatleme kolmnurkade ACB ja ADB iimberringjooni. Vastavalt teoreemile28.3
on 16ik AB molema ringjoone diameetriks, jarelikult langevad need ringjooned kokku.

Paneme tihele, et tdestatava viite olukorrale vastab kaks pohimaotteliselt erinevat
joonist olenevalt sellest, kas punktid C ja D asuvad sirgest samal voi erineval pool.
Toodud toestus to6tab molemal juhul.

D
D g

Selle jarelduse iildistuse annab teoreem 29.2 jaotises 29.

Ulesanne 28.2 (Piirkonnavoor 2020, 9. klass) Olgu ABC teravnurkne kolmnurk. Olgu
kiilje BC keskpunkt M ning tippudest B ja C tommatud korguste aluspunktid vastavalt
Eja F.Toesta,et /MEF = Z/MFE.
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Lahendus. Kuna /BFC = /BEC =90°, asuvad punktid B, C, E, F jirelduse 28.3
pohjal iihel ringjoonel diameetriga BC. Selle diameetri ja jdrelikult ka vaadel-
dava ringjoone keskpunkt on M. Niisiis |ME| = |MF|(= |MB| = |[MC]|), millest
omakorda jareldubki vajalik vordus /MEF = /MFE.

C

Ulesanded

Ulesanne 28.3 (Talvine lahtine voistlus 2009, noorem rithm) Vérdkiilgse kolmnurga
ABC kiiljel BC valitakse suvaline punkt D ning kiirel AD véetakse punkt E nii, et
|BA| =|BE]|. Toesta, et nurga AEC suurus ei soltu punkti D valikust, ja leia see suurus.

Ulesanne 28.4 (Piirkonnavoor 2019, 9. klass) Ro6pkiiliku ABCD tipu A juures oleva
nurga poolitaja 1dbib kiilje BC keskpunkti M. Tdesta, et AM D on tdisnurk.

Ulesanne 28.5 (Piirkonnavoor 2015, 9. klass) Koolnelinurga diagonaalid on risti ja
nende l6ikepunkt poolitab tihe diagonaalidest. Toesta, et neli kolmnurka, milleks
diagonaalid selle nelinurga jaotavad, on koik sarnased.

Ulesanne 28.6 (Piirkonnavoor 1995, 9. klass) Teravnurkse kolmnurga ABC sisepiirkon-
nas voetakse punkt M. Olgu P ja Q vastavalt punkti M ristprojektsioonid kolmnurga
kiilgedele AB ja AC ning K punkti A ristprojektsioon punktidega P, Q méaratud sirgele.
Toesta, et nurgad ZPAK ja /M AQ on vordsed.

Ulesanne 28.7 (Piirkonnavoor 2002, 10. klass) Teravnurkses kolmnurgas ABC tim-
berringjoone keskpunktiga O on ZACB = 60°. Loigaku sirge AO iimberringjoont
teistkordselt punktis R ning olgu M iimberringjoone selle kaare AB keskpunkt, mis ei
sisalda punkti C. Toesta, et nelinurk ROM B on romb.

Ulesanne 28.8 (Kevadine lahtine voistlus 2002, noorem rithm) Kolmnurgas ABC on
|AB| = |AC| ja ZBAC = a. Kiiljel AB voetakse punkt P # B ja tipust A tdmmatud
korgusel punkt Q nii, et |[PQ| = |QC]|. Leia nurga QPC suurus.

Ulesanne 28.9 (Talvine lahtine voistlus 2006, noorem rithm) Ruudu ABCD keskpunkt
on K. Punkt P valitakse nii, et P # K ja nurk APB on tdisnurk. Toesta, et sirge PK
poolitab sirgete AP ja BP vahelise nurga.
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Ulesanne 28.10 (Talvine lahtine voistlus 2019, noorem rithm) Ringjoone w; keskpunkti
O 14biv ringjoon w, puutub ringjoont w; punktis A. Ringjoonel w, voetakse punkt C
nii, et kiir AC 16ikab ringjoont w, teistkordselt punktis D, kiir OC 16ikab ringjoont w;
punktis E ning sirged DE ja AO on paralleelsed. Leia nurga D AE suurus.

Ulesanne 28.11 (Piirkonnavoor 2005, 10. klass) Ringjoonel keskpunktiga O voetakse
punktid A, Bja C. Olgu punktid D, E ja F vastavalt ldikude OA, OB ja OC keskpunktid
ning G ja H vastavalt Id6ikude DE ja EF keskpunktid. Toesta, et punktid O, G, E ja H
asuvad tihel ringjoonel.

Ulesanne 28.12 (Stigisene lahtine voistlus 2019, noorem rithm) Ringjoon ¢ keskpunkti-
ga A lébib korrapérase viisnurga ABCDE tippe B ja E. Sirge BC 16ikub ringjoonega c
teistkordselt punktis F. Toesta, et sirged DE ja EF on risti.

Ulesanne 28.13 (Piirkonnavoor 2012, 12. klass) Antud on vordhaarne kolmnurk ABC
tipunurgaga ZA. Tipust C tommatakse kolmnurga ABC iimberringjoonele puutuja,
mis 16ikab sirget AB punktis D. Olgu E nurga D AC poolitaja 1oikepunkt sirgega CD.
Leia koik tipunurgad £ A, mille korral kehtib vordus Z/CEA = ZCAB.

Ulesanne 28.14 (Stigisene lahtine voistlus 2015, noorem rithm) Kolmnurga ABC tipu
A juures on tdisnurk. Ringjoon c ldbib kolmnurga ABC tippe A ja B ning l6ikab kiilgi
AC ja BC veel vastavalt punktides D ja E. Loik CD on pikkuselt vordne ringjoone ¢
diameetriga. Toesta, et kolmnurk ABE on vordhaarne.

Ulesanne 28.15 (Talvine lahtine vdistlus 2016, noorem rithm) Olgu A ja B sellised
punktid ringjoonel keskpunktiga O, et kolmnurk AOB on tdisnurkne. Loigu AO kesk-
ristsirge loikab liihemat kaart AB punktis K. Sirged KO ja AB ldikuvad punktis L.
Toesta, et kolmnurk KBL on vordhaarne.

Ulesanne 28.16 (Loppvoor 2009, 10. klass) Teravnurkse kolmnurga ABC kiiljele AB
tdommatakse punktis B ristsirge y ning kiiljele AC punktis C ristsirge z. Toesta, et
sirgete y ja z 1dikepunkt asub tipust A kiiljele BC tommatud ristsirgel parajasti siis,
kui |AB| = | AC|.

Vaata ka tilesandeid 33.11, 27.5, 26.7 ja 39.2.

Lahendused

28.3 Vastus: ZAEC = 30°.
Tingimus |BA| = |BE| tdhendab, et leidub ringjoon kekspunktiga B, millel
asuvad punktid A ja E. Kuna kolmnurk ABC on iilesande tingimuste pohjal vord-
kiilgne, kehtib ka |BA| = | BC|, st samal ringjoonel asub ka punkt C. Niiiid aga néde-

1
me, et AEC on kesknurgale ABC vastav piirdenurk, mistéttu ZAEC = EAABC =

]‘ o o
~-60°=30°.
2
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28.4 Lahenduse idee on sarnane iilesande 28.1 omaga. Konstrueerime tihe kiilje (eel-
datava hiipotenuusi) keskpunkti ning nditame, et kolmnurga koigi kolme tipu
kaugused sellest on samad.

Olgu N kiilje AD keskpunkt. Siis M N || AB, millest jareldub poiknurkade vordsuse
tottu LBAM = ZAMN. Samas iilesande tingimuste pohjal Z/BAM = ZMAN,
niisiis ZAMN = ZM AN ehk kolmnurk AMN on vordhaarne. Jarelikult |[DN| =
|AN| = |M N| ning punktid A, M ja D asuvad iihel ringjoonel, mille keskpunkt on
N ja diameeter AD. Niitid saame Thalese teoreemi pohjal, et ZAMD =90°.

Selle tilesande teise voimaliku lahenduse annab iilesanne 33.1.

28.5 Olgu vaadeldav koolnelinurk ABCD ja poolitagu diagonaal BD diagonaali AC
punktis P. Kuna AC L BD, on kéik neli iilesande kolmnurka tdisnurksed.

Seostest AC L BD ja |AP| = |CP]| jareldub, et punktid A ja C on diagonaali BD
suhtes simmeetrilised, mistottu AAPD ~ ACPD ja ABPA ~ ABPC (tegelikult
on need kolmnurgapaarid isegi kongruentsed).

Kuna samale koolule toetuvad piirdenurgad on vordsed, saame ZDAP =
/DAC = /DBC = /PBC.Kuna ZAPD =90° = /BPC, on kolmnurkades APD ja
BPC kaks paari vordseid nurki, mistottu need kolmnurgad on sarnased. Kokku-
vottes oleme ndidanud, et ACPD ~ AAPD ~ ABPC ~ ABPA, nagu oligi tarvis.
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28.6 Teeme joonise.

Kuna ZAQM =90° = /MPA, asuvad punktid A, P, M, Q jarelduse 28.3 alusel iihel
ringjoonel. Niisiis toetuvad piirdenurgad QM A ja QPA samalt poolt samale ring-
joone koolule AQ ning on jarelduse 28.1 alusel vordsed. Kuna ka ZAKP =90°, on

kolmnurgad AQM ja AKP tunnuse NN alusel sarnased, jarelikult saame muuhul-
gas /PAK = ZMAQ.

28.7 Teeme joonise.

Kesk- ja piirdenurga vahelisest seosest saame ZAOB = 2/ACB = 120°. OM
on loigu AB keskristsirge ja jarelikult ka nurga AOB poolitaja, niisiis ZAOM =
ZMOB =60°. Lisaks saame, et /BOR = 180° — ZAOB = 60°. Kuna loigud OM, OB
ja OR on vaadeldava ringjoone raadiused, on M OB ja BOR vordhaarsed kolmnur-
gad tipunurgaga 60°, st vordkiilgsed kolmnurgad. Jarelikult on nelinurga ROMB
koik kiiljed vordsed, mistottu nelinurk ise on romb.

a
28.8 Vastus: —.

Vordhaarses kolmnurgas ABC on tipust A tommatud korgus iihtlasi ka nurga-
poolitaja ja kiilje BC keskristsirge (vt jaotis 33.1). Jarelikult |QB| = |QC], niisiis on
Q kolmnurga BCP timberringjoone keskpunkt.
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Kesk-ja piirdenurga vahelisest seosest teame, et ZPQC =2/PBC. Kolmnurga

180° - /BAC
ABC vordhaarsus annab /PBC = ———— =90° - %. Kuna ka kolmnurk

CPQ on vordhaarne, saame niitid leida

180° — Z/PQC

/QPC = :90°—4PBC:%.

28.9 Kuna ZAKB = ZAPB =90°, siis asuvad punktid K ja P ringjoonel diameetriga
AB. Seejuures on voimalikud kaks pohimaotteliselt erinevat pilti s6ltuvalt sellest,
kas need punktid asuvad sirge AB suhtes samal voi erineval pool.

Vasakpoolsel joonisel ndeme, et kaared BK ja KA on mdlemad vordsed veerandiga
1
tdisringist, seega vastavad piirdenurgad /BPK = /KPA = > -90° = 45°.

Parempoolsel joonisel saame samuti /KPA = 45°. Votame sirgel BP suvalise
punkti L nii, et P asub punktide B ja L vahel. Siis ZAPL = 180° - ZAPB = 90°,
jarelikult poolitab sirge PK ka sel juhul sirgete AP ja BP vahelise nurga.

28.10 Vastus: 30°.
Teeme joonise.
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D E

(1)1\‘

w>

OA on ringjoone w, diameeter, seega Thalese teoreemi pohjal ZACO = 90°.
Kuna DE | AO, saame poiknurkade vordsusest ZOAD = ZEDA ja ZEOA =
ZOED. Kesk- ja piirdenurga vahelisest seosest ringjoonel w; teame, et ZEOA =
2/EDA; niisiis ZEOA = 2/0AD. Kuna kolmnurk ACO on tdisnurkne, peab
muuhulgas kehtima vordus ZEOA + ZOAD = 90°. Jarelikult ZOAD = 30° ja
ZEOA=60°.

Kuivord |OA| = |OE|, on kolmnurk AEO vordkiilgne. Loik AC tema tipust
A tdommatud korgusena on muuhulgas nurga OAE poolitaja (vt teoreem 33.1).

60°
Jarelikult /ZDAE = 7 = 30°.

28.11 Teeme joonise.

R
Olgu antud ringjoone raadius R, siis |OD| = |OE| = |OF| = 2 Jarelikult on kolm-

nurgad OFE ja OED voérdhaarsed ning mediaanid OH ja OG on iihtlasi nende
kolmnurkade korgusteks (vt teoreem 33.1). Seega ZOHE = 90° ja ZEGO = 90°,
mistottu punktid O, G, E ja H asuvad iihel ringjoonel.

28.12 Teeme joonise.
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F g B C

Ulesande viide on samaviirne vordusega / DEF = 90°.

Paneme tdhele, et /DEF = Z/DEB + ZBEF. Nurk BEF on iilesande ringjoone
piirdenurk, millele vastab kesknurk BAF. Joonistame nurgale BAF poolitaja AH;
siis /ZBEF = /B AH. Teisest kiiljest kehtib jarelduse 28.1 pohjal vérdus ZDEB =
/D AB, sest tegemist on viisnurga ABCDE iimberringjoone kaarele BD toetuvate
piirdenurkadega. Niisisi oleme nédidanud, et

/DEF=/DEB+/BEF=/DAB+/BAH=/DAH.

Kuna kolmnurk BAF on vordhaarne, on nurgapoolitaja AH tihtlasi tema kor-
guseks, st ZAHB =90° (vt teoreem 33.1). T4dnu viisnurga ABC DE korraparasusele
kehtib aga AD || BC, seega ka Z/DAH =90°, millest jareldubki tilesande viide.

28.13 Vastus: ZA=45°voi LA € (60°;180°).
On kaks voimaliust: kolmnurga ABC timberringjoonele punktis C tommatud
puutuja voib sirget AB 16igata kas 16igu AB pikendusel iile punkti A v6i pikendusel
tile punkti B.
Vaatleme koigepealt teist voimalust ja teeme joonise.

Loigaku nurga D AC poolitaja kolmnurga ABC timberringjoont teistkordselt
punktis F. Kesk- ja piirdenurga vahelisest seosest teame, et ZCOF = 2ZCAF.
Teisest kiiljest aga 2/CAF = ZCAB, niisiis ZCAB = ZCOF = ZCOE. Samas
ZECO =90°, mistottu

/CEA+/ZCAB=/CEO+ ZCOE=90°.

Jarelikult /CEA = ZC AB parajasti siis, kui ZCAB = 45°.
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Vaatleme niiiid juhtu, kus kolmnurga ABC timberringjoonele punktis C tom-
matud puutuja ldikab sirget AB 16igu AB pikendusel iile punkti A. Lihtne on mois-
ta, et selline olukord esineb parajasti siis, kui ZCAB > 60° (sest juhul ZCAB = 60°
on kolmnurk ABC vordkiilgne ning puntist C imberringjoonele tommatud puu-
tuja on paralleelne kiiljega AB).

AO on kiilje BC keskristsirge ja jarelikult ka nurga CAB poolitaja (vt teoreem 33.1).
Jarelikult

1 1 1
ZEAD = 54DAC+ EZCAB = > 180° =90°,

mistottu AE on samuti kolmnurga ABC timberringjoone puutuja. Puutujaloikude
vordsusest saame |EA| = |EC], niisiis on CE A vordhaarne kolmnurk.

Et EAja BC on molemad risti sirgega AO, on nad omavahel paralleelsed ning
poiknurkade vordsusest jareldub /BCA = ZE AC. Kokkuvottes on CEAja CAB
vordhaarsed kolmnurgad vordsete alusnurkadega, mistottu ka nende tipunurgad
ZCEAjaCAB on vordsed.

Teine voimalus ndidata kolmnurkade CE A ja CAB alusnurkade vordsust on
kasutada puutuja ja koolu teoreemi 31.1 ning ndidata selle abil, et ZABC = ZACE.

28.14 Teeme joonise.
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Kuna /BAD = Z/BAC =90°, on BD ringjoone ¢ diameeter. Jarelikult on ka
/DEB diameetrile toetuv piirdenurk ja ZDEB =90°. Kuna CD on pikkuselt vord-
ne ringjoone ¢ diameetriga, saame |CD| = |BD|. Jarelikult on kolmnurk BDC
vordhaarne ja tema korgus DE on iihtlasi ka mediaan (vt teoreem 33.1). Niisiis on
E 16igu BC keskpunkt ja kuna BC on kolmnurga ABC hiipotenuus, osutub E ka
selle kolmnurga timberringjoone keskpunktiks. Jarelikult | AE| = | BE|, mida oligi
tarvis.

28.15 Kuna |AO| = |BO], saab kolmnurgas AOB olla tdisnurk ainult tipu O juures. Teeme
joonise.

Kui joonis on vdhegi korralik, on sellelt ndha, et kolmnurk KBL saab olla vord-
haarne ainult tipunurgaga punkti B juures. Paneme lisaks tdhele, et |OB| = |OK],
st kolmnurk BOK on vordhaarne, kusjuures kolmnurkadel KBL ja BOK on iiks
tihine (alus)nurk.

Niitame, et kolmnurgad KBL ja BOK on sarnased. Selleks piisab, kui lisaks
tihele tihisele nurgale toestame, et ZKBL = ZBOK. Kesk- ja piirdenurga teoree-

1
mist teame, et /KBA = EZK OA, samas aga ka Z/BOK = 90° — ZKOA. Niisiis tuleb

1
toestada, et ZAKOA =90° - /ZKOA ehk ZKOA =60°.

Kuna punkt K asub ldigu AO keskristsirgel, kehtib vordus |AK| = |OK]. Et
lisaks |OA| = |OK]|, on kolmnurk AOK vordkiilgne, mistottu saamegi ZKOA = 60°
ning jarelikult /KBL =30° = Z/BOK.

28.16 Olgu sirgete y ja z ldikepunkt D. Jarelduse 28.3 pohjal on ABCD koodlnelinurk
diameetriga AD. Diameeter AD on aga kooluga BC risti parajasti siis, kui AD on
16igu BC keskristsirge. See omakorda on nii parajasti siis, kui |[AB| = | AC].
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