Definitsioon 27.1 Kolmnurki ABC ja DEF nimetame sarnasteks, kui nende kiiljed on
|AB| _|BC| _|CAl

vastavalt vordelised, st kehtivad vordused

= = . Sel juhul kirjutame
|DE| |EF| |FD|

AB DE
AABC ~ ADEF. Kiilgede pikkuste suhet k = ﬁ (voi k = ﬁ) nimetame nende

kolmnurkade sarnasusteguriks.

Alustame jaotise teooriaosa teoreemist, mis voimaldab omavahel siduda kolmnurka-
de sarnasuse (st teatud ldikude pikkuste suhted) ning sirgete paralleelsuse.

Teoreem 27.1 Kui nurga haarasid 1digata paralleelsete sirgetega, tekivad sarnased
kolmnurgad. Joonise 27.1 tdhistes APAB ~ APCD.

D

P AN

Joonis 27.1

Teoreemi 27.1 tGestuses mangib votmerolli kiirteteoreem, millel on voistlusiilesan-
nete lahendamisel ka iseseisev tdhtsus.

Teoreem 27.2 (Kiirteteoreem) Kui nurga haarasid ldigata paralleelsete sirgetega,

Al

p
tekivad haaradel vastavalt vordeliste pikkustega 16igud. Joonise 27.1 tdhistes ||P_m =
|PC| _ |AC]
|PD| ~ BDI’

Toestus. Kasutame pindalade meetodit. Teoreemist 26.1 saame
|PA|  Sapp N |IPB| _ Sagp
|PC|  Scap |PD|  Sapp’
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Kuna AB | CD, on kolmnurkade ACB ja ADB iihisele kiiljele AB tommatud korgused
vordsed, mistottu S cg = Sapg. Jarelikult ka

Scep = Sapp+Sace =SaBp+Saps = Sapr.

Kokkuvotteks
|PAl  Sapp _ Sapp _ |PB|
IPCl  Scgp  Sapp  |IPD|’
PA| |PC
millest jareldubki teoreemi esimene vordus P4l = u
|PB| |PD|
PA| |PC
Téahistame ntitid u = u = k, siis |PA| = k-|PB|ja |PC| = k-|PD]. Sel juhul
|[PB| |PD|

|AC| =|PC|-|PAl=k-|PD|-k-|PB|=k-(|PD|-|PB|) = k-|BD|
|AC|

ehk 1BDI = k, nagu oligi teoreemi teise vorduse jaoks tarvis. O

Niitid voime asuda teoreemi 27.1 tdestamise juurde.

- .. . . . o~ | PA|
Toestus (Teoreem 27.1). Kiirteteoreemist saame, et joonisel 27.1 kehtib vordus P_CI =
PB PB AB
u. Teoreemi toestamiseks tuleb lisaks nididata, et kehtib ka seos u = u.l
|PD| |[PD| |CD|

Tombame punktist B sirgega PC paralleelse sirge; ldigaku ta sirget CD punktis E.

p

Kuna PC || BE, saame kiireteoreemi abil nurgast tipuga D vordused

|PD| |PB|
[CD| ~ ICE'
Etka AB | CE, on ACEB roopkiilik, jarelikult |CE| = |AB| ja
PD PB AB PB
ﬁ = ﬁ, millest omakorda ﬁ = ﬁ
Seda aga oligi teoreemi 27.1 toestuse lopetamiseks vaja. O

Kehtib ka kiirteteoreemi poordteoreem.

ISeda viidet tuntakse kooliopikutes vahel ka kiirteteoreemi jéirelduse nime all.
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Teoreem 27.3 Kui sirged 16ikavad nurga haarasid nii, et iihel haaral tekkinud 16igud
on vordelised teise haara vastavate l6ikudega, siis on 16ikesirged paralleelsed.

Toestus. Vaatleme nurka tipuga P ning olgu tema haaradel antud vastavalt punktid

.. IPAl _|PC] . . - i N
A, B, C, D nii, et —— = —— (vt joonist). Tombame ldbi punkti C sirgega AB paralleelse

|PB|  |PD|
sirge ning 16igaku ta nurga teist haara punktis D’. Kiirteteoreemi pohjal teame, et kehtib
|PA| _ |PC]

= ——, seega

vordus —— ,
|PB| |PD/|

|PB|-|PC] ,
|PD| = ——— =|PD|.
|PA|

Niisiis peavad punktid D ja D’ tegelikult kokku langema, millest jareldubki teoreemi
vdide.

Teoreemide 27.1, 27.2 ja 27.3 jareldusena saame sonastada jirgmise tulemuse.

Teoreem 27.4 Olgu antud nurk tipuga P ning nurga haaradel vastavalt punktid A ja C
ning B ja D. Siis APAB ~ APCD parajasti siis, kui AB || CD.

Sarnaste kolmnurkade tegelik joud iilesannete lahendamisel seisneb selles, et nad
voimaldavad siduda omavahel 16ikude pikkuste suhteid ja nurkade suurusi. Nimelt
selgub, et peale definitsiooni 27.1 leidub veel kaks mugavat tunnust kolmnurkade
sarnasuse kindlakstegemiseks. Sonastame selle tulemuse teoreemina.

Teoreem 27.5 Olgu antud kaks kolmnurka. Jargmised tingimused on samaviddrsed:
1. nende kolmnurkade kiiljed on vastavalt vordelised (st kolmnurgad on sarnased;
tunnus KKK),

2. nende kolmnurkade kaks paari kiilgi on vastavalt vordelised ning nende kiilgede
vahelised nurgad on vordsed (tunnus KNK),

3. nende kolmnurkade nurgad on vastavalt vordsed (tunnus NNN).

Toestus. Anname toestuse kolmes osas, ndidates tingimustevahelised jarelduvused
1.=>2,2.=3.ja3. > 1..

Olgu antud sarnased kolmnurgad ABC ja DEF nii, et

Niitame, et /CAB = /FDE.
Valime kiirel DE niisuguse punkti K, et |[DK| = |AB|, ning joonestame ldbi selle
punkti sirgega EF paralleelse sirge. Loigaku ta sirget AC punktis L.

|AB| _|BC| _|CA|
|IDE|  |EF| |FD|’
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F

K

Kuna konstruktsiooni jargi KL || FE, saame teoreemist 27.1, et ADKL ~ ADEF, st
IDK| |KL| |LD|

|\DE| ~ |EF| ~ |FD|
vottes vorduste ahela

. Kuna samuti konstruktsiooni pohjal | DK| = |AB|, saame kokku-

IKL| _|LD| _|DK| |AB| |BC| |CA|
|EF| |FD| |DE| |DE| |EF| |FD|’

IKL| _|BC|. |LD| |CA

= a = ,
\EF| _ |EF|* [FD| _ |FDI
|BClja|LD| = |CA|. Kokkuvottes on kolmnurkade ABC ja DKL kiiljed vastavalt vordsed,

mistottu ka need kolmnurgad ise on vordsed. Jarelikult

Muuhulgas millest omakorda jarelduvad vordused |KL| =

/FDE=/LDK =ZCAB,

niisiis on kolmnurkade ABC ja DKE kiiljed AB ja DE ning AC ja DF vastavalt vordelised
ning tippude A ja D juures asuvad nurgad on vordsed. Seega oleme toestanud teoreemi

2. tingimuse kehtivuse.

AB CA
Rahuldagu kolmnurgad ABC ja DEF tingimusi ﬁ = ﬁ jaZCAB =
ZFDE. Tanu nurkade vordsusele saame kolmnurgad tasandil paigutada nii, et nende

tipud A ja D langevad kokku, punkt B asub kiirel DE ning punkt C kiirel DE.
F

A=D

B E

Nédeme, et sirged BC ja EF 16ikavad nurga haarasid nii, et tekivad vordelised 16igud.
Teoreemi 27.3 pdhjal jareldub sellest, et BC || EF. Muuhulgas tdhendab see, et ZABC =
/DEF ja Z/BCA = ZEFD, niisiis kehtib vaadeldavate kolmnurkade korral tingimus 3.

Kehtigu kolmnurkade ABC ja DEF jaoks vordused ZCAB = ZFDE, ZABC =
/DEFja /BCA= ZEFD. Sama moodi nagu toestuse eelmises osas saame kolmnurgad
tasandil paigutada nii, et nende tipud A ja D langevad kokku, punkt B asub kiirel DE
ning punkt C kiirel DE (vt ka eelmise osa joonist). Muuhulgas jareldub tingimusest
ZABC = ZDEF, et BC | EF. Teoreemi 27.1 abil saame niiiid aga jareldada 1. tingimuse
kehtivuse. O

Kuna iga kolmnurga nurkade summa on 180°, piisab tunnuse NNN puhul muidugi
ainult kahe nurga vastava vordsuse nditamisest (mistottu teda nimetatakse ka lihtsalt
NN tunnuseks).

Teoreemi 27.5 kasutatakse sageli nii, et toestatakse kahe kolmnurga sarnasus mingi
tunnuse alusel ja siis kasutatakse monda teist tunnust uute seoste tuletamiseks.
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Kasulik kujund, milles alati leidub kaks sarnast kolmnurka, on trapets. Vaatleme
trapetsit alustega AB ja CD ning diagonaalide 16ikepunktiga P.

D C

Joonis 27.2

Tanu poiknurkade vordsusele saame Z/PAB = ZPCD ja ZABP = ZCDP, niisiis on
kolmnurgad PAB ja PCD sarnased tunnuse NN pohjal. Siit saame tuletada vastavate
kiilgede pikkuse vordelisuse.

Ulesanne 27.1 (Loppvoor 2013, 10. klass) Trapetsi ABCD alused on AB ja CD ning

PA PB
diagonaalide 16ikepunkt on P. Tdesta, et kui ﬁ = %, siis trapets ABCD on

vordhaarne.

Lahendus. Kasutame joonist 27.2. Nagu ndgime, kehtib APAB ~ APCD, mistottu

PA PB
% = ﬁ ehk |PA|-|PD| = |PB|-|PC]. Korrutades viimast vordust iilesande
PA PB
vordusega % = % saame |PA|* = |PB|?, millest jareldub |PA| = |PBj, st kolm-

nurk PAB on vordhaarne. Kuna APAB ~ APCD, peab ka kolmnurk PCD olema
vordhaarne, st |PC| = |PD|.

Tippnurkade vordsusest saame £ APD = /BPC. Niisiis on kolmnurkadel APD
ja BPC kaks vastavalt vordset kiilge ja nende kiilgede vaheline vordne nurk. Seega
on need kolmnurgad vordsed tunnuse KNK alusel, millest jareldubki | AD| = |BC]|.

Kolmnurkade sarnasusest tulenevad seosed ei piirdu ainult kiilgede pikkuste suhete
ja kiilgedevaheliste nurkade vordsusega. Vordelisteks osutuvad ka koik teised vastavad
joonmootmed ning vordseteks koik teised vastavad nurgad.

Selle viite iildkujuline tdestus eeldab ka sarnasuse defineerimist iildisemal kujul.?
Iga konkreetse joonsuuruse voi nurga kohta saab reeglina muidugi anda ka omaette
toestuse.

FD
Vaatleme niiteks sarnaseid kolmnurki ABC ja DEF sarnasusteguriga k = ﬁ ning

nditame, et nende vastavatest tippudest C ja F tommatud kérguste pikkuste suhe on
samuti k.

Vaatleme koigepealt olukorda, kus tippude A ja D juures on teravnurgad; siis satuvad
korguste aluspunktid C’ ja F' sirgetele AB ja DE nii, et punktid B ja C' (vastavalt E ja F')
jddvad punktist A (vastavalt punktist D) samale poole (vt joonist).

2Uldjuhul nimetame sarnasteks tasandilisi kujundeid, mis on tksteiseks viidavad tasandi nihete,
peegelduste, poorete ja homoteetiate (vt jaotist 35) voi nende mingi kombinatsiooni abil.
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F
C
A»@B D ;1/ E

Jérelikult saame nurkade vordused Z/CAC' = ZCAB ja /FDF' = /FDE. Kuna kolm-
nurgad ABC ja DEF on sarnased, kehtib ka vordus ZCAB = ZF DE, niisiis kokkuvdtteks
/CAC' = /FDF'. Kuna lisaks ZAC'C = 90° = Z/DF'F, on kolmnurgad AC'C ja DF'F
sarnased tunnuse NN alusel. Muuhulgas saame siit

|FF'| _|FD| _
|ICC'|  |CA|

)

mida oligi tarvis.
Kui tippude A ja D juures on tidisnurgad, saame A= C' ja D = F', nii et jille

|FF'| _|FD| _
|ICC'|  |CA|

F
C

AC,QB D:F/‘. E

Kui tippude A ja D juures on niirinurgad, tekib joonisel ndidatud olukord, kus punkt
A (vastavalt D) on punktide C’ ja B (vastavalt F’ ja E) vahel.

C
C/WB F/

Niitid saame sarnaselt esimese juhuga

F

/C'AC=180°-/CAB=180°- /FDE = /F'DF

ning ZCC'A =90° = ZFF'D. Niisiis on kolmnurgad ACC’ ja DFF’ sarnased tunnuse

NN alusel, mistottu
|FF'| _|FD|

icC'IcAl
Sellega on koik voimalikud juhud 14bi vaadatud.
Toestatud viitest saame olulise jarelduse sarnaste kolmnurkade pindalade suhte
kohta. Eelpool sisseviidud tdhistes voime kirjutada, et

IDE|=k-|AB| ja |FF'|=k-|CC'l,
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mistottu

|DE|-|FF'| _k-|AB|-k-|CC'| _ 2. |AB|-|CC'|
2

=k*-Sagc.
2 2 ABC

SpDEF =

Kokkuvottes oleme tdestanud jargmise tulemuse.”

Teoreem 27.6 Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu nende sarnasusteguri
ruut.

Ulesanded

Ulesanne 27.2 (Siigisene lahtine voistlus 2011, noorem rithm) Tédisnurkse kolmnurga
ABC kaatetile AB on joonistatud ristkiilik ABEF, mille tipp F asub kaatetil AC. Olgu
X ristkiiliku diagonaali AE ja kolmnurga hiipotenuusi BC 16ikepunkt. Millises suhtes
jaotab punkt X hiipotenuusi BC, kui on teada, et | AC| = 3| AB| ja |AF| = 2|AB|?

Ulesanne 27.3 (Piirkonnavoor 1999, 9. klass) Arvuta joonisel méargitud 16igu x pikkus.

450 cm

x /]

270 cm

Ulesanne 27.4 (Piirkonnavoor 1998, 10. klass) Trapetsi ABCD alustega AB ja CD pa-
ralleelne sirge 16ikab selle haarasid AD ja BC vastavalt punktides E ja F. Trapetsi
diagonaal AC poolitab 16igu EF. Toesta, et 16ik EF 1dbib trapetsi diagonaalide 16ike-
punkti.

Ulesanne 27.5 (Siigisene lahtine voistlus 1994, noorem rithm; talvine lahtine voistlus
2007, noorem rithm) Tdisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusi AB keskpunkt on K.
Kaatetil BC voetakse punkt M nii, et |[BM|=2-|MC]|. Toesta, et /BAM = ZCKM.

Ulesanne 27.6 (Siigisene lahtine voistlus 2007, noorem rithm) Olgu M kolmnurga ABC
mediaanide 16ikepunkt ja D kiilje BC keskpunkt. Kiiljega BC paralleelne ja punkti
M labiv sirge 16ikab kiilgi AB ja AC vastavalt punktides X ja Y. Sirgete XC ja MB
ldikepunkt olgu Q ning sirgete Y B ja M C loikepunkt P. Toesta, et kolmnurgad DPQ
ja ABC on sarnased.

Ulesanne 27.7 (Sligisene lahtine voistlus 2001, vanem rithm) Kolmnurgas ABC on
/B =2-/C ning tipust A tommatud nurgapoolitaja 16ikab kiilge BC sellises punktis
D, et |AB| =|CD|. Leia nurga £/ A suurus.

3Tegelikult kehtib see teoreem koigi (mdGtuvate) tasapinnaliste kujundite puhul. Hulknurki voib
jaotada kolmnurkadeks, niisiis saab nende jaoks anda toestuse teoreemi 27.6 abil kasutades matemaatilist
induktsiooni. Uldjuhul tuleb aga kasutada korgema matemaatika meetodeid, mis jddvad selle piku
raamidest kaugele vélja.
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Ulesanne 27.8 (Piirkonnavoor 1998, 11. klass) Vordhaarses kolmnurgas ABC on aluse
BC ja haara pikkuste suhe k. Sirgel AB voetakse punktist B erinev punkt D nii, et 16ik
CD on pikkuselt vordne kolmnurga ABC alusega. Leia 16igu BD ja kolmnurga ABC
haara pikkuste suhe.

Ulesanne 27.9 (Piirkonnavoor 2017, 11. klass) Kolmnurgas ABC kehtib |[BC| = 2| ABI|.
Olgu D 16igu BC keskpunkt ja K 16igu BD keskpunkt. Téesta, et | AC| = 2| AK].

Ulesanne 27.10 (Piirkonnavoor 2002, 11. klass) Vordhaarse kolmnurga haarale tomma-
tud korgus jaotab haara suhtes 1: 2. Milline voib olla selle kolmnurga haara ja aluse
pikkuste suhe?

Ulesanne 27.11 (Piirkonnavoor 2015, 11. klass)

a) Kas koik sirged, mis jaotavad kolmnurga kaheks pindalalt vordseks osaks, loiku-
vad kolmnurga mediaanide 16ikepunktis?

b) Kas koik sirged, mis jaotavad roopkiiliku kaheks pindalalt vordseks osaks, 16iku-
vad roopkiiliku diagonaalide 16ikepunktis?

Ulesanne 27.12 (Loppvoor 2003, 12. klass) Kolmnurgas ABC on ZC =90°. Kiirel CB
voetakse punkt D nii, et |AC|-|CD| = |BC 1?. Labi punkti D paralleelselt hiipotenuusiga
AB tdmmatud sirge 16ikab kiirt CA punktis E. Leia nurga BEC suurus.

Ulesanne 27.13 (Loppvoor 1999, 12. klass) Tdesta, et teravnurkse kolmnurga ABC kor-
guste loikepunkti ja mediaanide 16ikepunkti tihendav 16ik on paralleelne kolmnurga
kiiljega AB siis ja ainult siis, kui tan ZA-tan /B = 3.

Miirkus: 16igu pikkusega 0 loeme paralleelseks mistahes sirgega.

Ulesanne 27.14 (Loppvoor 2001, 11. klass) Kolmnurga ABC kiilgedel BC,CA ja AB
voetakse vastavalt punktid D, E ja F nii, et 1oikudel AD, BE ja CF on iithine punkt O.

Toesta, et
|AO| |AE| |AF]

= + :
|OD| |EC| |FB|

Ulesanne 27.15 (Loppvoor 2009, 12. klass) Toesta, et roopkiiliku diagonaalide pikkuste
suhe on vordne kiilgede pikkuste suhtega parajasti siis, kui diagonaalide 16ikumisel
tekkivad nurgad on vordsed roopkiiliku sisenurkadega.

Vaata ka tilesandeid 34.3, 26.9, 29.11, 29.12, 36.2, 39.7, 29.14 ja 32.9.

Lahendused
27.2 Vastus: 2: 3.
Teeme joonise.
E B
X
C /“/F A
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Kuna ABEF on ristkiilik, saame EB | AC. Poiknurkade vordsusest jarelduvad
niilid vordused /BEX = /BEA=/CAE=/CAX ja /XBE=/CBE=/BCA=
ZXCA. Seega on kolmnurgad XBE ja XC A sarnased tunnuse NN alusel. Jarelikult
peavad nende vastavad kiiljed olema vordelised, st

IXBl _|BE| |AF| 2|AB| 2

|IXC| |CA| |AC| 3|AB| 3°

27.3 Vastus: x = 168,75 cm.

27.4

Tahistame punktid nii nagu ndidatud joonisel.

D C

A B
Kuna AB || EF | DC, saame kiirteteoreemist, et ACEF ~ ACAB ja ABEF ~
ABDC. Kolmnurkade CEF ja C AB sarnasusest saame

|EF| _ ICF|
|AB| |CB|’

kolmnurkade BEF ja BDC sarnasusest aga
IEF| _|FBI
|IDC|  |CB|
Tuletatud vorduste liitmine annab
|EF| |EF| |CF| |FB| |CF|+|FB| |CB| _

+ = + = = =1,
|AB| |DC| |CB| [CB]| |CB| |CB]
kust leiame
en( L)
|AB| |CD|
Jarelikult
|EF| L ! 1350 168,75
X = = = = = = cm.
1 1 1 1 5+3 ’
AE D Zot a0 130
Liigutades loiku EF paralleelselt trapetsi iihe voi teise aluse poole, on selge, et

leidub tdpselt iiks asend, kus diagonaal selle 16igu poolitab. Uurime, kui kaugel
16ik EF selles asendis alustest on.

Tombame trapetsile korguse ning jagagu 16ik EF selle korguse 16ikudeks pik-
kustega h; ja ho.

B A
G
F E

ho
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. 1. . |GE]| h
Teoreemi 27.1 pohjal on AAGE ~ A ACD, mistottu = ehk |GE|-
|CD| hi+ hy
(hy + hy) = |CD|- hy. Sama moodi kehtib ka ACGF ~ ACAB, millest jareldub
|GF| ho
ordus — = hk |GF|- (hy + hy) =|AB| - h,.
VOr uSIABI h1+h2e |GF|-(hy + hy) = |AB|- hy

Diagonaal AC poolitab 16igu EF parajasti siis, kui | GE| = |GF|, mis on omakor-
da samavédirne vordustega
|GE| - (hy + h2) = |GF|- (h; + hy),
|CD|-hy =|AB|-hy,

|ABl
ICDI ~ hy’
Viimane vordus ei soltu diagonaali valikust, st ka diagonaal BD poolitab 16igu
e . |ABl . . . .
EF parajasti siis, kui 1CDI = See aga tdhendab, et diagonaalid AC ja BD
2

16ikuvad 16igu EF keskpunktis, millest jareldubki iilesande véide.

27.5 Tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusi keskpunkt on iihtlasi tema timberringjoone
keskpunkt (vaata jareldust 28.2).

Loigud KB ja KC on selle ringjoone raadiused, jarelikult on kolmnurk KBC
vordhaarne ja /KBC = /BCK. Kuna AB on diameeter, siis | AB| = 2-|KC]|. Ulesan-
de tingimuste pohjal lisaks |[BM| = 2 - | M C]. Niisiis on kolmnurgad ABM ja KCM
sarnased sarnastusteguriga 2 tunnuse K NK pohjal, millest jareldub omakorda
teiste nurgaapaaride vordsus. Muuhulgas saame /BAM = ZCKM, nagu oligi
tarvis.

27.6 Olgu kiilgede AC ja AB keskpunktid vastavalt E ja F. Teeme joonise.
A
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Kuna XY || BC, on kolmnurgad AMY ja ADC teoreemi 27.1 pdhjal sarnased.

AM
Et M on kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt, kehtib || 7 Dll

|AY| 2 ..
= —. Ulesande 26.4 tulemuse
lYC| 1

pohjal saame niiiid, et sirge BY poolitab mediaani CF. Niisiis on DP kolmnur-

BF AB
ga BCF keskloik ning jarelikult DP || AB ja |DP| = |2—| = % Sama moodi

CE AC
toestame, et DQ || ACja |DQ| = % = u

Paralleelsustest DP || AB ja DQ || AC jareldub, et ZQDP = ZC AB, niisiis on
kolmnurkadel DPQ ja ABC iiks vordne nurk ning nende nurkade juures olevad

2
= T Kolmnurkade

AMY ja ADC sarnasusest jareldub, et siis ka

1
kiiljed on vastavalt vordelised teguriga e Jarelikult on need kolmnurgad sarnased
tunnuse KNK pohjal.

27.7 Vastus: 72°.
Olgu E tipust B tommatud nurgapoolitaja 16ikepunkt kiiljega AC.

A

B D C

Ulesande tingimuste pohjal Z ABE = /BC A. Kuna nurk tipu A juures langeb
kolmnurkadel ABC ja AEB kokku, on need kolmnurgad sarnased tunnuse NN
pohjal. Jarelikult on nende vastavad kiiljed vordelised:

|AC| _ |BC]
|AB| ~ |EB|’

Kunaka ZEBC = ZBCE, on kolmnurk BCE vordhaarne, st |[EB| = |EC|. Lisaks
kehtib iilesande tingimuste pohjal vordus |AB| = |CD|, seega saame vorde (27.1)
kirjutada kujul

(27.1)

IACI _IBCI . 1AC| _|CDI.
|ICD| |EC] |IBC| |EC]

Niisiis on kolmnurkadel ADC ja BEC vastavalt vordelised kiiljed ja nende
vahel iihine nurk tipu C juures. Jarelikult AADC ~ ABEC tunnuse KNK pdhjal,
millest omakorda saame, et Z/CAD = Z/EBC.

Kokkuvottes on kolmnurk ABC vordhaarne. Tdhistades tipunurka /BCA =Y,
saame /CAB = ZABC = 2y. Kuna kolmnurga nurkade summa moodustab 180°,
voime niiiid leida

/BCA+ /ZCAB+ /ZABC =180°,
Y+2y+2y=180°,
5y =180°,
Y =36°,
kust omakorda ZCAB =2-36° = 72°.
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27.8 Vastus: k°.
Teeme joonise.

B f C

Ulesande tingimuste pohjal on ABC ja CBD vordhaarsed kolmnurgad, kusjuures
neil on tipu B juures tihine alusnurk. Jarelikult on nende kolmnurkade nurgad
paarikaupa vordsed ja NNN tunnuse alusel saame AABC ~ ACBD. Seega

|IBD| _ |BC] . IBD| _|BCP* ,
——=——, millest —— = =k
IBC|  |BA| IBA|  |BAI?
27.9 Teeme joonise.
B
K
D
A C

Ulesande tingimuste pohjal

IBD| _|BC| _|AB|
2 4 27

|KB| =

Kolmnurkadel ABC ja KBA on iihine nurk tipu B juures ning lisaks

|AB| _

_|BC|
IKB|

2= .
|BA|

Jérelikult on need kolmnurgad sarnased tunnuse KNK pohjal, mistottu ka

|AC| _|AB| _
IKAl  |KB|

V3

27.10 Vastus: \/gja PR
Olgu vaadeldav vordhaarne kolmnurk ABC. Olgu tema tipunurgast A tom-
matud korguse aluspunkt D ning tipust B tommatud korguse aluspunkt E. Kuna
kolmnurk on vordhaarne, poolitab korgus AD {ihtlasi aluse BC (vt teoreem 33.1).
Ulesande tekstile vastab kaks voimalikku olukorda. Vaatleme koigepealt juhtu

|AE| = 2|EC| (ehk |AC| = 3|EC]).
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)
B D C

Kolmnurkadel ADC ja BEC on iiks tihine nurk tipu C juures ning kummalgi
on ka iiks tdisnurk. Seega on need kolmnurgad sarnased ja vastavate kiilgede

vOrdelisusest saame
IDC| _ |AC| _ 3|EC]

|EC| |BC| 2|DC|’
|EC] 2,

pc|~ V3?

|AC| 3 |EC| 3 f_f
IBC| 2 [IDC] 2 V3 V2’

Teine voimalus on 2| AE| = |EC| (ehk |AC| = 1,5|EC)).

Jarelikult 2| DC|? = 3|EC|?, millest

A

)
B D C

Analoogiliselt esimese juhuga saame AADC ~ ABEC, mis niitid annab

IDC| _|AC| _1,5|EC| _3|EC|
|EC| |BC| 2|DC| 4|DC|’

EC| 2

. i |
Jarelikult 4|DCJ? = 3|EC|?, millest —— = — ja
IDCl~ V3’
JAC| 15 |[EC| 3 2 V3
IBC| 2 |DC| 4 3 2°

27.11 Vastus: a) ei; b) jah.

a) Mediaanid jagavad teoreemi 26.1 pohjal kolmnurga kaheks vordpindseks
osaks, aga nad ldbivad muidugi ka mediaanide l6ikepunkti, nii et a)-osa kontra-
nditeks nad ei sobi. Kiill aga annavad kontrandite kiilgedega paralleelsed sirged.

Vaatleme suvalist kolmnurka ABC ning votame kiilgedel AB ja AC vastavalt
punktid D ja E nii, et BC || DE ning Sapc = 2Sapg- Kolmnurgad ABC ja ADE on

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

348

Peatiikk 27. Sarnased kolmnurgad

teoreemi 27.1 pohjal sarnased. Kuna sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad

B AC
nagu sarnasusteguri ruut, peab nende sarnasusteguriks olema ﬁ :AE: =V2.

Nditame, et sirge DE ei ldbi kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkti. Selleks
votame kiilgedel AB ja AC vastavalt punktid F ja G nii, et BC || FG jasirge FG ldbib

mediaanide 16ikepunkti M. Teoreemi 27.1 pohjal saame AABC ~ AAFG. Kuna

AF| |AG| 2
mediaanide 16ikepunkt jagab mediaani suhtes 2 : 1, kehtib ka IAF| _ 146G =-,
ABl LAC |FB| ~ 1GC| 1
3
millest omakorda jareldub, et — 1ABl _ l | == Kuna V2 # —, ei saa DE olla see
|AF | 1AG| 2 2

kiiljega BC paralleelne sirge, mis ldbib mediaanide 16ikepunkti.

b) Ré6pkiilik on oma diagonaalide 16ikepunkti P suhtes tsentraalstimmeetrili-
ne. Seega jagab iga punkti P 1dbiv sirge roopkiiliku kaheks vordpindseks tiikiks.
Oletame vastuvditeliselt, et leidub veel moni sama omadusega sirge s, mis punkti
P eildbi. Tombame ldbi punkti P sirgega s paralleelse sirge ¢. Eelpooldeldu pohjal
peab ka sirge ¢ jagama réopkiiliku kaheks vordse pindalaga tiikiks. Kokkuvottes
oleks meil kaks erinevat paralleelset sirget, mis mdlemad poolitavad ré6pkiiliku
pindala; vastuolu.

27.12 Vastus: 45°.

Teeme joonise.
C
A ~.B
E/ - D
AC BC
Vastavalt iilesande tingimustele % = ﬁ Teisest kiiljest kiirteteoreemi
BC| |AC AC| |AC
pohjal — |BC] I ’ niisiis —— ACt _ | l,mlllest]areldub |BC| = |CE)|. Kokkuvottes
\CD| ~ ICE[’ IBC|  |CE|

on BCE tiisnurkne vordhaarne kolmnurk teravnurgaga / BEC = 45°.
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27.13 Olgu kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt H, mediaanide 16ikepunkt M, tipust C
tommatud korguse aluspunkt F ning kiilje AB keskpunkt G.

C

A - B
F G
Nédeme, et HM || AB parajasti siis, kui kolmnurgad CHM ja CFG on sarnased.

CG
ICol = 3. Jarelikult ACHM ~ ACFG
|IMG|

= 3. (Erijuhul, kui tipust C tdmmatud korgus ja mediaan

Kuna M on mediaanide 16ikepunkt, siis

|CF|

parajasti siis, kui

langevad kokku, saame H = M, mis annab samuti sama vorduse.)
Vaatleme niiiid lisaks kolmnurga tippudest A ja B tommatud korgusi; olgu
nende aluspunktid vastavalt D ja E.

C

[
A B
F

Suuruse tan Z A saame leida tdisnurkse kolmnurga kaatetite suhtena, kui selle
kolmnurga iiks teravnurk on ZA. Esimese hooga hakkab sobivaid kolmnurki joo-
niselt silma kaks: ACF ja ABE. Hoolikamal uurimisel leiame aga veel kolmandagi
nendega sarnase kolmnurga, nimelt HBF. Tdepoolest,

/BHF=90°-/FBH=90°-/ZABE= /A,

lisaks muidugi Z HF B = 90°. Niisiis saame

ICF| _|BE| _ |BF]

tan/A= = = .
|AF| |AE| |HF|

Analoogiliselt ndeme, et ABCF ~ ABAD ~ A HAF on tdisnurksed kolmnurgad
teravnurgaga /B, mistottu

ICF| _|AD| _|AF|
|BF| |BD| |HF|’

tan/B =
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CF AF
Vorduste tan £ A = il jatan/B = AF] korrutamine annab

|AF| |HF

CF
tan/A-tan/B = u
|HF|
o I - CF|
Eespool nidgime, et tingimus HM || AB on samavédirne tingimusega HF] =3,

mistottu ta on samavadrne ka tingimusega tan ZA-tan /B = 3.

27.14 Uldjuhul ei teki selle iilesande joonist tehes iihtegi paari sarnaseid kolmnurki. Kiill
aga esinevad tekstis 16ikude suhted, mis viitab, et kuidagimoodi peaks sarnastest
kolmnurkadest olema voimalik kasu l6igata.

Lahenduse votmeks on leida lisakonstruktsioon, mis tekitab joonisele kaks
sarnast kolmnurka, milledes AO ja OD on vastavad 16igud. Sobiva konstruktsiooni

AO
annab homoteetne teisendus keskpunktiga O ning kordajaga — ﬁ (homoteetia

kohta loe rohkem jaotisest 35). See teisendus viib punkti D punktiks A; viigu ta

lisaks punktid B ja C vastavalt punktideks G ja H. Siis muuhulgas GH | BC ja
|AO| _ |GH|

|OD| — |BC|’

H FEG

D

Poiknurkade vordsusest saame /EGA = ZEBC ja Z/GAE = ZBCE. Jarelikult
|AE|  |GA]

on kolmnurgad EGA ja EBC sarnased, mistottu 1EC| ~ IBCI Sama moodi on
. |AF| |AH| -
sarnased ka kolmnurgad FAH ja FBC, kust saame ﬁ = m Kokkuvottes

|AO|l _|GH| _|GAI+|AH| |GA| .\ |AH| _|AE]| .\ |AF|
|OD| |BC|  |BC|  |BC| |BC| |EC| |FB|’

mida oligi tarvis toestada.

27.15 Tahistame roopkiiliku tipud A, B,C, D nii, et |AB| < |AD| ja |AC| < |BD|. Siis
Z/ABC < 90° < /DAB. Tahistame roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkti E, mis
on muidugi ka molema diagonaali keskpunkt.

A D
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Koosinusteoreemi pohjal
|AB|* = |AE|* + |BE|* - 2| AE|-|BE|-cos /BEA,
|AD|* = |AE|* + |DE|* - 2| AE| - |DE| - cos / AED =
=|AE|* +|BE|* - 2| AE|-|BE|-cos(180° /BEA) =
=|AE|* +|BE|* +2-|AE|-|BE|-cos /BEA.
Kuna |AB|?> < |AD|?, siis cos /BEA = 0, millest jareldub, et /BEA<90° < ZAED.
Seega juhul, kui ro6pkiiliku sisenurgad on vordsed diagonaalide 16ikumisel
tekkivate nurkadega, peab kehtima vordus ZAED = /D AB. Kuna kolmnurkadel
AED ja BAD on tipu D juures sama nurk, saame vaadeldaval juhul AAED ~

ABAD. Jérelikult peavad nende kolmnurkade vastavad kiiljed olema vordelised,

st
|AB| _ |EAl _ |AC|

|AD| |ED| |BD|’

nagu oligi tarvis.
Veel tuleb toestada vastupidine jareldus. Eeldame vordust
|AB| _|AC| _|EA]
|AD|  |BD| |ED|
ning néditame, et ZAED = /D AB. Selleks piisab toestada, et kolmnurgad AED ja

BAD on sarnased. Nende nurgad tipu D juures on jédllegi samad, kuid sellest ei

AB E
piisa teoreemi 27.5 kasutamiseks, sest tegemist pole vorde ||AD|| ||ED|| vastavate

kiilgede vahelise nurgaga.
Uurime olukorda lahemalt. Olgu nurk tipu D juures fikseeritud ning fikseerime

ka punktid A ja E selle nurga erinevatel haaradel. Mitu erinevat punkti B saab

AB A
sirgel ED valida nii, et 1451 = [EA ——7? Kuna punktid A, D ja E on fikseeritud, saab
|AD| |EDI|
|EA|

|AB| =|AD|- EDI omada vaid tiht voimalikku vaartust. See tihendab, et punkt

B saab olla ainult sirge ED ldoikepunkt ringjoonega, mille keskpunkt on A ning
raadius | AB|. Jdrelikult saab leiduda iilimalt kaks niisugust punkti; tihistame neid
B'jaB".

On selge, et kiirel DE leidub parajasti tiks punkt B, mille korral AAED ~
AB EA

ABAD. Kuna sellise punkti B jaoks kehtib vordus ﬁ ﬁ, peab B langema

kokku iihega punktidest B’ ja B”. Tuletame meelde, et tinu rédpkiiliku tippude

tdhistuste valikule saime ZAED =90° ja /D AB = 90°. Jdib veel tdhele panna, et

vorratustest ZDAB' = 90° ja Z/DAB" = 90° saab kehtida ainult tiks. Niisiis peab

joonise tihistes kehtima B = B’ ja iihtlasi ka AAED ~ ABAD.
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