Pindalade uurimise meetodi peamine idee on siduda omavahel pindalade ja joon-
mootmete suhted. Seda ldhenemist ilmestab jargmine lihtne, kuid védga kasulik tulemus.

Teoreem 26.1 Vordsete korgustega kolmnurkade pindalad suhtuvad sama moodi
nagu nende alused.

Toestus. Olgu vaadeldavate kolmnurkade alused vastavalt a ja b ning korgused h. Siis
nende pindalad S; ja S» suhtuvad nagu

Q
=

Si
Sy

S[T|ME
S

O

Seda teoreemi kasutatakse sageli olukorras, kus vaadeldavate kolmnurkade alused
asuvad iihel sirgel ja korgused langevad kokku. Niiteks kui kolmnurga ABC kiiljel BC
on voetud punkt P, kehtib vordus

Sapp _ |BP|
Sapc  IPC|’
A
2
B
D P ¢

Ulesanded

Ulesanne 26.1 (Piirkonnavoor 2006, 9. klass) Kumera nelinurga diagonaalid jaotavad
nelinurga neljaks kolmnurgaks, millest kolm on vordse pindalaga S. Toesta, et ka
neljanda kolmnurga pindala on S.
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Ulesanne 26.2 (Talvine lahtine voistlus 2021, vanem rithm) Ema jagab kolmnurkset
koogitiikki kolme lapse vahel. Selleks teeb ta kdigepealt iihe sirge 16ike iihest tipust
vastaskiilje keskpunkti ja siis teise sirge 16ike teisest tipust vastaskiilje keskpunkti.
Tekkinud tiikid jagab ta jirgmiselt: Anna saab nelinurkse tiiki, Berta selle vastas oleva
kolmnurkse tiiki ja Clara kaks tilejadnud kolmnurka. Kes lastest saab koige rohkem
kooki?

Ulesanne 26.3 (Loppvoor 2017, 9. klass) Kumera nelinurga ABCD kiilgede AB ja CD
keskpunktid on vastavalt M ja N. Punktid K ja L valitakse vastavalt kiilgedel BC ja
AD nii, et |CK| = 2|KB| ja|AL| = 2|LD|. Kui suure osa moodustab nelinurga KM LN
pindala nelinurga ABCD pindalast?

Ulesanne 26.4 (Loppvoor 2015, 10. klass) Kolmnurga ABC kiiljel BC valitakse selline
punkt P, et [BP|: |PC| =2: 1. Toesta, et 10ik AP poolitab kolmnurga ABC tipust C
tommatud mediaani.

Ulesanne 26.5 (Loppvoor 2022, 9. klass) Kolmnurgas ABC valitakse kiiljel AC punkt
1 1
M ja seejdrel 16igul BM punkt K nii, et |[AM| = glACI ja|BK| = ZlBMl' Olgu N sirge

AK loikepunkt kiiljega BC. Mitu protsenti moodustab nelinurga MKNC pindala
kolmnurga ABC pindalast?

Ulesanne 26.6 (Stigisene lahtine voistlus 2018, noorem rithm) Punkt M r66pkiliku
ABCD diagonaalil BD valitakse nii, et [MD| = 3|BM]|. Sirged AM ja BC léikuvad
punktis N. Kui suure osa roopkiiliku ABCD pindalast moodustab kolmnurga M ND
pindala?

Ulesanne 26.7 (Piirkonnavoor 2001, 11. klass) Olgu D kolmnurga ABC kiilje AB kesk-
punkt ja E selline punkt kiiljel BC, et | BE| = 2-|EC]|, kusjuures ZADC = /B AE. Toesta,
et kolmnurk ABC on tdisnurkne.

Ulesanne 26.8 (Loppvoor 2004, 9. klass) Kumera nelinurga ABCD kiilgedel AB ja BC
voetakse vastavalt punktid M ja N nii, et kumbki 16ikudest AN ja CM jaotab nelinurga
ABCD kaheks vordse pindalaga osaks. Toesta, et 10igud M N ja AC on paralleelsed.

Ulesanne 26.9 (Stigisene lahtine voistlus 2001, noorem rithm) Kolmnurga ABC si-
sepiirkonnas voetakse punkt M nii, et kolmnurgad ABM, BCM ja CAM on vordse
pindalaga. Toesta, et M on kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt.

Ulesanne 26.10 (Talvine lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Kolmnurgas ABC on
|IBC|=aja|AC| = b. Tippu C ja kiilje AB keskpunkti ldbival sirgel valitakse suvaline
tipust C erinev punkt D. Olgu punktist D sirgetele AC ja BC tommatud ristloikude
aluspunktid vastavalt K ja L. Leia suhe |DK]|: |[DL|.

Ulesanne 26.11 (Loppvoor 2004, 10. klass) Roopkiiliku ABCD kiilgedel BC ja AB
voetakse vastavalt punktid M ja N nii, et |AM| = |[CN]. Olgu P ldikude AM ja CN
l6ikepunkt. Toesta, et nurga APC poolitaja ldbib tippu D.
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Ulesanne 26.12 (Loppvoor 2010, 11. klass) Kolmnurga ABC kiilje BC keskpunkt on D.
Tdesta, et kolmnurkade ABD ja ACD mediaanide 16ikepunktid paiknevad sirgest AD
vordsel kaugusel.

Ulesanne 26.13 (Loppvoor 2011, 12. klass) Korrapérase 2n-nurga sees valitakse vabalt
iiks punkt ja tihendatakse see koigi 2n-nurga tippudega. Saadud kolmnurgad vérvitak-
se vaheldumisi mustaks ja valgeks nii, et {ihise kiiljega kolmnurgad on erinevat varvi.
Toesta, et valgete kolmnurkade pindalade summa on vordne mustade kolmnurkade
pindalade summaga.

Lahendused

26.1 Tdhistame nelinurga tipud A, B, C, D ja diagonaalide 16ikepunkti P nii, et Sspp =
Sgcp = Scpp = S. Teoreemi 26.1 pohjal jareldub vordusest S pp = Spcp 16iku-
de vordus |AP| = | PC| ning vordusest Spcp = Scpp loikude vordus |[BP| = |PD|.
Seega poolitavad nelinurga ABCD diagonaalid teineteist, mistottu see nelinurk
on tegelikult r66pkiilik. Jarelikult on kolmnurgad BCP ja D AP siimmeetrilised
punkti P suhtes, niisiis Spap = Spcp = S.

A D

B C

26.2 Vastus: koik lapsed saavad sama palju kooki.
Ema 16ikab kooki médda kolmnurga kahte mediaani. Olgu kolmnurga tipud
A, B ja C ning tehku ema tldisust kitsendamata 16iked mé6da mediaane AD ja
BE, mis loikuvad punktis M

A

B D C

Teame, et mediaanide 16ikepunkt jagab mediaani suhtes 1: 2, seega
Spmp _|IDM| 1 . Sypa |IME| 1

=———=- ja ==,
Swas  IMAl 2 Y Sy 1BMI 2

1
Muuhulgas SDMB = SMEA = ESMAB, seega SMAB = SDMB + SMEA-
Kuna D on kiilje BC keskpunkt, saame teoremist 26.1
Sppa _ |BD| _
Spca |DC|

st mediaan poolitab kolmnuga pindala. Jarelikult

I

Spcem = Spca—SmEA = SBpA— SDMB = SMAB-
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Kokkuvottes on koigi laste koogitiikid sama suured kui kolmnurk M AB.

26.3 Vastus: pool.
Teeme joonise.

Nieme, et
SkMNL = Sapcp — SamL— Spkm — ScNK — SDLN -
Lahenduse ideeks on kasutada teoreemi 26.1 ning avaldada kolmnurkade

AML, BKM, CNK ja DLN pindalad nelinurga ABCD tippudest moodustatud
kolmnurkade pindalade kaudu. Saame

S = 1S = ! 25 = 15

AML= 5SABL= 5 35ABD = 35ABD,
S = 1S = 1 1S = 1S

BKM = 5SBKA= 5 358CA = £SBCA)
S = IS = ! 25 = 1S

Nk = 55¢pK = 5 35cpB = 35cDB)
S = 1S = ! 18 = 18

DLN = 55pLC = 5 38DAC = £SDAC

Nende vorduste kahekaupa liitmine annab
1 1 1
Samr+Scnk = §SABD + §SCDB = §SABCD,
1 1 1
Sgxkm +Sprn = =SBca+ =Spac = =SaBcD-
6 6 6
Niisiis
1 1 1
Samr+Spxm + ScNk + SpLn = gSABCD + ESABCD = ESABCD,
jarelikult
1 1
SkMNL = SaBcD — ESABCD = ESABCD-

26.4 Olgu kiilje AB keskpunt M ning 16igu AP ja mediaani CM loikepunkt K.
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Meie eesmirk on toestada vordus |[M K| = |KC|. Teoreemi 26.1 pohjal piisab
selleks nédidata, et Sapx = Sakc.

1
Kuna M on kiilje AB keskpunkt, siis Sapx = ES Bk Samas kehtivad vordused

Sapk =Sapp—Skp ja Sakc=Sapc—Skrc.

Kuna iilesande tingimuste kohaselt | BP| = 2| PC|, saame (jdllegi teoreemist 26.1)

Sapp =2Sapc ja Skap=2Skrc,

jarelikult

SaBk = Sapp — Skp =2Sapc —2Skpc = 2(Sapc — Skpc) =28 akc -

Kokkuvotteks .

Samk = ESABK = Sakc)
mida oligi tarvis toestada.

Tdhelepanu tasub poorata 16igule BK, mis algses iilesandepiistituses ei esine,
kuid mis on vajalik kolmnurkade ABK ja KBP moodustamiseks. Selle lisakonst-
ruktsiooniga kohtume uuesti iilesande 26.5 lahenduses.

Siinsele iilesandele saab aga anda ka fiiiisikalise lahenduse. Vaatleme kolmnur-
ga ABC tippe punktmasside siisteemina, kusjuures tippudesse A ja B rakendame
massid 1 ning tippu C massi 2.

Alamsiisteemi {A, B} massikeskmeks on siis M, alamsiisteemi {B, C} massi-
keskmeks kangi reegli jargi aga P. Jarelikult asub kogu siisteemi massikese sirgete
CM ja AP loikepunktis K. Seejuures peab kang C M toetuspunktiga K tasakaalu
jddma, kui punktidesse C ja M on rakendatud vastavalt alamsiisteemide {C} ja
{A, B} kogumassid. Et molema siisteemi massid moodustavad 2 kaaluiihikut, peab
kangi CM toetuspunkt K asuma vastava 16igu keskpunktis.'

13
26.5 Vastus: 20 ehk 65%.

Teeme joonise.

ISelle lahenduse meetodi phjal saab tasandil defineerida bariitsentrilise koordinaatsiisteemi. Kui
koolidpikust tuttav ristkoordinaatide siisteem votab aluseks kaks ristuvat (arv)sirget, siis bariitsentrilise
slisteemi alusena vaatleme kolmnurka ABC, mille tippudesse on rakendatud punktmassid m4, mp, mc.
Need massid vdivad olla ka negatiivsed; kiill aga nduame, et m4 + mp + mc # 0. Selle punktisiisteemi
massikeskme bartitsentrilisteks koordinaatideks nimetamegi kolmikut (14 : mp : mc). Osutub, et paljude
huvitavate punktide esitused bartitsentrilistes koordinaatides on palju lihtsamad kui ristkoordinaatides.
Nii néiteks on kolmnurga mediaanide 16ikepunkti koordinaadid (selle kolmnurga enda suhtes) lihtsalt
(1:1:1) (voitildisemalt (m: m : m)), kolmnurga siseringjoone keskpunkti koordinaadid aga (|BC|: |CA| :
|ABI).
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MC 2 S 2
| | = —, saame teoreemist 26.1, et MBC _ —. Veel oleks tarvis hinnata,

Kuna ——
|AC] 3 SABC
kui suure osa moodustab kolmnurga KBN pindala kolmnurga M BC pindalast.

Seda saame teha kolmnurga KBC pindala kaudu. (Pane tdhele tekkivat lisakonst-
ruktsiooni 16igu KC néol ning vordle seda tilesande 26.4 16iguga KB.)

|KB| .. . . SkBc 1 .
Kuna —— = —, siis teoreemi 26.1 pohjal = —. Samast teoreemist saame
IMB| 4 SMBC
SkeN _ |BN|
Sksc  |BCl N
Hindame suhet Bl Selleks voime kasutada tilesandest 26.4 tuttavat mas-

sikeskme meetodit. Valime tippudesse A ja C vastavat massid 2 ja 1; siis satub
punktisiisteemi { A, C} massikese punkti M. Selleks, et siisteemi {A, B, C} massikese
oleks punktis K, peame tippu B valima niisuguse massi, et kang BM toetuspunk-
tiga K jadb tasakaalu, kui punkti M on rakendatud alamsiisteemi {A, C} kogumass

BK| 1
3. Et ﬁ =3 tuleb tippu B selleks rakendada mass 3 -3 = 9 ithikut.? Kuna N on
sirgete AK ja BC ldikepunkt, peab ta olema alamsiisteemi {B, C} massikese. Siit
[BN| 1. . . IBN| 1
aga saame, et = —jajarelikult —— = —.
INC| 9 IBC| 10

Niiid saame leida suhte

SksN _ SkBN Sksc Smpc _ 1 1 2 1

Sasc  Sksc Smsc Sapc 10 4 3 60

Jarelikult

SmkNC _ SmBc—SkBN _ Smpc _Skpy _2 1 _40-1 39 13

SABC SABC ~ Sapc  Sapc 3 60 ~760 60 20

1
26.6 Vastus: §

Teeme joonise.

Olgu kolmnurga BN M pindala S. Teoreemist 26.1 saame

Sunp _ IMD|
Sgnm |BM|

)

seega SMND :3Sja SpeN =SuND +Spnpm =3S+S=48S.

%Niisiis on punkti K bartitsentrilised koordinaadid kolmnurga ABC suhtes (2:9:1).
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Paneme tdhele, et Sppny = Sapn. Toepoolest, kuna ABCD on roopkiilik, on
tippudest A ja D sirgele BC tdmmatud ristldigud vordse pikkusega. Niisiis on
kolmnurkadel DBN ja ABN sama alus BN ning vordsed korgused, jéarelikult vor-
duvad ka nende pindalad. See tdhendab, et Sapny =4S ja Sapy = Sapn — SNy =
45— S =3S. Kuna |BD| = 4|MB|, saame teoreemist 26.1

_IBDI _ Sasp _ Sasp

IBM|  Sapm 38
mistottu S4pp = 12S. Kuna kolmnurga ABD pindala moodustab poole rédpkiiliku
ABCD pindalast, saame kokkuvottes

SMND 38 _ 1

Sagcp 248 8
26.7 Ulesande 26.4 tulemuse pohjal poolitab 16ik AE 16igu CD. Tdhistame tekkivat
16ikepunkti K; siis [DK| = |KC|ja|AK| = |DK]| (sest ZKAD = Z ADK). Jérelikult on
K kolmnurga ADC iimberringjoone keskpunkt. Muuhulgas on CD selle ringjoone

diameeter, nurk ZCAD aga on siis diameetrile toetuva piirdenurgana tdisnurk (vt
Thalese teoreem 28.2).

4

)

A

Teise voimaliku lahenduse annab tilesanne 33.5.

26.8 Vastavalt iilesande tingimustele

SaBN = ESABCD =SBcM-
Teoreemi 26.1 abil vordleme kolmnurkade ABN ja BCM pindalasid niiiid
kolmnurga ABC pindalaga:
|[BM| _ Spcm _ Sapn _ |BN]
IBAl  Sagc  Sapc |BC|’

- |[BM| |BN|,
Vordusest —— =
|IBA|  |BC|

pohjal, et 16igud M N ja AC on paralleelsed.

jareldub aga kiirteteoreemi podrdteoreemi (vt teoreem 27.3)
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.. 1
26.9 Ulesande tingimused on samavéirsed vordustega Sagy = Speym = Scam = gSABC-

Néditame, et mediaanide 16ikepunkt rahuldab iilesande tingimusi ning et sellised
punkte saab olla ainult tiks.

Olgu M koigepealt mediaanide 16ikepunkt, G kiilje AB keskpunkt ning F ja K
vastavalt punktide C ja M ristprojektsioonid sirgele AB.

C

oo
A F KG B

Kolmnurkadel MKG ja CFG on kaks vordset nurka, niisiis on need kolmnurgad

sarnased. Kuivord MG _ 1 saame IMK L ning jarelikult S 18
. Kuiv —_— = —— = —ni r =— .
ICGl 3 icr| 3 8] ABM = 39ABC

(Saadud vordused kehtivad ka erijuhul, kui M asub tipust C tommatud korgusel.)

1
Sama moodi toestame ka, et Sgcp = §SABC jaScam = §SABC-

Uurime niiiid, kus saavad asuda punktid M, mille korral S agps = 58 ABc- Kuna
kiilg AB on kolmnurkadel ABM ja ABC iihine, peab kolmnurga ABM tipust M
tommatud korgus moodustama E kolmnurga ABC tipust C tommatud korgu-
sest h¢. Jarelikult peab punkt M asuma sirgel, mis on paralleelne sirgega AB ning
mille kaugus sirgest AB on lhc. (Niisuguseid sirgeid on tegelikult kaks, aga kuna
M peab asuma kolmnurga ABC sisepiirkonnas, jddb neist alles see, mis asub sirge
AB suhtes tipuga C samas pooltasandis.)

Sama moodi arutledes leiame, et punkt M peab asuma sirgel, mis on pa-
ralleelne sirgega BC ning mille kaugus sirgest BC on lh A (kus h4 on tipust A

kolmnurgale ABC tommatud korgus). Nendel kahel sirgel on aga tépselt iiks iihine
punkt, mis peab jarelikult olema kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt.

26.10 Vastus: %.
Loigud DK ja DL on vastavalt kolmnurkadele DCA ja DBC tipust D tdmma-
tud korgused. Niisiis
b-|DK| a-|DL]

a S = .
] DBC 5

Spca =
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Lahenduse votmesamm on téestada, et Spca = Sppc. Olgu M kiilje AB kesk-
punkt; siis teoreemist 26.1 jarelduvad vordused Scan = Scpm ning Spay = Spsm-
Edasi vaatleme kolme juhtu.

1. Kui punkt D asub 16igu CM (ja kolmnurga ABC) sisepiirkonnas, saame

Spca=Scam—Spam = Scem — Spem = SpBC -

2. Kui punkt D asub 16igu CM pikendusel iile punkti M (voi erijuhul D = M),
saame

Spca=Scam+Spam = Scem +Spem = Spac-

3. Kui punkt D asub 16igu CM pikendusel iile punkti C, saame

Spca=Spam —Scam = Spem — Scem = Spac -

b-IDK| a-DL DK
Igal juhul Spea = Spsc ehk '2 | @ADL illest jareldub ﬁ =2
K
4 A
M K b
,‘Q
A
M
B C AL
E——
K

26.11 Nurga poolitaja on parajasti koikide niisuguste punktide hulk, mis asuvad nurga
haaradest samal kaugusel. Niisiis piisab toestada, et punkti D kaugus sirgest AM
on sama suur kui sirgest CN. Olgu G ja H punktist D vastavalt sirgetele AM ja CN
tommatud ristloikude aluspunktid. Teeme joonise.
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26.12

26.13

Tuleb toestada vordus |DG| = |D H|. Paneme tdhele, et tegemist on korgustega
kolmnurkades AMD ja CND, mis on tdmmatud vastavalt kiilgedele AM ja CN.
Kuna

|[AM|-|DG| ICN|-|DH|
SAMD:T ja SCND:T ning |AM|=|CN],

siis on vordus | DG| = |D H| samavédrne vordusega Sayp = Scnp. Viimane vordus
aga kehtib, sest molemad kolmnurgad moodustavad poole réopkiiliku ABCD
pindalast.

Ulesande 26.9 lahenduses nigime, et mediaanide 16ikepunkti kaugus kiiljest on

1
— vastavale kiiljele tommatud korguse pikkusest. Niisiis piisab toestada, et kolm-

nurkade ABD ja ABC iihisele kiiljele AD tippudest B ja C tommatud korgused
hp ja hc on vordsed.
Kuna |BD| = |DC]J, jareldub teoreemist 26.1, et Sppp = Sacp- Teisest kiiljest

teame, et
|AD|-hg . S |AD|- hc

S =— ja =
ABD 2 )] ACD 2

Jarelikult hp = h¢c, mida oligi tarvis.

; -
" he

Teise voimaliku lahenduse annab tilesanne 35.6.

Tombame valitud punktist P koéigile kolmnurkadele korgused. Kuna antud hulk-
nurk on korrapérane, on koikide kolmnurkade alused vordse pikkusega. Jarelikult
piisab toestada, et valgetele kolmnurkadele tommatud korguste pikkuste summa
on vordne mustadele kolmnurkadele tommatud korguste pikkuste summaga.

Kui n =2 (st antud on ruut), on see vdide ilmne, sest vastavate korguste pik-
kuste summa vordub molemal juhul ruudu kiiljepikkusega.

Kui n = 3, pikendame mustade kolmnurkade aluseid kuni 16ikumiseni nii, et
tekib korrapdrane n-nurk A; A,... A;,.

Ay
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Paneme tdhele, et mustade kolmnurkade kérgused PH;, PHs, ..., PH, on iihtlasi
kolmnurkade PA; Ay, PA2As,...,PA, Ay korgused. Teisest kiiljest aga on kolm-
nurkade PA; A;, PAy As,...,PA,A; pindalade summa vordne korrapdrase hulk-
nurga A; A, ... A, pindalaga, st

A As|-|PH| |AsAs|-|PH AL PH
Stinoty = 2 2|2| 1, 4 3|2| 2|+...+W_

a
= §(|PH1| +|PHy|+...+|PHyl),

kus a on hulknurga A; A, ... A, kiiljepikkus. Jarelikult

28
\PHy |+ |PHy| + ...+ |PH,| = —2A142-An

Niiiid on aga lihtne mdista, et valgete kolmnurkade aluseid pikendades saame
tdpselt sama suure korrapirase n-nurga, mistottu ka vastavate korguste summa
avaldub sama moodi.
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