Definitsioon 24.1 Reaalarvu r nimetame ratsionaalarvuks, kui leiduvad tdisarv a
: fnon - a N 0.1 . 8 Tt .
ja positiivne tdisarv b nii, et r = —. Kui niisuguseid tdisarve a ja b ei leidu, nime-

tame arvu r irratsionaalarvuks. Koigi ratsionaalarvude hulka tdhistame Q ja koigi
irratsionaalarvude hulka R\ Q =1.

Klassikaline vote tdestamaks, et mingi reaalarv ei saa olla ratsionaalne, on kasutada
vastuvditelist arutelu, saades vastolu eeldusega, et leidub definitsioonis 24.1 noutud
esitus tdisarvude jagatisena.

Harjutus 24.1 Tdesta, et V/2 on irratsionaalarv.

Toestus. Oletame vastuvditeliselt, et v/2 on ratsionaalarv. Vaatleme v/2 positiivset vair-
tust; siis voime definitsioonis 24.1 eeldada, et leiduvad positiivsed tdisarvud a ja b nii,

.. b
et V2= %. Olgu d = SUT(a, b) ning m = g jan= i Jarelikult v2 = %, kus m ja non
positiivsed iihistegurita tdisarvud. Tostame viimase vorduse molemad pooled ruutu:

m2
2=

n2’

2n* =m?.
Viimase vorduse vasak pool on paaris, jarelikult peab paarisarv olema ka m. Sel juhul aga
jagub saadud vorduse parem pool m? lausa 4-ga, seega peab ka 12 olema paarisarv. Saime

vastuolu tingimusega, et m ja n on {ihistegurita, mistGttu peab v/2 olema irratsionaalarv.
O

Harjutuse 24.1 viite saab tildistada koigile mittenegatiivsetele tdisarvudele.

Teoreem 24.1 Kui mittenegatiivne tdisarv n pole tdisruut, siis on v/ n irratsionaalne.
Teisisonu, mittenegatiivse tdisarvu n korral on v/n kas tdisarv voi irratsionaalarv.

Harjutus 24.2 Toesta teoreem 24.1.
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Ratsionaal- ja irratsionaalarvude iile arutledes on kasulik meeles pidada, et ratsio-
naalarvude hulk Q on kinnine aritmeetika nelja pohitehte suhtes, st

Kahe ratsionaalarvu summa, vahe, korrutis ja jagatis (kui jagaja ei ole 0) on samuti
ratsionaalarv.

Irratsionaalarvude puhul sarnast iildist reeglit anda ei saa — kahe irratsionaalarvu
summa, vahe, korrutis ja jagatis voivad olla nii ratsionaalsed kui irratsionaalsed.

Kiill aga voib viita, et ratsionaalarvu ja irratsionaalarvu summa, vahe, korrutis ja
jagatis peavad olema irratsionaalsed. Nditeks kui a € Q, b €l ja a+ b = ¢, siis peab
c €1, sest kui kehtiks c € Q, siis peaks b = ¢ — a olema samuti ratsionaalarv; vastuolu.
Samasugune arutelu kehtib ka teiste pohitehete puhul.

Ulesanne 24.1 (Piirkonnavoor 2020, 10. klass) Kas leidub positiivne tdisarv n, mille
korral i+ V21 + V4n on ratsionaalarv?

Lahendus. Vastus: ei.
Oletame, et v/71+V2n+v4n = v/n(3+Vv2) on méne positiivse tiisarvu n korral
ratsionaalarv. Siis peavad leiduma positiivsed tdisarvud a ja b nii, et

\/ﬁ(3+\/§):%.

Selle vorduse molemaid pooli ruutu tostes ja teisendades saame

2

a
n(9+6\/§+2):ﬁ
2
a
11+6V2=——
v2 b’n
1 ( a®
=—-|—-11].
v2 6 (bzn )

Viimase vorduse vasak pool on irratsionaalarv, parem pool aga ratsionaalne, sest
ta on saadud ratsionaalarvudest aritmeetika pohitehteid rakendades. See vastuolu
nditab, et tilesandes noutud tdisarve n eileidu.

Ulesanded

Ulesanne 24.2 (Piirkonnavoor 2011, 10. klass) Olgu x ja y sellised erinevad positiivsed
reaalarvud, et x — \/xy ja y — y/xy on ratsionaalarvud. Tdesta, et ka x ja y on ratsio-
naalarvud.

Ulesanne 24.3 (Piirkonnavoor 2002, 10. klass) Kas leidub tdisnurkne kolmnurk, mille
kiilgede pikkusteks on:

a) uks tdisarv ja kaks ratsionaalarvu, mis ei ole tdisarvud,;

b) kaks tdisarvu ja iiks ratsionaalarv, mis ei ole tdisarv;

c) tiks ratsionaalarv ja kaks irratsionaalarvu;

d) kaks ratsionaalarvu ja iiks irratsionaalarv?
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Iga alapunkti kohta too nédide voi pohjenda, miks niisugust kolmnurka ei leidu.

Ulesanne 24.4 (Loppvoor 2009, 10. klass) Olgu kolmnurga nurkade suurused x, y, z
kraadi.

Xy z
a) Toesta, etkui —, X, — on koik ratsionaalarvud, siis x, y, z on kdik ratsionaalarvud.
Yy z x
- : Xy z . .. . . .
b) Toesta, et kui arvudest —, =, — tdpselt iiks on ratsionaalary, siis x, y, z on koik
Yy z X

irratsionaalarvud.

Ulesanne 24.5 (Piirkonnavoor 2013, 11. klass) Leia koik sellised tdisarvud 7, mille

korral Vi +2013 — /1 on tiisarv.

Ulesanne 24.6 (Piirkonnavoor 1994, 11. klass) Toesta, et V2 + V/n ei ole ratsionaalarv
tihegi naturaalarvu 7 korral.

Ulesanne 24.7 (Piirkonnavoor 2023, 12. klass) Positiivsed tdisarvud »n ja m on sellised,
et /n +v/m on ratsionaalarv. Toesta, et n ja m on tdisarvude ruudud.

Ulesanne 24.8 (Loppvoor 1998, 11. klass) Reaalarvu a poordarv on vordne arvu a ja
selle tdisosa [a] vahega. TOesta, et a ei ole ratsionaalarv.

Medirkus: arvu x tdisosaks [x] nimetatakse suurimat tdisarvu, mis ei iileta arvu x:
nditeks [2,7] =2, [-2,7] = 3.

Ulesanne 24.9 (Loppvoor 2009, 11. klass) Nimetame koordinaattasandi punkti ratsio-
naalseks, kui tema molemad koordinaadid on ratsionaalarvud, ning irratsionaalseks,
kui tema molemad koordinaadid on irratsionaalarvud.

a) Kas tasandi iga punkt asub mingi kahe ratsionaalse punkti poolt miiratud
sirgel?

b) Kas tasandi iga punkt asub mingi kahe irratsionaalse punkti poolt médratud
sirgel?

Ulesanne 24.10 (Piirkonnavoor 1997, 12. klass) Olgu m ja n tihest suuremad tihistegu-
rita tdisarvud. Toesta, et arv log, m ei ole esitatav kahe tdisarvu suhtena.

Ulesanne 24.11 (Talvine lahtine voistlus 2007, vanem riihm) Olgu x ja y suvalised
reaalarvud.

a) Kas sellest, et x + y ja x + y* on ratsionaalarvud, jireldub, et x ja y on ratsionaal-
arvud?

b) Kas sellest, et x + y, x + y* ja x + y° on ratsionaalarvud, jireldub, et x ja y on
ratsionaalarvud?

Ulesanne 24.12 (Talvine lahtine vdistlus 2006, vanem rithm) Vaatleme kolmnurki, mille
iga kiilje pikkuse ruut on ratsionaalarv. Kas on dige, et iga sellise kolmnurga

a) umberringjoone raadiuse ruut on ratsionaalarv;
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b) siseringjoone raadiuse ruut on ratsionaalarv?

Ulesanne 24.13 (Loppvoor 1994, 12. klass) Milline vdhim arv punkte tuleb tasandil
madrgistada, et tasandi mistahes punkti kaugus vihemalt tihest méargistatud punktist
oleks irratsionaalarv?

Lahendused

24.2 Lahenduse voti on avaldada x ja y antud suuruste x — /xy ja y — /xy kaudu
kasutades liitmist, lahutamist, korrutamist ja jagamist, st tehteid, mis sdilitavad
ratsionaalsuse.

Paneme tédhele, et (x—/xy)—(y—+/Xy) = x—y, jarelikult on x - y ratsionaalarv.
Teisest kiiljest x # y ja y > 0, mistdttu y — /xy # 0 ja seega on
- VE VEWI-VD VR

Y=VE VI WI-VER VY

2

. N . X X
ratsionaalarv. Jarelikult on ratsionaalarv ka (—?) =—.
y y
Lahendame vorrandististeemi

x+y=a
X _
y

kus a ja b on mingid ratsionaalarvud (b # 1). Teisest vorrandist saame x = by ning
a
esimesse vorrandisse asendades by — y = a, kust y = -1 Jarelikult on nii y kui

ka x = a— y ratsionaalarvud.
24.3 Vastus: a) jah, b) ei, c) jah, d) jah.

34
a) Sobib néiteks kolmnurk kiiljepikkustega =% ja 1, mis on tdisnurkne, sest

(3)2 (4)2 9+16
= +|=] = =1°.
5 5 25

b) Olgu kolmnurga kaatetid a ja b ning hiipotenuus c, st a* + b* = ¢*. Kui a on

ratsionaalarv, mis ei ole tdisarv, siis peab ta avalduma kujul a = —, kus mja n on
n

tihistegurita positiivsed tdisarvud ning n = 2. Saame
(ﬂ)z +b? =c?,
n
m? +b*n’® = c*n?.

Kui b ja ¢ on tdisarvud, jaguvad b*n? ja ¢®n® arvuga n, jarelikult peab n-ga jaguma
ka m?; vastuolu eeldusega SUT(m, n) = 1. Analoogilise vastuolu saame ka juhtudel
kui b v6i ¢ on ratsionaalarv, aga mitte tdisarv.

c) Sobib kolmnurk kiiljepikkustega v/2, v'2 ja 2, mis on tdisnurkne, sest (v'2)* +
(V2)?=2+2=4=2%

d) Sobib kolmnurk kiiljepikkustega 1,1 ja \/5, mis on tdisnurkne, sest 1% + 1% =

2= (v2)2.
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24.4 Tingimusest, et x, y ja z on ithe kolmnurga nurkade suurused kraadides, on oluline
tegelikult ainult see, et nad on positiivsed ning annavad kokku liites ratsionaalarvu
(antud juhul 180).

z
a) Kui 4 on ratsionaalarv, on seda ka — (tuletame meelde, et y # 0). Jarelikult
Z y
X z
on — + — samuti ratsionaalne. Tdhistame seda suurust r ja teisendame:
yy

x+z x+z 180—-y 180 ]
y oy oy y y o
180

Kunaka r >0, saame, et y = 1 on ratsionaalarv. Arvude x ja z ratsionaalsuse
r+

r =

toestame analoogiliselt.

X z
b) Eeldame iildisust kitsendamata, et — on ratsionaalarv ning Y ning — on
z X

irratsionaalarvud (kui see nii ei ole, saame muutujad sobivalt imber nimetada).

z x =z 180
Jérelikult on irratsionaalsed ka — ning — + — = — — 1. Kui y oleks ratsionaalaryv,

y
peaks ka viimane avaldis olema ratsionaalne; vastuolu. Jarelikult on y irratsionaal-

arv.

0 z 0 o .
Analoogiliselt saame, et Y 22 on irratsionaalarv, millest omakorda

X X X
jareldub x-i irratsionaalsus. Kui z oleks ratsionaalarv, peaks ratsionaalne olema
kax+y=180-z.
Uurime vorrandisiisteemi

xX+y=a
X
y

kus a ja b on ratsionaalarvud. Teisest vOrrandist saame x = by ning esimesse
vorrandisse asendades by —y = a, kust y = %. Kui b # 1, jarelduks siit arvu y
ratsionaalsus ja tekiks vastuolu eeldusega, et z on ratsionaalarv.

Voimalus b = 1 aga tdhendaks, et x = y, millest omakorda saame, et a = 2x

peaks olema irratsionaalne. Niisiis tekib vastuolu ka sellel juhul ja jarelikult peab
z alati irratsionaalarv olema.

24.5 Vastus: 142,862,334 ja 10067,
Kui v'n +2013 — /1 on tdisarv, peab

n+2013-n VvV +2013)% - (v/n)?
:( ) - n) =vVn+2013+vn
Vn+2013-yn Vn+2013-y/n

olema ratsionaalarv. Jdrelikult peavad ratsionaalarvud olema ka

(Vn+2013 + /) er (VR+2013—v/n) _ TR

ja
(Vn+2013++v/n) - (Vn+2013—V/n) _ e
5 =Vn.

Teoreemi 24.1 pohjal peavad n ja n + 2013 seega olema tdisruudud. Olgu siis
n = a® ja n+2013 = b® mingite mittenegatiivsete tiisarvude a ja b jaoks.
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Kuna
2013=2013+n-n=b*-a®*=b+a)(b-a),

tasub uurida arvu 2013 teguritekslahutusi. Tegurdades leiame, et 2013 =3-11-61.
Kuivord b+ a = b — a, jadvad ldbi vaadata jargmised voimalused.

® b—a=1jab+a=2013 annab b =1007 ja a = 1006.

® b—a=3jab+a=671annab b=337jaa=334.

® b—a=11jab+a=183 annab b =97ja a = 86.

® b—a=33jab+a=61annab b=47jaa=14.

Teisest kiiljest, valides a € {14,86,334,1006} kindlustame, et nii n = a® kui

n+2013 = a’ + (b+ a)(b - a) = b® on tidisruudud, mistottu vz + 2013 — v/n on
tdisarv.

24.6 Oletame, et mingi naturaalarvu n korral on V2+yvn= g ratsionaalarv. Teisendame
vordust

V2+vn=gq,
V2+vn)?=q-,
2+2V2n+n=gq*,
2\/E:q2—2—n.

Viimase vorduse parem pool on ratsionaalne, jarelikult peab seda olema ka vasak
pool. Teoreemi 24.1 pohjal teame, et 27 peab siis olema tdisruut. Jarelikult esitub
nkujul n = 2m?, kus m on mingi mittenegatiivne tiisarv. Siis teiseneb iilalsaadud
vordus kujule

am=q*-2-2m?,
2m? +4m+2=¢q?,

2(m+1)% =g,

2
Zz(mé-ll-l) '

Viimane vordus annab vastuolu, sest teoreemi 24.1 (voi harjutuse 24.1) pohjal ei
saa 2 olla ratsionaalarvu ruut.

Teine voimalus seda iilesannet lahendada on kasutada sarnast votet kui iiles-
ande 24.5 lahenduses.

Kui V2 + v/n oleks mingi naturaalarvu n korral ratsionaalarv, peaks ratsionaal-
ne olema ka

n-2 _(\/ﬁ)z—(\fz)z_(\/ﬁ—ﬁ)(\/m\&)_ﬁ_fz
V2+yn o V2+yn V2+yn - '

Sel juhul aga peaks

V2+y/n) - (Vn-v2)
=V2
2
samuti ratsionaalne olema; vastuolu.
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24.7 Voime jille kasutada sama murru nimetajast irratsionaalsuse kaotamise votet kui
tilesannetes 24.5 ja 24.6.
Kui v/7 + v/m on ratsionaalarv, peab seda olema ka

n-m__(Vn’-(/m? _ /n+ym/n-ym)
vitym o Vneymoo Vi+ym

Niisiis on ratsionaalarvud ka

(Vi VI + =)

2

= V- .

ja
(ﬁ*‘ﬁ);(\/ﬁ_\/m) = Jm

jarelikult peavad 7 ja m teoreemi 24.1 pohjal olema tdisruudud.
Teine voimalus on iilesande avaldis ruutu tosta. Olgu vn +vm = p € Q, siis

Vn+vm?®=p*,
n+2\/nm+m:p2,

M

2 _ g
vi-ym=E——,

mis on ratsionaalarv. Tahistame v/n-vm = q € Q ja asendame vm = p — v/n, mis
annab

g=vn-(p-vn) =pvn+n,
kust omakorda

vn=11
p

Kuna p > 0, esitab viimane avaldis ratsionaalarvu. Analoogiliselt tdestame, et ka
v m on ratsionaalne. Nagu eespoolgi saame kokkuvdttes, et n ja m on tdisruudud.

b
24.8 Oletame vastuvditeliselt, et a avaldub kujul a = —, kus b, c € Z ja lisaks iilesande
c
b
tingimuste pohjal b, ¢ # 0. Tdiendavalt voime eeldada, et murd p on taandatud, st

1
arvud b ja c on iihistegurita. Siis saame vordusest — = a — [a] avaldada
a

(al c b*-c
al=ada—-—=—-——-—=
a b bc

Kuna [a] on definitsiooni jérgi tdisarv, peab kehtima b>—c?: b, millest jareldub,
etc®:b.Kunab ja c on iihistegurita, saab see nii olla vaid juhul b € {1, —1}. Tapselt
sama moodi toestame, et ¢ € {1,—1}, mistottu ka a € {1, —1}. Teisest kiiljest on
lihtne veenduda, et 1 ja —1 ei rahulda iilesande tingimusi, sest 1 — [1] =0ja —1—
[-1]=-2.

24.9 Vastus: a) €i, b) jah.
a) Nditame, et tikski punkt, mille iiks koordinaat on ratsionaalne ja teine
irratsionaalne, ei saa asuda kahe ratsionaalse punkti poolt médaratud sirgel.
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24.10

24.11

Oletame vastuvditeliselt, et leidub punkt P(x, yo) (xo € @, o € [), mis asub
sirgel AB, kus A ja B on ratsionaalsed punktid. Paneme tédhele, et vektori E mo-
lemad koordinaadid peavad samuti ratsionaalsed olema. Kui punkt P asub sirgel
AB, siis on vektorid AB ja AP paralleelsed (v6i A = P, mida ei saa praegu juhtuda,
sest punkt P pole ratsionaalne). Jarelikult peab leiduma niisugune reaalarv k, et
AP = k- AB.

Paneme tihele, et vektori AP x-koordinaat on ratsionaalne ja y-koordinaat
irratsionaalne. Kui k oleks ratsionaalary, jarelduks vordusest et A_P) =k- @, et
vektori AP y-koordinaat peaks olema ratsionaalarv. Kui k oleks aga irratsionaalarv,
jarelduks samast vordusest, et vektori fﬁ; x-koordinaat peaks olema irratsionaal-
arv. Molemal juhul saime vastuolu, jarelikult ei saa valitud omadustega punkti P
eksisteerida.

b) Olgu antud tasandi suvaline punkt P(xy, yo). Vaatame ldbi neli voimalikku
juhtu.

® xp €@,y € Q. Sel juhul asub punkt P niiteks sirgel, mille madravad irratsio-
naalsed punktid (xo — V2, Yo — V2) ja (xo + V2, Yo+ V2).

® xp€ @,y €l Sel juhul asub punkt P néiteks sirgel, mille maddravad irratsio-
naalsed punktid (xy — V2, Vo) ja (xo + V2, Yo)-

® xp€l,y0 € Q. Sel juhul asub punkt P néiteks sirgel, mille maédravad irratsio-
naalsed punktid (xo, Yo — V2) ja (xo, Yo + V2).

® xp €,y €l. Sel juhul asub punkt P igal sirgel PQ, kus Q on suvaline P-st
erinev irratsionaalne punkt.

a
Oletame, et log, m = o’ kus a,b € Z. Kuna m,n > 1, vdoime eeldada, et a ja b on
positiivsed. Tesiendame vordust
a
log, m = 3’
a
nb = m,
n*=mb.

Viimane vordus aga ei saa kehtida, kui m ja n on iihistegurita.

Vastus: a) €i, b) jah.

a) Konstruktsiooni idee on otsida y véddrtust kujul y = a + Vb, kus a ja b on
mingid ratsionaalarvud. Sel juhul y* = a® + 2av'b + b. Kui niiiid valida a nii, et
2a =1, jadb nii y kui y? irratsionaalseks osaks v'b, mille saab valikuga x = Vb
summadest x + y ja x + y* vilja koondada.

1
Kokkuvdttes voime valida niiteks x = —v2 ja y = > + /2, mis on mélemad

1
irratsionaalarvud. Samas x+ y = > ja

1 2 1 1
x+y2:—\/§+(5+\/§) :_\/5+4_1+\/§+2:21

on ratsionaalarvud.

b) Olgu x+y = p, x+ y* = g ja x+ y°> = r mingid ratsionaalarvud. Teisest
vordusest esimest lahutades saame y(y — 1) = g — p ning kolmandast vordusest
teist lahutades saame y*(y—1) =1 —q.
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Kui p = g, siis y = y?, millest jareldub, et y on ratsionaalarv 0 voi 1. Jarelikult
peab sel juhul ratsionaalne olemaka x=p —y.
Kui p # g, saame leida jagatise

r-q _y\y-1 -y
qa-p yy-1

Niisiis on y ka sel juhul ratsionaalarv, millest omakorda jareldub jélle arvu x = p—y
ratsionaalsus.

24.12 Vastus: a) jah, b) ei.
a) Olgu kolmnurga kiilgede pikkused a, b ja c, Nditame, et selle kolmnurga
{imberringjoone raadiuse R ruudu saab avaldada suuruste a2, b* ja ¢* kaudu
kasutades tehteid, mis sdilitavad ratsionaalarvulisuse. Selleks on mitu voimalust.

Koigepealt voime kasutada trigonomeetriat. Olgu kiilje a vastas nurk suuruse-

aZ

= 2R, millest omakorda R® =

ga a. Siis teame siinusteoreemist, et
2

i ) s 4sina
Nditame, et suuruse sin“ a saab avaldada a“, b” ja ¢“ kaudu.
Koosinusteoreem annab a® = b® + ¢® — 2bccos a, kust saame

a?—b? - c?
cosg =——
2bc
) (az_bZ_CZ)Z
oS =T
212 22
. (a”—b"—c?)
smza:l—coszazl——,

4b?c?
millest jareldubki vajalik vdide.
b
Teine voimalus on kasutada kolmnurga pindala valemit S = %, millest

a?b?c?

1652 b
+b+
§= \/P(P —a)(p-b)(p-c) kusp= %. Jarelikult

saame avaldada R? = . Heroni valemist (vaata teoreemi 39.3) teame, et

at+b+c —-a+b+c a-b+c a+b—c_
2 2 2 2
=(a+b+c)(—a+b+c)la-b+c)a+b-c)=

=(@®-(b+0)H)@®-(b-0H=
=(a®-b*>—c*>-2bc)(a®-b*> - c*+2bc) =

= (a® - b* - c*)? - 4b*c?.

16S%> = 16-

Kokkuvottes
a*b*c?
(@ - b%— )2 —4b?c?
b) Proovime hakatuseks monda lihtsat kolmnuka, néditeks vordkiilgset kiilje-
pikkusega 1. Koikide tema kiilgede pikkuste ruudud on siis samuti vordsed 1-ga.

Selle kolmnurga siseringjoone raadiuse voime avaldada néditeks pindala kaudu va-

. a+b+c . . 3 i
lemist S = pr,kus p = T; antud juhul siis p = 3 Kolmnurga pindala saame

R*=
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Peatiikk 24. Ratsionaalarvud ja irratsionaalarvud

24.13

V3

1
arvutada kahe kiilje ja nendevahelise nurga siinuse abil: S = 3 1-1-sin60° = o

S 3 2 3 3
mistottu r = — = % '3 = % Kuna r? = % on ratsionaalarv, siis vaadeldav
kolmnurk ei sobi.
Proovime jargmiseks vordhaarset tdisnurkset kolmnurka haara pikkusega 1.

Siis tema hiipotenuusi pikkus on Pythagorase teoreemi pohjal V12 +12 = v/2,
V2

1 1
pooliimbermadt p = japindala S = 3 1-1-sin90° = > Niitid saame

S 3 1 2-V2  2-\2
P2 24V2 @+V22-v2) 2

r =

kust omakorda
, -V2)? 4-4V2+2 3-2V2
TS T 4 2
mis on irratsionaalne. Jarelikult sobib b)-osa konstruktsiooniks kolmnurk kiilje-
pikkustega 1,1 ja V2, kuivord tema koigi kiilgede pikkuste ruudud on muuhulgas
ratsionaalarvud.

Vastus: 3.

Lihtne on ndha, et kahest punktist ei piisa. Olgu O ja O, tasandi kaks suvalist
erinevat punkti vahekaugusega d. Valime mingi ratsionaalarvu r > d ja joonesta-
me kaks ringjoont keskpunktidega vastavalt O; ja O, ning vordsete raadiustega r.
Nende ringjoonte 16ikepunkt (mis kindlasti eksisteerib) on nii punktist O; kui ka
punktist O, ratsionaalarvulisel kaugusel r.

Lahenduse lopuleviimiseks piisab leida tasandil kolm punkti nii, et selle tasan-
di suvalise punkti kaugus vihemalt iihest neist oleks irratsionaalne. Viime tasandil
sisse koordinaatteljed ning tuletame meelde, et punktide koordinaatidega (x;; y1)
ja (x2; y») omavaheline kaugus avaldub valemiga

\/(x1 —X2)% + (y1— ¥2)2.

Proovime leida niisuguseid punkte, et tasandi suvalise punkti P(x; y) kauguse
avaldis neist oleks voimalikult lihtne. Esimeseks punktiks saame valida A(0;0),

siis |PA| = \/ x% + y2. “Lihtsuselt” jargmine punkt voiks olla néiteks B(1;0), siis
|PB| =1/ (x—1)2+ )2
Paneme tdhele, et kui |PA| ja |PB| on ratsionaalarvud, siis on seda ka
|PAI? = x> + y2,
|PBI* = (x — 1)2+y2 =x*-2x+ 1+y2 ja
|PBI> — |PAP* = —2x+1.

Viimasest seosest jareldub aga, et x peab samuti ratsionaalne olema.
Niiiid on kolmandat punkti lihtne valida; sobib niiteks C(v/2,0). Siis saame

IPCl =1/ (x—-V2)2+y2,

IPCI? =x*-2V2x+2+)% ja
|PC|> = |PA|? = —2V2x +2.
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Kui |PC| oleks samuti ratsionaalne, peaks seda olema ka |[PC 1> —|PAJ%. Asjatoes-
tatud vorduse pohjal tdhendaks see omakorda, et x on irratsionaalne; vastuolu.
Seega peab vdhemalt iiks suurustest | PA|,| PB| ja | PC| olema irratsionaalarv.
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