Olgu antud tdisarv n = 2. Vaatleme koiki arve hulgast {1,2,..., n}, mis on arvuga
n iihistegurita. Selliste arvude hulka tdhistatakse Z}; niisiis néiteks Z: = {1,2,3,4} ja
7%, =11,3,7,9}.

Hulkadel Z;, on {iks vdga huvitav omadus. Kui votame suvalise x € Z}, korrutame
ta labi hulga 7, koigi elementidega (sealhulgas iseendaga!) ja leiame korrutiste jaagid
jagamisel n-ga, saame uuesti kitte koik hulga Z;, elemendid, igatihe iihe korra.

Niiteks valides 7 € Z}, leiame

7-1=7 mod 10,
7-3=1mod 10,
7-7=9 mod 10,
7-9=3 mod 10.

Harjutus 24.1 Vali veel moni tdisarv n = 2 ja x € Z;, ning kontrolli iilaltoodud omaduse
kehtivust.

Toestame, et see omadus kehtib ka iildiselt. Olgu meil siis antud tdisarv n = 2 ja
hulgas Z;, mingi fikseeritud element x.

Valime samast hulgast veel iihe elemendi y (voib olla y = x) ning kontrollime koi-
gepealt, et x- y mod n € Z;,. Kuna x, y € Z;,, siis on nad molemad n-iga iihistegurita.
Jarelikult on n-iga tihistegurita ka arv x- y. Arvu x - y mod n definitsiooni jargi kehtib
vordus

x-ymodn=x-y—t-n

mingi tdisarvu ¢ korral. Kui arvul x- y mod n oleks n-iga iihine tegur d, peaks see tegur
jagama ka summat

x-ymodn+t-n=x-y;

vastuolu, sest x -y on n-iga thistegurita. Muuhulgas x -y / n, seega x-y mod n # 0.
Kokkuvottes olemegi ndidanud, et x- y mod n € Z,.

Nditame niitid, et kui y; # y», siiska x- y; mod n # x - y» mod n. Oletame vastuvdi-
teliselt, et x- y; = x- y» mod n. Jarelikult x- (y; — y») =0 mod n ehk x- (y; — y2) : n. Kuna
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x on n-iga ihistegurita, jareldub siit y; = y» mod n. Kuna aga y; ja y» on molemad
hulgast Z},, saame y; = y»; vastuolu.

Niisiis on koik korrutised x - y; mod n (kus y; votab koik vdidrtused hulgast Z;,)
erinevad. Kuna Z;, on 16plik hulk, on koik tema elemendid muuhulgas saavutatavad
kujul x- y; mod n.

Olgu Z,, = {y1, ¥2,..., yk}. Siis oleme ndidanud, et suvalise fikseeritud x € Z;, korral
kehtib

{x-y1 mod n,x-y, mod n,...,x-yr mod n} = {y1,y2,..., Yk} -

Tuletame meelde, et elementide jarjestus pole hulga puhul oluline. Teisest kiiljest ei
soltu ka korrutise vadrtus tegurite jarjekorrast, niisiis saame tuletada jairgmised seosed:

X Y1 X Yo et X Y =Y1-Y2+...- Yr mod n,
xk'J’1'J’2'---'J’kEJ’l'J’z'---'J/k mod 7,
(xk—l)-yl-yz-...-ykEOmod n,

jarelikult (xk-1)- Y1-Y2-...- Vi i n.Kunaarvud yy, y»,..., yx on koik n-iga tihistegurita,
peab jarelikult kehtima ka seos x¥~1:nehkx*=1mod n, kus k on hulga Z}, elementide
arv.

Kuna arvul |Z}| on arvuteoorias tihtis roll, on selle jaoks kasutusele voetud eraldi
tihis ¢(n). Funktsiooni ¢ tuntakse ka Euleri funktsiooni* nime all.

Kokkuvotteks oleme toestanud jairgmise teoreemi.

Teoreem 24.1 (Euleri teoreem) Olgu antud tdisarv n = 2 ja temaga tihistegurita arv x.
Siis kehtib seos
x?" =1 mod n.

= Niide 24.1 Eelpool nédgime, et ¢(10) = 4. Kontrollime Euleri teoreemi kehtivust hulga
Z7, koigi elementide jaoks:

1*=1=1mod 10,

3% =81=1mod 10,
7% =2401 =1 mod 10,
9% =6561 = 1 mod 10.

Ulesanne 24.1 (Loppvoor 2000, 11. klass) Leia koik algarvud, mille kuues aste ei anna
504-ga jagades jaagiks 1.

Lahendus. Vastus: 2,3ja7.

Avaldades arvu 504 algtegurite korrutisena leiame, et 504 = 7 x 8 x 9. See ti-
hendab, et arvude 2, 3 ja 7 kuuenda astme jadk jagamisel 504-ga peab samuti
jaguma vastavalt 2-e, 3-e ja 7-ga. Niisiis ei saa see jddk neil juhtudel olla 1.

Koigi teiste algarvude p puhul saame kasutada Euleri teoreemi. Paneme tdhele,
et Z5 ={1,2,3,4,5,6} ja Zg = {1,2,4,5,7,8}, jérelikult ¢(7) = 6 ja ¢(9) = 6. Kuna

11 eonhard Euler oli 18. sajandi Sveitsi matemaatik, fiilisik, astronoom ja insener, kes on pannud aluse
paljudele tinapdevase matemaatika harudele.
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p € {2,3,7}, saame Euleri teoreemi pohjal

p®=1mod 7ja
p®=1mod9

ehk pG -1:7ja pG —1:9.Aga n=_8jaoks Z:; = {1,3,5,7}, millest jareldub ¢(8) =4
ja eelpooltooduga analoogiliselt saame, et p* —1: 8. See pole piris see, mis vaja,
sest vaja oleks p® — 1:8. Mida teha?

Siinkohal tuleb appi vana ja lihtne tulemus, mille jargi iga paaritu arvu ruudu
jddk jagamisel 8-ga on 1. Toepoolest, tdstes paaritu arvu 2m + 1 ruutu, saame

Cm+1?=am?+4m+1=4mm+1) +1.

Kuna arvudest m ja m + 1 on iiks paaris, jagub 4m(m + 1) 8-ga, mida oligi tarvis.
Et p on paaritu algarv siis on ka tema kuup paaritu ja

p6 = (]93)2 =1mod8,
millest saamegi p® — 1 8. Kokkuvdttes jagub p® — 1 nii 7, 8 kui ka 9-ga, jarelikult
jagub ta ka nende korrutise ehk 504-ga.

Euleri teoreemi tihtsa erijuhu saame, kui n ise on algarv. Siis Z; = {1,2,...,n—1} ja
jarelikult ¢(n) = n — 1. Niisiis kehtib ka jargmine tulemus, mida nimetatakse Fermat’
viikeseks teoreemiks.?

Teoreem 24.2 Olgu p algarv ja a mingi tdisarv, mis ei jagu p-ga. Sel juhul kehtib seos

a’'=1modp.

Fermat’ vdikest teoreemi kasutatakse sageli ka veidi teises sonastuses.

Teoreem 24.3 Kui p on algary, siis suvalise tdisarvu a korral kehtib seos

a’=amod p.

Toestus. Kui a: p, siis a= 0 mod p ja a” =0 mod p, jarelikult teoreem sel juhul kehtib.
Kui a/ p, siis saame kasutada teoreemi 24.2, mille alusel a” =1 mod p. Korrutades
selle ekvivalentsi molemaid pooli a-ga, saame, et toestatav vdide kehtib ka sellel juhul.
OJ

Teoreemi 24.3 veel iihe toestuse leiab lugeja jaotisest 24.1.

Euleri teoreem ja Fermat’ vdike teoreem aitavad meil arvutada suurte arvude suur-
te astmete jadke. Me juba teame, et a” mod n arvutamiseks tohime me a asendada
jadgiga, mis tekib tema jagamisel n-ga (ja seda suvalise positiivse mooduli n korral).
Euleri teoreem {itleb meile, et kui a ja n on tihistegurita, tohime me lisaks b asendada
jddgiga, mis tekib tema jagamisel ¢(n)-iga. Toepoolest, paneme tdhele, et teoreem 24.1
lubab meil a?" asendada arvuga 1 = a®, st vihendada astendajat ¢(n) vorra. Seda
operatsiooni voime a” puhul teha mitu korda, kuni alles jéib ainult b jaik jagamisel
@(n)-iga.

Kui 7 on algary, siis Fermat’ vdikese teoreemi 24.3 alusel pole isegi vaja kontrollida,
et a ja n oleksid iihistegurita, ja astendajat tohib ¢(n) = n—1 jéargi taandada igal juhul.

2Pierre de Fermat [ferma:] oli 17. sajandi prantsuse matemaatik.
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Ulesanne 24.2 (Piirkonnavoor 1993, 10. klass) Toesta, et 101'% — 1 jagub arvuga 24.

Lahendus. 24 on kiill kordarv, aga 101 on temaga ihistegurita, niisiis saame
rakendada Euleri teoreemi. Selleks tuleb leida ¢(24). Kuna 24 = 23.3, peame
hulgast {1,2,...,24} jatma vilja koik 2-e ja 3-ga jaguvad elemendid. Saame Z3, =
{1,5,7,11,13,17,19,23}, jarelikult ¢(24) = 8 ja me tohime astendajat taandada
mooduli 8 jargi. Kuna 101 =5 mod 24 ja 100 = 4 mod 8, saame

101'%° = 5% = 625 = 1 mod 24,

millest jareldubki, et 101190 —1: 24,

Ulesanded

Ulesanne 24.3 (Talvine lahtine voistlus 2020, vanem rithm) Olgu a tdisarv. Toesta, et
a**?° +104'°1° + 1001 ei ole algarv.

Ulesanne 24.4 (Loppvoor 2019, 11. klass) Mari kirjutas tahvlile algarvu, mis on suurem
kui 10'7, aga viiksem kui 10’7 + 10. Leia Mari kirjutatud arv.

12020

Ulesanne 24.5 (Loppvoor 2021, 11. klass) Toesta, et arv 202 + 5 jagub arvuga 63.

Ulesanne 24.6 (Loppvoor 2005, 11. klass) Kas leidub selline tdisarv n > 1, et arv
2217

ei ole iihegi tdisarvu ruut?

Lahendused

24.3 Proovime leida algarvu, millega iilesande avaldis kindlasti jagub. Paneme tédhele,
et 1001 = 7-11-13. Ulesande avaldises jaguvad muutuja a astmed 10-ga; see
tdhelepanek viib Fermat’ vdikesele teoreemile moeldes ideele proovida jaguvust
11-ga.

Nditame, et iilesande avaldis jagub tdepoolest alati 11-ga. Kuna tema vadrtus
on iga tdisarvu a korral vdhemalt 1001, ei saa ta seega olla algarv.

Kui a: 11, on toestatav vdide ilmne, sest 1001 : 11. Kui aga a ei jagu 11-ga,
saame teoreemist 24.2, et ' = 1 mod 11. Jarelikult ka a***° = (@'%)?%? = 1 mod 11

jasamuti a'°1° = (a'%)!°! = 1 mod 11. Kokkuvdttes saame

a2 1104 + 1001 =1+10-1+1001=0mod 11.

24.4 Paarisnumbriga ja 5-ga l1oppevad arvud ei saa olla algarvud, seega tuleb ldbi
vaadata arvud 10" +1, 107 +3, 10" + 7ja 1017 +9.
Arv 107 + 1 rahuldab 11-ga jagumise tunnust ja on jarelikult kordarv.
Arvu 10'7+7 jaoks saame Fermat’ viikesest teoreemist 10'7 = 10 mod 17, seega
10" +7=10+7=0mod 17.
Arv 107 +9 ei rahulda 2-ga, 3-ga ega 5-ga jagumise tunnust. 7-ga jaguvust
uurides saame, et 10'7 +9 =37 + 2 mod 7. Fermat’ viikesest teoreemist teame, et
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3% =1 mod 7, jarelikult ka 3'? = 1 mod 7 ja
37+2=3"2.342=3°42=245=0mod 7.
Jarelikult saab algarv olla ainult 10'7 + 3.

Arvutiiilesanne 24.1 Kontrolli arvuti abil, et 10'” +3 on algarv. Kui paremat kohta

ei leia, siis void minna aadressile https://www.wolframalpha.com/
ja tippida kiisimuse

Is 10~17+3 a prime number?

24.5 Me peame niitama, et 20212°?° + 5 jagub 7-ga ja 9-ga. Kuna 2021 = 5 mod 7,

2020 = 4 mod 6, 2021 = 5 mod 9 ja 2020 = 4 mod 8, siis saame Fermat’ vdikese
teoreemi abil
202129% + 5 =5+ 5=630=0 mod 7
ja
20217 +5=5%+5=630=0mod 9,
mida oligi tarvis.

Seda iilesannet saab lahendada ka Euleri teoreemiga. Teoreemi 24.1 téhistes
vbime votta x = 2021 ja n = 63; kuna 2021 = 43 -47 ja 63 = 3°- 7, siis on x ja n
tihistegurita. Teoreemi rakendamiseks on vaja leida ¢(63), st 63-ga iihistegurita
arvude arv hulgas {1,2,...,63}.

Selleks voime kasutada otsest loendamist. Algtegurit 3 omab hulgas {1,2,...,63}

1 1
tapselt 3 osa ehk 21 arvu, algtegurit 7 aga Z osa ehk 9 arvu. Lisaks tuleb arvestada,

et nii 3-e kui 7-ga jagub vaadeldavast hulgast 3 arvu, niisiis saame kokkuvottes
@(63) =63-21-9+3=36.

Niisiis voime jadgiga 63 astendades taandada astendatava modulo 63, asten-
daja aga modulo 36. Kuna 2021 =5 mod 63 ja 2020 = 4 mod 36, saamegi vajaliku

20212920 4 5=5%+5=630=0 mod 63.

Euleri ¢-funktsiooni arvutamiseks saab anda ka tildise valemi, vt jaotist 24.2.
24.6 Vastus: jah.

Tegemist on teise voimaliku lahendusega iilesandele 18.20. Nditame, et 22'-1_
7 =227 _7jagub arvuga 11, aga mitte arvuga 121.
Fermat’ vdikese teoreemi pohjal teame, et 219 =1 mod 11, seega

2127 _7=(21912.927 _7=112.128-7=121=0mod 11.

Mooduli 121 jdrgi saame kasutada Euleri teoreemi. Hulgas {1,2,...,121} on arvuga
11 iihistegurita tépselt 121 — 11 = 110 elementi, seega Euleri teoreemi pohjal
2119 = 1 mod 121. Niiiid voime lihtsustada

2127 _7=210.517 _7=1.217" _7mod 121.
Kuna 2’ = 128 = 7 mod 121, saame edasi
27 _7=02"2.22-7=72.23-7=49-8-7=385=22 mod 121.

7
Kokkuvottes jagub 22 ~! — 7 = 2127 — 7 arvuga 11, aga mitte arvuga 121, niisiis
ei saa ta olla tdisruut.

https://varamu. eu Versioon: 29.09.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://www.wolframalpha.com/
https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

24.1

280 Peatiikk 24. Euleri teoreem ja Fermat’ viike teoreem

Fermat’ vaikese teoreemi kombinatoorne toestus

Selles jaotises anname Fermat’ viikesele teoreemile (vt teoreem 24.3) veel iihe ilusa
ja opetliku toestuse.

Teoreem 24.4 Kui p on algary, siis suvalise tdisarvu a korral kehtib seos

a’=amod p.

Toestus. Paneme tdhele, et vdites veendumiseks piisab a kohal vaadelda ainult koiki
algarvuga p jagamisel tekkivaid (mittenegatiivseid!) jadke 0,1,2,..., p — 1. Lisaks on
teoreemi vdide a = 0 ja a = 1 puhul triviaalselt tdene, niisiis voime vaadelda ainult juhtu
az=?2.

Anname Fermat’ vdikesele teoreemile toestuse kaelakeede loendamise abil. Olgu
meil a erinevat varvi helmeid, millest moodustame kette pikkusega p. Erinevaid voi-
malikke ketimustreid on siis kokku a”. Joonisel 24.1 on néitena toodud koikvoimalikud
5-liililised ketid, mida saab moodustada kahte varvi helmestest (st a =2 ja p =5).

o0 0 00
oo o0 o
o000 o
o0 0o 00
o0 0 0o
0o 0o 0o °
o000 0
o000 °
o000 °
o0 0o 0 ©°
o000 0

*—0 0 00
o—0o 0o 0 °
o—0o 0o 0o °
o—0 0o 00
o—0o 0o 0 °
o000 o
o—0 000
o000 O
o—0o 0o 0 °
o0 0o 0 o
o—0o 0 0 o

Joonis 24.1

*—0 000
o—0o 0o 0 o
o—0o 0o 0 °
*—0 000
o—0o 0 0 °
o—0o 0o 0o °
o—0 0 00
o—0o 0 0 °
o—0o 0o 0 o
o—0o 0o 0 °

Paneme tidhele, et tipselt a nendest kettidest koosnevad ainult iihevirvilistest hel-
mestest. Seega a” — a ketis on vihemalt kahte varvi helmeid. Teoreem on toestatud, kui
me niitame, et @’ —a ' p. Selleks jagame koik mitmevirvilised ketid p kaupa gruppidesse
nii, et iga kett kuulub tépselt iihte gruppi ja iihtegi ketti ei jaa tile.

Teeme koigist kettidest kaelakeed, iihendades omavahel nende vabad otsad. Nditeks
ketist

o0 0o 0 °

saab kee
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Uhte ja samasse gruppi votame ketid, milledest tehtud keesid saab muuta sama-
sugusteks pooramise abil (aga keed peegeldada st imber keerata ei tohi!). Meie ndite
puhul kuuluvad iihte gruppi néiteks joonisel 24.2 kujutatud ketid ja neile vastavad keed.

oo 0o 0o

o0 0o 00

o009 r

oo oo )
Joonis 24.2

On selge, et igas grupis on vihemalt 1 ja tilimalt p ketti. Meie eesmérk on tdestada,
et iga grupis on tédpselt p ketti.

Oletame vastuvditeliselt, et leidub grupp, milles on vihem kui p ketti. See tdhendab,
et mingile selle grupi ketile vastavat keed podrates jouame me algsega vorreldes samasse
seisu tagasi vdhem kui p péordega. Olgu g vihim pdorete arv, mis tuleb teha, et see kee
algsega vorreldes samasugusesse seisu tagasi jouaks. Siis kehtib p > g. Kuna kees on
viahemalt kahte varvi helmeid, siis peab kehtima ka vorratus g = 2.

Poorame niitid keed jérjest k korda g positsiooni kaupa kuni hetkeni, mil oleme
teinud vihemalt tdispo6rde. Kuna iga pdore g positsiooni kaupa jatab kee seisu samaks,
on meil ka 16puks algsega sama seis. Et p on algarv, ei saa kehtida vordus k- g = p.
Jarelikult peame me olema keed p66ranud rohkem kui tdispdodrde vorra, st k- g > p.

Olgu r = p — k- q nende positsioonide arv, mille vorra me oleme tdispooret tile-
tanud. Uhest kiiljest on selge, et r < g, sest enne viimast péoret g positsiooni vorra
polnud tédispoore veel tiis. Teisest kiiljest aga annaks pdore algseisust r positsiooni vorra
meile algsega sama seisu. See aga on vastuolu g valikuga, sest g oli vihim niisuguste
omadustega positiivne arv. O
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Euleri ¢-funktsiooni arvutamine

Siinses jaotises tuletame iildise valemi Euleri ¢-funktsiooni arvutamiseks. Selleks
sonastame ja tdestame kaks teoreemi.

Teoreem 24.5 Kui p on algarv ja k positiivne tdisarv, siis

(p(pk) — pk_ pk—l .

Téestus. Hulgas {1,2,..., pk} on pk arvu. Nende seast jagub p-ga iga p-s arv, niisiis
on vaadeldavad hulgas p-ga jaguvaid elemente kokku — - pk = pk_1 tiikki. Kuna p on

algarv, on p-ga tihistegurita parajasti koik need arvud, mis temaga ei jagu. Jarelikult

Teoreem 24.6 Kui m ja n on tihistegurita positiivsed tdisarvud, siis

p(m-n)=p(m)-pn).

Téestus. Definitsiooni jargi on ¢(m - n) selliste arvude arv hulgas {1,2,...,m - n}, mis
on tihistegurita arvuga m - n. Paneme téhele, et SUT(a, m - n) = 1 parajasti siis, kui
SUT(a,m)=1jaSUT(a,n) =1.

Kirjutame koik arvud 1,2,...,m - n jirjest veergude kaupa tabelisse mootmetega
mx n:

1 m+1 2m+1 3m+1 ... (n—-1)m+1
2 m+2 2m+2 3m+2 ... mn—-1)m+2
k m+k 2m+k 3m+k ... n-1)m+k
m 2m 3m 4dm nm

Vaatleme rida jirjekorranumbriga k. On kaks voimalust: kas SUT(k,m) = d > 1 voi
SUT(k,m) = 1.

Esimesel juhul jagab d koiki k. rea elemente (sest nad on kujul ¢ - m + k). Niisiis pole
tikski neist tihistegurita arvuga m ega jarelikult ka arvuga m - n.

Teisel juhul SUT(k, m) = 1 on koik k. rea elemendid iihistegurita arvuga m. Toepoo-
lest, kui arvudel ¢ - m + k ka m leiduks tihine tegur e > 1, peaks see tegur jagama ka arvu
(¢-m+k)—¢-m= k; vastuolu.

Jaab iile leida, mitu arvu tabeli k. reas on {ihistegutita arvuga n.

Vdidame, et vaadeldava k. rea n arvu annavad rn-ga jagades kdikvoimalikud erinevad
jddgid. Kuna voimalikke jadke ongi kokku n tiikki, piisab toestada, et k. rea arvude jadgid
jagamisel n-ga on erinevad. Oletame vastuvditeliselt, et leiduvad ¢, # ¢, €1{0,1,...,n—-1}
nii, et

li-m+k=¥¢,-m+kmodn,

(b1 - m+k)—lr-m+k)in,
(81—62)-m5n.

Kuna m ja n on eelduse jargi iihistegurita, jareldub siit ¢, — ¢ : n; vastuolu eeldustega
(1,226{0,1,...,n—1}ja€1 ?5[2
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Jadb veel tdhele panna, et arvud 7 ja a on iihistegurita parajasti siis, kui tihistegurita
on n ja a mod n (sest a mod n saab esitada kujul a — ¢ - m mingi tdisarvu ¢ korral).
Niisiis on vaadeldavas k. reas n-ga tihistegurita arve tdpselt ¢(n) tiikki. Kuna ridu, mille
jaoks SUT(k, m) = 1, on omakorda tépselt ¢(m) tiikki, olemegi nididanud, et arvude
{1,2,...,m-n} seas on ¢(m) - (n) arvu, mis on thistegurita arvuga m- n.

O

= Nidide 24.2 m =4 ja n = 15 korral néeb teoreemi 24.6 tabel vélja jairgmine (punasega

on madrgitud arvud, mis on iihistegurita arvuga 4 - 15 = 60):

9 13
10 14
11 15
12 16

B~ w N
[c<IENENe)RNS) |

17
18
19
20

21
22
23
24

25
26
27
28

29
30
31
32

33
34
35
36

37
38
39
40

41
42
43
44

45
46
47
48

49
50
51
52

53
54
95
56

57
58
59
60

Teoreemid 24.5 ja 24.6 voimaldavad Euleri ¢-funktsiooni arvutada argumendi ka-
noonilise esituse kaudu. Nii nditeks saame tilesandes 24.5 leida

P63) =3 =) 3% =7 -7%-3°-31)=6-6=36.

Uldisemalt saame induktsiooniga erinevate algtegurite arvu s jirgi toestada jargmise

reegli:
Kui arv n on antud oma kanoonilise esitusega n = p{’ - p;*-... pg*, siis
o) = (PP -pi - -peh- L (pE - pdTh.
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25
26
27
28

28.1
28.2

29
30
31

31.1

32

32.1
32.2

33

33.1
33.2

34
35
36
37

37.1
37.2

38
39

Uurime pindalasid! 287
Sarnased kolmnurgad 297
Kesk- ja piirdenurk. Thalese teoreem 313
Neli punkti iihel ringjoonel 325
Kodlnelinurga tarvilikud ja piisavad tingimused ... ............ 325
Korguste I6ikepunktiomadus . ........ ... ... .. ... ..., 338
Kolm punkti iihel sirgel 345
Puutuja ja koolu teoreem 355
Punkti potents ringjoone suhtes 363
Radikaaltelg ja radikaalkese . . .. ....... ... ... .. ... ... 373

Korgus, mediaan ja nurgapoolitaja vordhaarses

kolmnurgas 379
Vordhaarse kolmnurga teoreem . ......... ... . L ... 379
Vérdhaarse kolmnurga teoreemi poordteoreem . .............. 385
Nurgapoolitaja omadused 393
Nurgapoolitaja (esimene) omadus ......................... 393
Nurgapoolitaja teineomadus . .. .......................... 400
Homoteetia 405
Tasandi poorded 417
Kombinatoorne geomeetria 423
Geomeetrilised vorratused 431
Kolmnurgavorratus . ......... ...ttt 431
Mitmesuguseid gemomeetrilisi vorratusi . ................... 436
Meetrilised seosed kolmnurgas 453
Apolloniose ringjoon 467
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