Téisarvude suurima iihisteguri ja vihima tihiskordsega toimetamiseks on sageli
kasulik vaadelda nende tdisarvude kanoonilisi esitusi.

Teoreem 23.1 Vaatleme positiivseid tdisarve m ja n ning olgu py, p», ..., ps koik algar-
vud, mis esinevad neist vihemalt {ihe algteguriteks lahutuses. Olgu

a . a as by b b
m=py'py’...ps° ja n=pypyt...ps

arvude m ja n kanoonilised esitused (kus méned astendajatest a; ja b; voivad olla
nullid). Siis

SUT(m,n) = py'py*...ps° ja VUK(m, n):pflpgz...pfs,

kus ¢; = min(a;, b;) ja d; = max(a;, b;) (i =1,2,...,5).

Toestus. Arvude m ja n suvaline tihine tegur ¢ saab kanoonilises esituses nullist suu-
remal astmel omada ainult neid algarve, mis esinevad nii m-i kui n-i algteguriteks
lahutuses. Seega peab ta avalduma kujul ¢ = pfl pgz...pfs, kus k; =0 (i =1,2,...,s).
Teisest kiiljest, kuna m: t ja n: t, peavad kehtima ka vorratused k; < a; ja k; < b; (i =
1,2,...,s).Jarelikult peavad kehtima ka vorratused k; < min(a;, b;) (i = 1,2,..., ). Suuri-
ma iihisteguri saame, kui koigis neis vorratustes kehivad vordused, st k; = min(a;, b;)
(i=12,...,9).

Arvude m ja n suvaline tihine kordne u v6ib peale algtegurite py, p2, ..., ps omada
veel tegureid. Olgu siis

N W

0 ¢ ¢
u=w-p;'p,’...ps’

kus w ei sisalda tihtki teguritest py, ps,...,ps. Kuna u : m ja u : n, peavad kehtima
vorratused ¢; = a; ja ¢; = b; (i = 1,2,...,s). Jarelikult peavad kehtima ka vorratused
¢; =zmax(a;, b;) (i =1,2,...,s). Vdhima {ihise kordse saame, kui w = 1 ja kdigis viimastes
vorratustes kehivad vordused, st ¢; = max(a;, b;) (i =1,2,..., ). O

= Niide 23.1 Arvude m = 882 = 2327 ja n = 49000 = 23537% suurim iihistegur on
21395972 = 98 ning vihim iihiskordne 233%537% = 441000. .
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Paljusid suurima iihisteguri ja vdhima tihiskordse kohta kdivaid véiteid saab toestada
véaga lihtsal ja loomulikul moel, vaadeldes iga kanoonilises esituses esineva algarvu
astmeid eraldi.

Teoreem 23.2 Iga positiivse tdisarvu m ja n korral kehtib vordus

SUT(m,n)-VUK(m,n) = m-n.

Toestus. Vaatleme suvalist algarvu p, mis esineb vdhemalt iihe antud arvu kanoonilises
esituses. Olgu tema astendaja arvude m ja n kanoonilises esituses vastavalt a ja b.
Teoreemi 23.1 pohjal teame, et p astendaja arvus SUT(m, n) on min(a, b) ja astendaja
arvus VUK (m, n) on max(a, b). On selge, et

min(a, b) + max(a,b) = a+ b,

jérelikult on p aste nii arvus SUT (m, n) - VUK(m, n) kui ka arvus m- n tipselt a + b. Kuna
see arutelu kehtib suvalise algteguri p korral, oleme toestanud teoreemi vorduse.  [J

Ulesanne 23.1 (Stigisene lahtine voistlus 2018, noorem rithm) Positiivsed tdisarvud n,
m ja k on sellised, et arv VUK(m, k) jagub arvuga n ning arv VUK(n, k) jagub arvuga
m. Toesta, et n-SUT(m, k) = m-SUT(n, k).

Lahendus. Vaatleme suvalist algarvu p, mis esineb vihemalt tihe antud arvu
kanoonilises esituses. Olgu tema astendaja arvude 7, m ja k kanoonilises esituses
vastavalt ¢, b ja a. Kuna VUK(m, k) | n, peab kehtima vorratus max(b, a) = c, ja
kuna VUK(n, k) : m, peab kehtima vorratus max(c, a) = b.

Ulesande viite tdestamiseks niditame, et kehtib vordus

¢+ min(b,a) = b+ min(c, a). (23.1)

Vaatleme kahte juhtu. Kui a < b, siis max(b, a) = b ja jarelikult b = c. Kuna ka
max(c, a) = b, siis jarelikult b = ¢ ja vordus (23.1) kehtib.

Kui aga a = b, siis max(b, a) = a ja jarelikult ka a = c. Siis min(b,a) = b ja
min(c, a) = ¢, mistottu vordus (23.1) kehtib ka sel juhul.

Kuna toodud arutelu kehtib suvalise algteguri p korral, jareldubki siit iilesande
vordus.

Teooriaosa lopetuseks defineerime veel iihe sageli kasutatava maiste.

I Definitsioon 23.1 Utleme, et tdisarvud a ja b on iihistegurita, kui SUT(a, b) = 1.

Ulesanded

Ulesanne 23.2 (Siigisene lahtine voistlus 2016, noorem rithm) Juku piistitas matemaa-
tikaringis jargmise hiipoteesi: alati, kui mingi kahe tihistegurita tdisarvu x ja y korrutis
jagub mingi kahe iihistegurita tdisarvu a ja b korrutisega, siis vdhemalt iiks arvudest
X ja y jagub arvuga a voi b. Kas Juku hiipotees peab paika?
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Ulesanne 23.3 (Siigisene lahtine voistlus 2007, noorem rithm) Kas leidub neli erinevat
iihest suuremat tdisarvu a, b, ¢, d, mis rahuldavad tingimust SUT(a, b) = SUT(c, d)
ning mille puhul

a) ab=cd,

b) ac = bd?
Ulesanne 23.4 (Talvine lahtine voistlus 2007, noorem rithm) Kas leiduvad sellised

positiivsed tdisarvud a, b, c,d, et ad — bc > 1 ning igaiiks arvudest a, b, ¢,d jagub
arvuga ad — bc?

Ulesanne 23.5 (Loppvoor 2009, 9. klass) Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a, b),
mille korral
ab =SUT(a, b) + VUK(a, b).

Ulesanne 23.6 (Talvine lahtine voistlus 2014, noorem rithm) Téesta, et mistahes po-
sitiivsete tdisarvude n ja m vihima iihiskordse ruut jagub korrutisega nm ning nm
omakorda jagub arvude 7 ja m suurima tihisteguri ruuduga.

Ulesanne 23.7 (Talvine lahtine voistlus 2022, noorem rithm) Olgu a, b ja x positiivsed
tdisarvud. Toesta, et arv x - SUT(a, b) jagub arvuga SUT(x, a) - SUT(x, b).

Ulesanne 23.8 (Piirkonnavoor 2020, 10. klass)
a) Kas leiduvad erinevad positiivsed tdisarvud a, b ja c, mille korral
VUK(SUT(a, b), c) = VUK(SUT(b, ¢), a) = VUK(SUT(c, a), b)?

b) Kas leiduvad (mitte tingimata erinevad) positiivsed tdisarvud a, b ja c, mille
korral

VUK(SUT(a, b), c) = VUK(SUT(b, ¢), a) = VUK(SUT(c, a), b) = m,
kus m # VUK(a, b, ¢)?

Ulesanne 23.9 (Loppvoor 2007, 12. klass) Olgu a, b ja c niisugused positiivsed tdisarvud,
et SUT(a, b, ¢) = 1 ning iga kahe arvu korrutis jagub kolmanda arvuga.

a) Toesta, et igatiks neist arvudest on vordne kahe tilejadnud arvu vdhima tihis-
kordse ja suurima tihisteguri jagatisega.

b) Too ndide sellistest iihest suurematest arvudest a, b ja c.

Ulesanne 23.10 (Loppvoor 1998, 11. klass) Olgu arvud d; ja d positiivse tdisarvu n

positiivsed jagajad, kusjuures arvude T ja do suurim tihistegur on vordne arvude -
1 2

ja d; suurima iihisteguriga. Toesta, et d; = d.

Ulesanne 23.11 (Loppvoor 1997, 12. klass) Mistahes positiivsete tdisarvude m ja n
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korral tdhistame

T(m,n) = SUT(m,..—) ,
SUT(m, n)

kus SUT(x, y) on arvude x ja y suurim iihistegur.

a) Toesta, et leidub 16pmata palju selliseid arvupaare (m, n), mille korral T'(m, n) >
ljaT(n,m)>1.

b) Kas leiduvad arvud m ja n, mille korral T'(m, n) = T'(n, m) > 12

Ulesanne 23.12 (Stigisene lahtine voistlus 2022, vanem rithm) Olgu m, n, a ja b eri-
nevad positiivsed tdisarvud, mille korral ab = mn. Joonisel oleva 2 x 2-tabeli igasse
lahtrisse kirjutatakse vastava rea ees ja vastava veeru kohal oleva arvu suurim tihiste-
gur.

a) Kas voib juhtuda, et tabeli tihegi rea arvude korrutis ei vordu vastava rea ette
kirjutatud arvuga ega tabeli ihegi veeru arvude korrutis vastava veeru kohale
kirjutatud arvuga?

b) Kas voib kindlalt viita, et kui SUT(m, n) = 1, siis tabeli iga rea arvude korrutis
vordub vastava rea ette kirjutatud arvuga ja tabeli iga veeru arvude korrutis
vordub vastava veeru kohale kirjutatud arvuga?

m | n

a
b

Ulesanne 23.13 (Talvine lahtine voistlus 2016, noorem rithm) Olgu n positiivne tdisarv.
Tdesta, et mistahes n jarjestikuse positiivse tdisarvu vahim tihiskordne jagub arvude
1,2,...,n vdhima iihiskordsega.

Ulesanne 23.14 (Stigisene lahtine voistlus 1998, vanem rithm) Paberile kirjutati posi-
tiivsete tdisarvudega tdidetud n x m-tabel. Seejdrel kirjutati tabeli iga rea jdrele selle
rea koigi arvude suurim iihistegur ning iga veeru alla selle veeru koigi arvude vdhim
tihiskordne. Olgu a suurimate tihistegurite veeru arvude vdhim tihiskordne ning b
vidhimate iithiskordsete rea arvude suurim tihistegur. Tdesta, et arv b jagub arvuga a.

Vaata ka iilesannet 8.11.

Lahendused

23.2 Vastus: e€i.
Valime neli erinevat algarvu p, q,r, s ning vitame x = pq, y =rSs, a = pr ja
b= gs. Siis SUT(x,y) =1 jaxy = pqrs = ab, jirelikult xy : ab. Samas ei jagu ei x
ega y ei a-ga ega b-ga.

23.3 Vastus: a) jah, b) ei.

a) Sobib tilesande 23.2 konstruktsioon. Valime neli erinevat algarvu p, g, 1, s
ning votame a = pq, b=rs, ¢ = prijad = gs; siis SUT(a, b) =1 =SUT(c,d) jaab =
pqrs = cd. Loomulikult sobib vastuseks ka iga konkreetne vddrtustus, nditeks
p=2,4g=3,r=5s5=7millepuhula=6,b=35c=10jad =21.
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b) Olgu t = SUT(a, b) = SUT(c, d) ning esitame antud arvud kujul
a=t-ay b=t-by c=t-cq d=t-d;.

Paneme tihele, et SUT(a, b) = SUT(c, d) = 1. Edasi saame iilesande vordusest

ac=bd,
t-ay-t-ci=t-b1-t-dy
alclzbldl.

Kuna ay | ayc, siis ka a; | byd,. Et a; ja b, on iihistegurita, peavad koik a;
algtegurid (koos koigi voimalike kordsustega) olema ka d; algtegurid, st a; | d;.
Téapselt sama moodi saame aga téestada ka, et d; | a;, seega kokkuvottes a; = d;.
Jarelikult peab kehtima ka vordus ¢- a; = ¢ - d; ehk a = d; vastuolu eeldusega, et
koik vaadeldavad arvud on erinevad.

23.4 Vastus: ei.
Olgu t = ad — bc. Kuna kéik arvud a, b, ¢, d jaguvad ¢-ga, saame nad esitada
kujul
a=t-aq b=t-by c=t-cq d=t-dp,

kus ay, by, c1,d; on tdisarvud. Vordus ¢ = ad — bc annab niitd

t=ad-bc,

t=t-a;-t-di—t-b1-t-cy,

t=*(ardi — bic1),

1= t(dldl - blcl) .
Niisiis peab kehtima 1 : #, mis aga pole voimalik, sest tilesande tingimuste pohjal
r>1.

23.5 Vastus: a = b =2 on ainus lahend.
Tahistame SUT(a, b) = m ja VUK(a, b) = n. Teoreemist 23.2 teame siis, et ab =
mn, jarelikult iilesande tingimuste pohjal saame

mn=m+n,
mn-m-n+1l=1,
(m-1)(n-1)=1.
Kuna m ja n on positiivsed tdisarvud, saab viimane vordus kehtida ainult siis, kui
m = n = 2, mis omakorda saab nii olla ainult siis, kui a = b = 2.

23.6 Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude m ja n kanoonilises esituses vas-
tavalt a ja b. Algteguri p astendaja nende arvude vdhima iihiskordse ruudus
on 2max(a, b), nende korrutises a + b ning nende suurima iihisteguri ruudus
2min(a, b). Tanu vorratustele

2min(a,b) < a+ b <2max(a,b)

saame

2min(a,b) |pa+b 2max(a,b)

p |p

Kuna need seosed kehtivad suvalise algteguri p jaoks, jareldub siit tilesande vdide.
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23.7

23.8

23.9

Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude a, b ja x kanoonilistes esitustes vasta-
valt r, sja t. Arvu p astendaja arvude x-SUT(a, b), SUT(x, a) ja SUT(x, b) kanoo-
nilistes esitustes on siis vastavalt ¢ + min(r, s), min(z,r) ja min(z, s). Nditame, et
kehtib vorratus

t+min(r, s) = min(¢, r) + min(t, s). (23.2)

Selleks vaatame ldbi arvude r, s ja t koikvoimalikud omavahelised jarjestused.

Kui t = r = s, siis omandab vorratus (23.2) kuju £+ s = r + s, mis eelduse pohjal
kehtib. Analoogiliselt saame arutleda juhul t = s>r.

Kui r = t = s, siis omandab vorratus (23.2) kuju ¢ + s = ¢ + s, mis kehtib vor-
dusena. Analoogiliselt saame arutleda juhul s> ¢t > r.

Kui r = s = ¢, siis omandab vorratus (23.2) kuju ¢ + s = ¢ + ¢, mis eelduse pohjal
kehtib. Analoogiliselt saame arutleda juhul s> r > .

Kokkuvottes oleme vorratuse (23.2) koigil voimalikel juhtudel tdestanud. Jare-
likult

t+min(r,s) ; ,,min(z,r)  , min(z,s)

p p p

ja kuna see seos kehtib suvalise algteguri p jaoks, jareldub siit iilesande viide.

Vastus: a) jah, b) ei.
Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude a, b ja c kanoonilises esituses
vastavalt x, y ja z. Ulesande vordustest jirelduvad siis vordused

max(min(x, y), z) = max(min(y, z), x) = max(min(z, x), y). (23.3)

Vaatleme koigepealt juhtu, kui iiks arvudest x, y, z on teistest rangelt suurem;
tildsust kitsendamata olgu nditeks z > x ja z > y. Siis max(min(x, y), z) = z, aga
max(min(y, z), x) = max(y, x) < z, vastuolu iilesande tingimustega.

Jarelikult peavad kaks arvudest x, y, z olema vordsed ja kolmas nendest viik-
sem voi samuti nendega vordne. Lihtne on kontrollida, et koigil neil juhtudel
vordus (23.3) kehtib.

NB! ) Selle koha peal tuleb olla tdhelepanelik. Me oleme toestanud, et iga algteguri
p jaoks leidub arvude a, b ja c seas kaks, mille esituses on selle algarvu
astmed vordsed, aga need kaks arvu vdivad erinevate algtegurite jaoks olla
erinevad!

Ulesande a) osa konstruktsiooni andmiseks voime valida niiteks astendajad
1,1,0. Selleks, et arvud a, b ja c tuleksid erinevad, voime astendaja 0 valida erineva-
tele algteguritele. Olgu p, g, r kolm erinevat algarvu, sel juhul sobivad otsitavateks
arvudeks nditeks a = pq, b=qgrjac=pr.

Ulesande b) osa lahendamiseks tuletame meelde, et kaks algteguri p astenda-
jatest x, y, z peavad olema vordsed ja kolmas nendest vdiksem voi samuti nendega
vordne. Igal juhul saame vordused

max(min(x, ), z) = max(min(y, z), x) = max(min(z, x), y) = max(x, y, 2).
Kuna see vordus kehtib iga algteguri jaoks, peab iilesande avaldise vdirtus olema

VUK(a, b, ¢).

a) Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude a, b ja c kanoonilises esituses
vastavalt x, y ja z. Ulesande tingimustest jarelduvad nii vordus min(x, y,z) = 0
kui ka vorratused x+ y = z, y+ z= x ja z+ x = y. Vordus min(x, y, z) = 0 kehtib
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parajasti siis, kui tiks arvudest x, y, z on 0; olgu selleks iildsust kitsendamata x.
Vorratusest x + y = z jdreldub sel juhul y = z ja voratusest z + x = y jareldub z = y;
kokkuvottes saame y = z. See tdhendab, et kehtivad vordused

x=y-y=max(y,z)—min(y, z),
¥y = z—0=max(z, x) —min(z, x),

z=y—0=max(x, y) —min(x, y).

Jarelikult ka

max(z,x)

x_P =P @ p=l
pmin(y,z) ’ pmin(z,x) pmin(x,y)

max(y,z) max(x,y)

p

Kuna algtegur p oli suvaline, esitub igaiiks antud arvudest kahe iilejadnud arvu
vdhima iihiskordse ja suurima iihisteguri jagatisena.

b) Kbige lihtsama konstruktsiooni saame, kui valime astendajateks 1,1,0. Et
arvud tuleksid erinevad, votame astmele 0 iga kord erineva algarvu. Konkreetse-
malt, vaatleme kolme erinevat algarvu p, g, r ning valime a = pq, b= qrjac= pr.
Siis nditeks .

VUK(a,b) _pqr _
SUT(a,b) g

ja sama moodi teiste arvupaaridega.

pr=c

23.10 Vaatleme arvu n mingit algtegurit p. Olgu tema astendajad arvude n, d; ja d»
kanoonilises esituses vastavalt k, a1 ja ap. Ulesande vordusest

sUT(dﬁl,dg) = SUT(d%,dl)
saame min(k — a1, a;) = min(k — ay, a;).
Vaatleme kahte juhtu. Kui k — a; < ay, siis ka k — ay < a,. Jarelikult
k—a; =min(k - ay,a>) =min(k— a,,a;) = k— ao,
kust saame a; = a,. Kui aga k — a; = ay, siis ka k — a, = a; ja jarelikult
a, =min(k —ay, ax) = min(k — a, a;) = a;.

Kokkuvotteks saame molemal juhul a; = a,. Kuna vaadeldud algtegur p oli suvali-
ne, peab kehtima ka vordus d; = d».

23.11 Vastus: b) ei.

Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude m ja n kanoonilises esituses
vastavalt a ja b. Leiame p astendaja arvu T (m, n) kanoonilises esituses. Selleks
vaatleme eraldi kahte juhtu.

Kui a = b, siis on otsitavaks astendajaks

min(a, b—min(a, b)) = min(a, b— b) = min(a,0) =0.
Kui aga a < b, saame astendajaks

min(a, b— (min(a, b))) = min(a,b—a).
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23.12

23.13

23.14

a) Sobivaks konstruktsiooniks saame valida kaks erinevat algarvu p ja g, kaks

positiivset tdisarvu k ja £ ning m = p*q°*'ja n = p**14°. Siis

min(k,(k+1)—k) .0

T(mn)=p @ =p ja T(nm)=plqgmn&l+D-0_4

On selge, et sobivaid p, g, k ja ¢ valikuid on 16pmatult.

b) Kui T'(m, n) = T(n, m) > 1, peab leiduma niisugune algarv p, mille astendaja
arvude T'(m, n) ja T (n, m) kanoonilises esituses on sama positiivne tdisarv. See aga
pole voimalik, sest eelpooltdestatu pohjal on iga algteguri astendaja kas T'(m, n)
voi T'(n, m) kanoonilises esituses 0.

Vastus: a) jah, b) jah.
a) Voimalikke konstruktsioone on palju ja vdikese proovimise jdrel on lihtne
monda neist leida; tiks voimalus on toodud joonisel.

2116
412\ 4
812 8

b) Vaatleme suvalist algtegurit p, mis esineb vihemalt {ihes arvudest a, b, m, n.
Et SUT(m, n) = 1, peab selle algteguri aste kas m-i voi n-i kanoonilises esituses
olema 0. Olgu siis nditeks p aste m-ija n-i kanoonilises esituses vastavalt 0 ja i > 0;
teisel voimalikul juhul on lahendus analoogiline.

Samuti olgu p aste a ja b kanoonilises esituses vastavalt k ja . Kuna ab = mn,
peab kehtima vordus k + ¢ = i. Muuhulgas tdhendab see, et k,! < i. Tdidame
tilesande tabeli algarvu p astmete jaoks vastavate arvude kanoonilistes esitustes.

p* | p* | p°

p’ | p’ | p°

Tabelist on ndha, et algarvu p korral iilesandes noutud tingimus kehtib. Kuna p
oli suvaline algtegur, peab tingimus kehtima koigi valitud arvude a, b, m, n korral.

Vaatleme algarvu p, mis jagab monda arvudest 1,2, ..., n, ja olgu k korgeim aste,
millel p vastavates algteguriteks lahutustes esineb. Muuhulgas saame, et pk <n.
Samuti ndeme, et p esineb tidpselt astmel k ka arvu VUK(1,2,..., n) kanoonilises
esituses.

Vaatleme niiilid 7 jérjestikust positiivset tdisarvu. Kuna pk < n, peab nende
seas leiduma moni, mis jagub arvuga pk . Jarelikult esineb p nende arvude vihima
tihiskordse kanoonilises esituses vihemalt astmel k.

Kuna see arutelu kehtib koigi algarvude p korral, on iilesande véide tdestatud.

Vaatleme suvalist algarvu p, mis esineb mone tabelisse kirjutatud tédisarvu tegu-
ritekslahutuses, ja koostame uue n x m tabeli, millesse kanname p astendajad
vastavate algse tabeli arvude kanoonilistes esitustes. Uurime, kuidas on omavahel
seotud p astmed arvude a ja b kanoonilistes esitustes.

Selleks peame koigepealt leidma uue tabeli ridade miinimumid ja valima
nende miinimumide seast maksimaalse. See arv (tdhistame teda i) on siis p
astendajaks arvu a kanoonilises esituses.
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Teiseks leiame uue tabeli veergude maksimumid ja valime nende seast mini-
maalse. See arv (tdhistame teda j) on algarvu p astendajaks arvu b kanoonilises
esituses.

Nditame, et j > i.

Valime tabeli rea, mille miinimumiks on i, ja veeru, mille maksimumiks on j.
Olgu selle rea ja veeru ristumiskohas arv k.

Kuna i on oma rea miinimum, siis i < k. Teisest kiiljest, kuna j on oma veeru
maksimum, siis j = k ja kokkuvottes olemegi ndidanud, et j > i.

Jarelikult p/ : p' ja kuna see seos kehtib koigi algarvude puhul, mis tabelis
mone arvu kanoonilises esituses esinevad, jareldub siit, et b : a.

NB! ) Paneme tdhele, et toodud lahenduses on algtegurite eraldi vaatlemine vajalik
ja seda arutelu ei saa ldbi viia algse tabeli elementide ning nende omavahe-
lise jaguvuse abil, sest erinevate algtegurite jaoks voib astendaja k vastata
tabeli erinevatele ruutudele.
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