Taisarvude suurima iihisteguri ja vdhima tihiskordsega toimetamiseks on sageli
kasulik vaadelda nende tdisarvude kanoonilisi esitusi.

Teoreem 22.1 Vaatleme positiivseid tdisarve m ja n ning olgu py, po, ..., ps koik algar-
vud, mis esinevad neist vihemalt {ihe algteguriteks lahutuses. Olgu

_ 01,02 a . _ b1 b b
m=p'pt...ps° ja n=p'py’..ps

arvude m ja n kanoonilised esitused (kus méned astendajatest a; ja b; voivad olla
nullid). Siis

SUT(m,n) = p{'py*...ps° ja VUK(m, n):pflpgz...pf‘,

kus ¢; = min(a;, b;) ja d; = max(a;, b;) (i =1,2,...,5).

Téestus. Arvude m ja n suvaline tihine tegur t saab kanoonilises esituses nullist suu-
remal astmel omada ainult neid algarve, mis esinevad nii m-i kui n-i algteguriteks
lahutuses. Seega peab ta avalduma kujul t = p{cl pgz...pfs, kus k; =0 (i = 1,2,...,59).
Teisest kiiljest, kuna m: t ja n: t, peavad kehtima ka vorratused k; < a; ja k; < b; (i =
1,2,...,s).Jarelikult peavad kehtima ka vorratused k; < min(a;, b;) (i = 1,2,..., ). Suuri-
ma iihisteguri saame, kui koigis neis vorratustes kehivad vordused, st k; = min(a;, b;)
(i=12,...,9).

Arvude m ja n suvaline iihine kordne u voib peale algtegurite p1, p2, ..., ps omada
veel tegureid. Olgu siis

=
<

0y ¢ 4
u=w-p;'p,’...ps"

kus w ei sisalda tihtki teguritest py, p2,..., ps. Kuna u : m ja u : n, peavad kehtima
vorratused ¢; = a; ja ¢; = b; (i =1,2,...,s). Jarelikult peavad kehtima ka voérratused
¢; =zmax(a;, b;) (i =1,2,...,s). Vdhima iihise kordse saame, kui w = 1 ja kdigis viimastes
vorratustes kehivad vordused, st ¢; = max(a;, b;) (i =1,2,...,8). O

= Niiide 22.1 Arvude m = 882 = 2'327% ja n = 49000 = 235%7% suurim iihistegur on
21395972 = 98 ning vihim iihiskordne 23325372 = 441000. .
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Paljusid suurima tihisteguri ja vdhima tihiskordse kohta kiivaid véiteid saab toestada
véga lihtsal ja loomulikul moel, vaadeldes iga kanoonilises esituses esineva algarvu
astmeid eraldi.

Teoreem 22.2 Iga positiivse tdisarvu m ja n korral kehtib vordus

SUT(m,n)-VUK(m,n) = m-n.

Toestus. Vaatleme suvalist algarvu p, mis esineb vdhemalt iihe antud arvu kanoonilises
esituses. Olgu tema astendaja arvude m ja n kanoonilises esituses vastavalt a ja b.
Teoreemi 22.1 pohjal teame, et p astendaja arvus SUT(m, n) on min(a, b) ja astendaja
arvus VUK(m, n) on max(a, b). On selge, et

min(a, b) + max(a,b) = a+ b,

jérelikult on p aste nii arvus SUT(m, n) - VUK(m, n) kui ka arvus m - n tipselt a + b. Kuna
see arutelu kehtib suvalise algteguri p korral, oleme tdestanud teoreemi vorduse. [

Ulesanne 22.1 (Siigisene lahtine voistlus 2018, noorem rithm) Positiivsed tdisarvud n,
m ja k on sellised, et arv VUK(m, k) jagub arvuga n ning arv VUK(n, k) jagub arvuga
m. Toesta, et n-SUT(m, k) = m-SUT(n, k).

Lahendus. Vaatleme suvalist algarvu p, mis esineb vihemalt iihe antud arvu
kanoonilises esituses. Olgu tema astendaja arvude n, m ja k kanoonilises esituses
vastavalt ¢, b ja a. Kuna VUK(m, k) | n, peab kehtima vorratus max(b, a) = c, ja
kuna VUK(n, k) : m, peab kehtima vorratus max(c, a) = b.

Ulesande viite tdestamiseks nditame, et kehtib vordus

c+min(b, a) = b+ min(c, a). (22.1)

Vaatleme kahte juhtu. Kui a < b, siis max(b, a) = b ja jarelikult b = c. Kuna ka
max(c, a) = b, siis jarelikult b = ¢ ja vordus (22.1) kehtib.

Kui aga a = b, siis max(b, a) = a ja jarelikult ka a = c. Siis min(b,a) = b ja
min(c, a) = ¢, mistottu vordus (22.1) kehtib ka sel juhul.

Kuna toodud arutelu kehtib suvalise algteguri p korral, jareldubki siit iilesande
vordus.

Ulesanded

Ulesanne 22.2 (Siigisene lahtine vaistlus 2016, noorem rithm) Juku piistitas matemaatika-
ringis jairgmise hiipoteesi: alati, kui mingi kahe tihistegurita tdisarvu x ja y korrutis
jagub mingi kahe iihistegurita tdisarvu a ja b korrutisega, siis vihemalt {iks arvudest
X ja y jagub arvuga a voi b. Kas Juku hiipotees peab paika?

Mirkus. Oeldakse, et tdisarvud a ja b on iihistegurita, kui SUT(a, b) = 1.

Ulesanne 22.3 (Loppvoor 2009, 9. klass) Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a, b),
mille korral
ab =SUT(a, b) + VUK(a, b).
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Ulesanne 22.4 (Talvine lahtine véistlus 2014, noorem rithm) Tdesta, et mistahes po-
sitiivsete tdisarvude n ja m vdahima iihiskordse ruut jagub korrutisega nm ning nm
omakorda jagub arvude 7 ja m suurima iihisteguri ruuduga.

Ulesanne 22.5 (Piirkonnavoor 2020, 10. klass)

a) Kas leiduvad erinevad positiivsed tdisarvud a, b ja c, mille korral
VUK(SUT(a, b), c) = VUK(SUT(b, ¢), a) = VUK(SUT(c, a), b)?

b) Kas leiduvad (mitte tingimata erinevad) positiivsed tdisarvud a, b ja c, mille
korral

VUK(SUT(a, b), c) = VUK(SUT(b, ¢), a) = VUK(SUT(c, a), b) = m,
kus m # VUK(a, b, ¢)?

Ulesanne 22.6 (Loppvoor 2007, 12. klass) Olgu a, b ja c niisugused positiivsed tdisarvud,
et SUT(a, b, ¢) = 1 ning iga kahe arvu korrutis jagub kolmanda arvuga.

a) Toesta, et igaiiks neist arvudest on vordne kahe tilejadnud arvu vdhima tihis-
kordse ja suurima tihisteguri jagatisega.

b) Too ndide sellistest iihest suurematest arvudest a, b ja c.

Ulesanne 22.7 (Loppvoor 1998, 11. klass) Olgu arvud d; ja d, positiivse tdisarvu n

positiivsed jagajad, kusjuures arvude 7 ja do suurim tihistegur on vordne arvude -
1 2
ja d; suurima tihisteguriga. Toesta, et d; = d».

Ulesanne 22.8 (Loppvoor 1997, 12. klass) Mistahes positiivsete tdisarvude m ja n korral
tdhistame

T(m,n) =SUT (m, —) ,
SUT(m, n)

kus SUT(x, y) on arvude x ja y suurim iihistegur.
a) Toesta, et leidub 16pmata palju selliseid arvupaare (m, n), mille korral T'(m, n) >
ljaT(n,m)>1.

b) Kas leiduvad arvud m ja n, mille korral T'(m, n) = T'(n, m) > 12

Ulesanne 22.9 (Stigisene lahtine voistlus 2022, vanem rithm) Olgu m, n, a ja b erinevad
positiivsed tdisarvud, mille korral ab = mn. Joonisel oleva 2 x 2-tabeli igasse lahtrisse
kirjutatakse vastava rea ees ja vastava veeru kohal oleva arvu suurim tihistegur.

a) Kas voib juhtuda, et tabeli tihegi rea arvude korrutis ei vordu vastava rea ette
kirjutatud arvuga ega tabeli iihegi veeru arvude korrutis vastava veeru kohale
kirjutatud arvuga?

b) Kas voib kindlalt viita, et kui SUT(m, n) = 1, siis tabeli iga rea arvude korrutis
vordub vastava rea ette kirjutatud arvuga ja tabeli iga veeru arvude korrutis
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vordub vastava veeru kohale kirjutatud arvuga?

m | n

a
b

Ulesanne 22.10 (Talvine lahtine vdistlus 2016, noorem rithm) Olgu 7 positiivne tdisarv.
Toesta, et mistahes n jarjestikuse positiivse tdisarvu vdhim tihiskordne jagub arvude
1,2,...,n vdhima tihiskordsega.

Vaata ka tilesannet 8.10.

Lahendused

22.2 Vastus: ei.
Valime neli erinevat algarvu p, q,r, s ning vitame x = pq, y =rS, a = pr ja
b = gs. Siis SUT(x,y) =1 ja xy = pqrs = ab, jarelikult xy : ab. Samas ei jagu ei x
ega y ei a-ga ega b-ga.
22.3 Vastus: a = b =2 on ainus lahend.
Tahistame SUT(a, b) = m ja VUK(a, b) = n. Teoreemist 22.2 teame siis, et ab =
mn, jarelikult iilesande tingimuste pohjal saame

mn=m+n,
mn-m-n+1=1,
m-1)(n-1)=1.

Kuna m ja n on positiivsed tdisarvud, saab viimane vordus kehtida ainult siis, kui
m = n = 2, mis omakorda saab nii olla ainult siis, kui a = b = 2.

22.4 Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude m ja n kanoonilises esituses vas-
tavalt a ja b. Algteguri p astendaja nende arvude vdhima iihiskordse ruudus
on 2max(a, b), nende korrutises a + b ning nende suurima iihisteguri ruudus
2min(a, b). Tdnu vorratustele

2min(a,b) < a+ b <2max(a,b)

saame

2min(a,b) Ipa+b 2max(a,b)

p Ip
Kuna need seosed kehtivad suvalise algteguri p jaoks, jareldub siit {ilesande vdide.

22.5 Vastus: a) jah, b) ei.
Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude a, b ja ¢ kanoonilises esituses
vastavalt x, y ja z. Ulesande vordustest jirelduvad siis vordused

max(min(x, y), z) = max(min(y, z), x) = max(min(z, x), y). (22.2)

Vaatleme koigepealt juhtu, kui iiks arvudest x, y, z on teistest rangelt suurem;
tildsust kitsendamata olgu néiteks z > x ja z > y. Siis max(min(x, y), z) = z, aga
max(min(y, z), x) = max(y, x) < z, vastuolu iilesande tingimustega.

Jarelikult peavad kaks arvudest x, y, z olema vordsed ja kolmas nendest vdik-
sem vOi samuti nendega vordne. Lihtne on kontrollida, et koigil neil juhtudel
vordus (22.2) kehtib.
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NB! | Selle koha peal tuleb olla téhelepanelik. Me oleme toestanud, et iga algteguri
p jaoks leidub arvude a, b ja c seas kaks, mille esituses on selle algarvu
astmed vordsed, aga need kaks arvu voivad erinevate algtegurite jaoks olla
erinevad!

Ulesande a) osa konstruktsiooni andmiseks voime valida niiteks astendajad
1,1,0. Selleks, et arvud a, b ja c tuleksid erinevad, voime astendaja 0 valida erineva-
tele algteguritele. Olgu p, g, r kolm erinevat algarvu, sel juhul sobivad otsitavateks
arvudeks nditeks a = pg, b= qrjac=pr.

Ulesande b) osa lahendamiseks tuletame meelde, et kaks algteguri p astenda-
jatest x, y, z peavad olema vordsed ja kolmas nendest vdiksem voi samuti nendega
vordne. Igal juhul saame vordused

max(min(x, y), z) = max(min(y, z), x) = max(min(z, x), y) = max(x, y, z).

Kuna see vordus kehtib iga algteguri jaoks, peab iilesande avaldise vdirtus olema
VUK(a, b, c).

22.6 a) Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude a, b ja ¢ kanoonilises esituses
vastavalt x, y ja z. Ulesande tingimustest jarelduvad nii vordus min(x, y,z) = 0
kui ka vorratused x+ y = z, y+ z= x ja z+ x = y. Vordus min(x, y, z) = 0 kehtib
parajasti siis, kui iiks arvudest x, y, z on 0; olgu selleks iildsust kitsendamata x.
Vorratusest x + y = z jareldub sel juhul y = z ja voratusest z + x = y jareldub z = y;
kokkuvottes saame y = z. See tdhendab, et kehtivad vordused

x=y—y=max(y,z)—min(y,z),
¥ =z—0=max(z,x) —min(z, x),

z=y—-0=max(x, y) —min(x, y).

Jarelikult ka

pmax(y,z) pmax(z,x) pmax(x,y)

X z

— y_--—_ -
P = pmin(y,z)’ P = pmin(z,x) Ja. p = pmin(x,y) :

Kuna algtegur p oli suvaline, esitub igaiiks antud arvudest kahe iilejddnud arvu
vdhima tihiskordse ja suurima iihisteguri jagatisena.

b) Koige lihtsama konstruktsiooni saame, kui valime astendajateks 1,1, 0. Et
arvud tuleksid erinevad, votame astmele 0 iga kord erineva algarvu. Konkreetse-
malt, vaatleme kolme erinevat algarvu p, g, r ning valime a = pq, b= qrjac= pr.
Siis nditeks .

VUK(a,b) pqr _
SUT(a,b) q

ja sama moodi teiste arvupaaridega.

22.7 Vaatleme arvu n mingit algtegurit p. Olgu tema astendajad arvude n, d; ja d»
kanoonilises esituses vastavalt k, a; ja a,. Ulesande vordusest

SUT|—,d» | =SUT|—,d
(d1 2) (dz 1)

saame min(k — a;, a;) = min(k — a, a;).
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Vaatleme kahte juhtu. Kui k — a; < ay, siis ka k — az < a,. Jarelikult
k—a; =min(k — ay,a;) = min(k — a», a;) = k— ap,
kust saame a; = a,. Kui aga k — a; = ay, siis ka k — a, = a, ja jarelikult
a, =min(k — ay, ax) = min(k — a, a;) = a;.

Kokkuvotteks saame molemal juhul a; = a,. Kuna vaadeldud algtegur p oli suvali-
ne, peab kehtima ka vordus d; = d».

22.8 Vastus: b) ei.

Olgu suvalise algteguri p astendajad arvude m ja n kanoonilises esituses
vastavalt a ja b. Leiame p astendaja arvu T (m, n) kanoonilises esituses. Selleks
vaatleme eraldi kahte juhtu.

Kui a = b, siis on otsitavaks astendajaks

min(a, b—min(a, b)) = min(a, b— b) = min(a,0) =0.
Kui aga a < b, saame astendajaks
min(a, b— (min(a, b))) =min(a,b—a).

a) Sobivaks konstruktsiooniks saame valida kaks erinevat algarvu p ja g, kaks
positiivset tdisarvu k ja ¢ ning m = p¥ g jan = p**14°. siis

min(k,(k+1)-k) ,0 _ 0 min(¢,(£+1)-¢) _

Tim,n)=p g =p ja Tnm)=p'q q.

On selge, et sobivaid p, g, k ja ¢ valikuid on 16pmatult.

b) Kui T'(m, n) = T(n, m) > 1, peab leiduma niisugune algarv p, mille astendaja
arvude T'(m, n) ja T (n, m) kanoonilises esituses on sama positiivne tdisarv. See aga
pole voimalik, sest eelpooltdestatu pohjal on iga algteguri astendaja kas T'(m, n)
voi T (n, m) kanoonilises esituses 0.

22.9 Vastus: a) jah, b) jah.

a) Voimalikke konstruktsioone on palju ja vdikese proovimise jdrel on lihtne
monda neist leida; tiks voimalus on toodud joonisel.

2|16
4121 4
812 8

b) Vaatleme suvalist algtegurit p, mis esineb vihemalt {ihes arvudest a, b, m, n.
Et SUT(m, n) = 1, peab selle algteguri aste kas m-i voi n-i kanoonilises esituses
olema 0. Olgu siis nditeks p aste m-ija n-i kanoonilises esituses vastavalt 0 ja i > 0;
teisel voimalikul juhul on lahendus analoogiline.

Samuti olgu p aste a ja b kanoonilises esituses vastavalt k ja . Kuna ab = mn,
peab kehtima vordus k + ¢ = i. Muuhulgas tdhendab see, et k,[ < i. Tdidame
ilesande tabeli algarvu p astmete jaoks vastavate arvude kanoonilistes esitustes.

p' | p°
p* | p* | p°
p’ | p’ | p°
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Tabelist on ndha, et algarvu p korral iilesandes noutud tingimus kehtib. Kuna p
oli suvaline algtegur, peab tingimus kehtima koigi valitud arvude a, b, m, n korral.

22.10 Vaatleme algarvu p, mis jagab monda arvudest 1,2,..., n, ja olgu k korgeim aste,
millel p vastavates algteguriteks lahutustes esineb. Muuhulgas saame, et pk <n.
Samuti ndeme, et p esineb tipselt astmel k ka arvu VUK(1,2,..., n) kanoonilises
esituses.

Vaatleme niiiid » jarjestikust positiivset tdisarvu. Kuna pk < n, peab nende
seas leiduma moni, mis jagub arvuga pk . Jarelikult esineb p nende arvude vihima
ihiskordse kanoonilises esituses vihemalt astmel k.

Kuna see arutelu kehtib koigi algarvude p korral, on iilesande véide tdestatud.
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