Vahel tuleb arvuteooriaiilesannetes uurida poliinomiaalsete avaldiste kditumist
mingi mooduli jargi. Siis on sageli kasulik vaadeldav poliinoom tegurdada ning dra
kuluvad jaotises 10.3 opitud votted.

Ulesanne 21.1 Toesta, et n° — 1 jagub iga tdisarvu n korral 6-ga.

Lahendus. Tegurdame antud avaldise:

n3—n=n(n2—1)=(n—1)n(n+1).

Niisiis on 7° — 1 n#ol tegemist kolme jirjestikuse tdisarvu korrutisega. Kolmest
jarjestikusest tdisarvust iiks jagub alati 3-ga ja iiks arv (voibolla seesama, voibolla

moni teine) aga alati 2-ga. Nende korrutis peab jdrelikult jaguma 6-ga.

Ulesanded

Ulesanne 21.2 (Piirkonnavoor 1993, 9. klass) Toesta, et mistahes kahe paaritu arvu
ruutude vahe jagub arvuga 8.

Ulesanne 21.3 (Piirkonnavoor 2001, 9. klass) Olgu k tdisarv. Toesta, et kui arv K —kei
jagu 6-ga, siis arv k% — k — 2 jagub 18-ga.

Ulesanne 21.4 (Loppvoor 2004, 9. klass) Téesta, et arv n” — n jagub 24-ga mistahes
paaritu naturaalarvu n korral.

Ulesanne 21.5 (Loppvoor 2020, 9. klass) Toesta, et iga naturaalarvu n korral jagub tiks
arvudest 32" — 31 43" —3ja3%" — 31 13" 1 1 arvuga 32.

Ulesanne 21.6 (Siigisene lahtine voistlus 1997, vanem rithm) Milliste positiivsete tdis-

arvude 7 korral ei jagu arv n® — n® arvuga 722

Ulesanne 21.7 (Piirkonnavoor 2003, 12. klass) Milliste tdisarvude n korral jagub arv
n*+n?-2 arvuga 72?
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Ulesanne 21.8 (Piirkonnavoor 2010, 12. klass) Positiivse tdisarvu n korral tihistame
Sm)=n+n?>+nd+n*+n®+nb.

a) Toesta, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral S(n) jagub 6-ga.

b) Milliste positiivsete tdisarvude n korral S(n) jagub 12-ga?

Ulesanne 21.9 (Piirkonnavoor 2011, 11. klass) Kas vorrandil

x> —5x3+4x
100

=987654321

on tdisarvulisi lahendeid?

Ulesanne 21.10 (Piirkonnavoor 2021, 12. klass)

4040 n4038

a) Toesta, et iga naturaalarvu n korral jagub arv n™™" + +...+n*+1arvuga

9204+ p? P tn+l.

b) Kas vdide jddb kehtima, kui esimesse avaldisse lisada liidetav i

avaldisse liidetav n2%21?

ja teise

Ulesanne 21.11 (Loppvoor 2008, 10. klass) Tiihjale tahvlile kirjutatakse algul arvud
1 ja 2. Edasi valitakse igal kdigul mingid juba tahvlil olevad arvud m ja n (voib olla
ka m = n) ning kirjutatakse tahvlile juurde arv mn + m + n. Kas 1opliku arvu selliste
kdikude abil on voimalik tahvlile kirjutada arv 2008?

Ulesanne 21.12 (Piirkonnavoor 2001, 11. klass) Olgu a, b ja c sellised positiivsed tdisar-
vud, et
abc+ab+bc+ca+a+b+c=2000.

Leia summa a + b + ¢ koik voimalikud vaartused.

Ulesanne 21.13 (Talvine lahtiine voistlus 2023, noorem rithm) Leia koik naturaalarvude
kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

xX+y—z=23,
x2+y2—22:23.

Lahendused

21.2 Toestame, et iga paaritu arvu ruut annab 8-ga jagades jaagi 1.
Paaritu arvu tildkuju on 2k + 1, kus k € Z. Tema ruut avaldub siis kujul

QRk+1)°%=4k?>+4k+1=4k(k+1)+1.

Mairkame, et k(k + 1) on kahe jarjestikuse tdisarvu korrutis, mis peab sellisena
olema paarisarv. Niisiis jagub avaldis 4k(k + 1) omakorda 8-ga, millest jareldubki
vajalik vdide.

21.3 Kuna k? — k = (k— 1)k on kahe jirjestikuse tiisarvu korrutis, on ta alati paaris.
Jarelikult ei jagu ta 6-ga parajasti siis, kui ta ei jagu 3-ga, mis on nii omakorda
parajasti siis, kui k annab 3-ga jagades jadgi 2.
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Tegurdame poliinoomi k*—k—2. Selleks véime teoreemi 10.1 pohjal lahendada
ruutvorrandi k% — k — 2 = 0. Taandatud ruutvorrandi lahendivalemist saame

1 1)\? 1 9 1 3
ki,==-+ —| +2==—+y/—-=—%—,
) 2 2 4 272

seega k) =—ljak,=2ningk* —k—2=(k+1)(k—-2).
Teine voimalus tegurdamiseks on kasutada teoreemi 10.4 pannes tidhele, et
k = 2 on poliinoomi k? — k — 2 juureks. Tiieliku tegurduse leidmiseks jaib jagada

K —k-2=(k-2)(k+1)
— k% +2k
k-2
—k+2
0

Kui k =2 mod 3, siis jaguvad nii k—2 kui k+ 1 arvuga 3 ja nende korrutis jagub
seetOttu 9-ga. Lisaks ndeme, et k—2 ja k+1 on erineva paarsusega, mistottu nende
korrutis jagub ka 2-ga. Kokkuvottes oleme ndidanud, et K-k-2=(k+1)(k-2)
jagub 18-ga.

21.4 Olgu n=2m+ 1, kus m on mittenegatiivne tdisarv. Tegurdame iilesande avaldist:
n"-n=nm""'-1)=nm*"-1)=nn"-1)n"+1).

Kuna n on paaritu, kujutavad n" — 1 ja n"" + 1 endast kahte jérjestikust paaris-
arvu, millest iiks peab kindlasti jaguma 4-ga. Nende korrutis jagub jarelikult alati
8-ga.

Kui 7 jagub 3-ga, jagub korrutis n(n™—1)(n" +1) samuti 3-ga. Kui aga n ei jagu
3-ga, ei saa 3-ga jaguda ka arv n”". Jarelikult peab kas n"* —1 voi n”" + 1 kindlasti
3-ga jaguma.

Kokkuvottes jagub iilesande avaldis igal juhul arvuga 8 -3 = 24.

21.5 Lahenduse ideed otsides proovime moned vidikesed n vidrtused ldbi. Kui n =
0,1,2,3, siis 32 — 31 + 3™ _ 3 vitab vastavalt vidrtused —4,0,60 ja 672 ning
32n _3"*1 1 3" 1 ] yotab 4 vorra suuremad viirtused 0,4, 64 ja 676. Tekib hiipotees,
et 32" —3"*1 1 3" _ 3 jagub 32-ga siis, kui 7 on paaritu, ja 3*" — 3" + 3" + 1 siis,
kui n on paaris. Nditame, et see hiipotees peab tdoepoolest alati paika.

Olgus siis n koigepealt paaritu. Tegurdame

32n_gn+l  3n_g3 =3"3"-3)+3"-3=3"+1)(3"-13).
Uurime arvu 3 astmete tstiklit modulo 8:

3=1=1mod8,
31=3=3mod8s,
32=9=1mod 8,
33 =27=3 mod 8.

Nédeme, et tekib tsiikkel pikkusega 2, kusjuures 3" = 3 mod 8 parajasti siis, kui n
on paaritu. Seega jagub avaldises (3" + 1) (3" — 3) tegur 3" — 3 paarituarvulise n
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korral kindlasti 8-ga. Lisaks jagub tegur 3" + 1 = (3" — 3) + 4 veel 4-ga, mistottu
korrutis (3" + 1) (3" — 3) jagub kokkuvottes 32-ga.
Vaatleme niitid juhtu, mil 7 on paaris. Tegurdame iilesande teist avaldist:

32 _3ntl 3% 4 1=3%2"_3.3"4+3"4+1=3%"-2.3"+1=(3"-1)°.

Eespool nigime, et kui 7 on paarisarv, annab 3" arvuga 8 jagades jd4gi 1. Seega
jagub 3" — 1 kindlasti 8-ga ja (3" — 1)* lausa 64-ga, millest muuhulgas jireldub
tema jaguvus 32-ga.

21.6 Vastus: n® —n®772 parajasti siis, kui n = 2 mod 4.
Tegurdame iilesande avaldise:

n®—n?= nz(nG— 1) = nz(n3— 1)(n3+ 1) =

=n’m-1Dn+D)R*+n+1)(R*-n+1).

Kuna 72 = 89, voime uurida eraldi jaguvust 8-ga ja 9-ga. Kdigepealt nditame,
et iilesande avaldis jagub n iga tdisarvulise vddrtuse korral 9-ga.

Kui 72} 3, siis 7% :9. Kui n = 1 mod 3, siis n—1 = 0 mod 3ja P+n+l=1+1+1=
0 mod 3. Kuiaga n =2 mod 3, siis n+1 =0 mod 3jan*~n+1=1-2+1=0mod 3.
Seega lilesande avaldis jagub 9-ga toepoolest iga tdisarvu n korral.

Uurime niiiid jaguvust 8-ga.

Kui n on paaritu, on n—1 ja n+ 1 paaris, kusjuures iiks neist peab jaguma 4-ga,
niisiis sel juhul jagub kogu korrutis 8-ga.

Kui n 4, siis n® } 16, mistdttu kogu korrutis jagub lausa 16-ga ja jarelikult ka
8-ga.

Kuiaga n=2mod 4, on n—1,n+1,n*+n+1jan?—n+1 paaritud ning n?
jagub 4-ga, aga mitte 8-ga. Kokkuvottes on see ainus juht, kus iilesande avaldis ei
jagu 72-ga.

21.7 Vastus: n* + n® — 2172 tipselt nende tiisarvude n korral, mis ei jagu ei 2-ga ega
3-ga.
Teeme muutujavahetuse 7° = m ning tegurdame poliinoomi m? + m —2. Ruut-
vorrandit m? + m — 2 lahendades leiame, et my = 1 ning my = -2, jarelikult

2

e -2=m?+m-2=m-1Dm+2) =’ -1)(n*+2) =
=m-Dn+1)n*+2).

Kui 72 on paarisarv, on 7 — 1 ja n + 1 paaritud; arv n* + 2 jagub samas 2-ga, aga
mitte 4-ga. Niisiis ei saa n* + n® — 2 jaguda 4-ga ega jirelikult ka 72-ga.

Kui 7 jagub 3-ga, ei saa 3-ga jaguda ei n—1, n+ 1 ega n® + 2. Jarelikult ei saa
nende korrutis jaguda 3-ga ega ammugi mitte 72-ga.

Kui 7 on paaritu, on n—1 ja n+ 1 kaks jarjestikust paarisarvu, milledest iiks
peab kindlasti jaguma 4-ga. Jarelikult jagub nende korrutis 8-ga.

Kui 7 ei jagu 3-ga, annab tema ruut 3-ga jagades ji4gi 1, seega n” + 2 3. Lisaks
peab 3-ga jaguma iiks arvudest 7 — 1 ja n + 1. Jarelikult (n — 1)(n + 1)(n® + 2) } 9.

Kokkuvottes, kui 7 ei jagu ei 2-ga ega 3-ga, jagub (n—1)(n+1)(n* +2) = n* +
n*-2 arvuga 72.

Teise voimaliku lahenduse annab iilesanne 18.11.

https://varamu. eu Versioon: 29.09.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

251

21.8 Vastus: b) kui n =0 mod 4 v6i n =3 mod 4.
a) Tegurdame antud poliinoomi:

n+n2+n3+n4+n5+n6:(n+n2)(1+n2+n4):n(n+1)(1+n2+n4).

Kuna 7 ja n+ 1 on jirjestikused tdisarvud, jagub nende korrutis kindlasti 2-ga. Kui
n =0 mod 3 vdi n =2 mod 3, jagub korrutis n(n + 1) ka 3-ga. Kui aga n =1 mod 3,
jagub 3-ga 1+ n? + n?, sest

1+n°+n*=1+1°+1*=1+1+1=0mod 3.

Kokkuvottes peab antud avaldis iga (isegi mittepositiivse) tdisarvu n korral 6-ga
jaguma.

b) Selleks, et tilesande avaldis jaguks 12-ga peab tema teguritekslahutus lisaks
a)-osas toestatule sisaldama veel iihte tegurit 2. Avaldis 1+ n?+n* on kindlasti paa-
ritu, seega peab tdiendav algtegur 2 parinema kas 7 voi n + 1 teguritekslahutusest.
See on voimalik parajasti siis, kui n = 0 mod 4 v6i n =3 mod 4.

21.9 Vastus: ei.

Tegurdame avaldise x°=5x3+4x = x(x*-5x%+4). Paneme tihele, et x*—5x>+4
on ruutpoliinoom x? suhtes. Teeme muutujavahetuse y = x* ja tegurdame polii-
noomi y* — 5y +4. Selleks saame kasutada niiteks teoreemi 10.4. Kuna vaadeldava
poliinoomi kodajate summa on 0, peab ta jaguma lineaarpoliinoomiga y — 1. Teise
teguri voime leida jagades:

Y =5y+4=(y-1)(y—4)
~y* +y
-4y +4
4y—-14
0

Teine voimalus on muidugi kasutada teoreemi 10.1 ja lahendada ruutvorrand
y* =5y +4 = 0. Selle lahendid tulevad y, = 1 ja y, = 4, niisiis saame uuritava
ruutpoliinoomi tegurdada kujul a(y — y1)(y — y2) = (y — 1) (y — 4).

Asendades tagasi y = x* ndeme, et x> —1 = (x—1)(x+ 1) jax>—4 = (x—2)(x +2)
ning kokkuvottes

X =5x3+4x=(x-1Dx-2)x(x+1)(x+2).

Seega tdisarvulise x vairtuse korral viljendab x° —5x° +4x viie jarjestikuse tdisarvu
korrutist.

Viiest jdrjestikusest tdisarvust vdhemalt {iks jagub 4-ga ja vidhemalt iiks veel 2-
x° —5x% +4x

ga, niisiis jagub viie jarjestikuse tdisarvu korrutis alati 8-ga. Jarelikult kui 100

oleks tdisarv, peaks ta jaguma 2-ga. 987654321 on aga paaritu.
21.10 Vastus: b) ei.

a) Kui iilesandes esinevad suured ilma ndhtava motivatsioonita arvud, siis
enamasti polegi konkreetsed arvud olulised ja tegelikult kehtib mingi tildisem
vdide. Selleks, et tildisemast vditest aimu saada, proovime ldbi iilesandes antutega
analoogilisi avaldisi, aga vdiksemate arvude (praegusel juhul astendajate) korral.
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Koigepealt ndeme, et arv n° + 1 ei jagu iildjuhul arvuga n + 1. Kontraniiteks
sobib n = 2; tdepoolest, 573.

Arv n* + n® +1 aga jagub alati arvuga n* + n + 1. Lihtne viis selles veenduda on
vaadelda neid avaldisi poliinoomidena muutuja n suhtes ning teha ldbi vastav
jagamistehe (vaata ka tilesannet 10.8):

n* +n? +1:(n2+n+1)(n2—n+1)
-n*—n-n?
nd+n’+n
n?+n+1
—n*-n-1
0

Siit saame piistitada hiipoteesi, et kui {ilesande avaldiste pealiikmed on vas-
tavalt n*f ja n?*f mingi tiisarvu k korral, siis ndutud jaguvusseos kehtib. Saame
ka hiipoteesi jagatise kohta — selleks voiks sobida vahelduvate méarkidega avaldis
n?k — p?*k=1 4 _—n+1. Proovime vastavaid avaldisi korrutada, kasutades abiva-
hendina geomeetrilise jada summa valemit (voi valemeid jaotisest 10.4).

k-1 2k—-1

(;’12k+n2 +...+n+1)(n2k—n TT+...—n+1)=
n2k+1_1 n2k+1+1 n4]€+2_1

n-1 n+l n-1

=n*f 2 1 nfea,

nagu oligi a)-osa toestuseks vaja, kuivord 4040 : 4.

b) Niitame, et arv n***2 + n** + ..+ n? + 1 ei jagu iildjuhul arvuga n?**! +

n?* + ...+ n+1. Selleks piisab, kui veendume, et jaguvusseos ei kehti n = 2 korral.
Nieme, et
22k+2 -1
22kl o2k 424 1=" =222
2-1
ja

242 otk 422 41= =

24k+4 -1 (22k+2 -1 (22k+2 +1)

22 -1 3
Niisiis
282tk 42241 22241 akilyg
22kl {224 4+2+1 3 3
Kuna 4 = 1 mod 3, siis ka 4% = 1 mod 3 ja 41 11 = 2 mod 3. Jarelikult pole
4k+1 + 1
3 tdisarv.

21.11 Vastus: ei.

Paneme tdhele,et mn+m+n+1=(m+1)(n+1). See tdhendab, et me voime
iilesande tekstis suurendada koiki vddrtusi 1 vorra, mispeale valitud arvudega lu-
batud tehe muutub lihtsalt korrutamiseks. Kuna muudetud iilesandes on alguses
tahvlil 2 ja 3, saab juurde kirjutada ainult arve kujul 293P Kuna aga 2008+1 = 2009
eijagu ei 2 ega 3-ga, ei saa ta mingi arvu lubatud kiikude jérel tahvlile ilmuda.
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21.12 Vastus: 52 on ainus voimalik vaartus.
Paneme tidhele, et

abct+ab+bc+ca+a+b+c+l=(a+1)(b+1)(c+1),

niisiis peame uurima vordust (a+ 1)(b+ 1)(c + 1) = 2001. Kuna 2001 = 3-23- 29,
saavad a, b ja c olla ainult 2, 22 ja 28 mingis jarjekorras. Igal juhul a+ b + ¢ = 52.

21.13 Vastus: (34,46,57), (46,34,57), (24,276,277) ja (276, 24,277).
Asendame siisteemi esimesest vorrandist z = x + y — 23 teise vOrrandisse:

x>+ - (x+y-23)?%=23,

x2+y2—(x2+y2+529+2xy—46x—46y) =23,
46x+46y—2xy—552=0,
23x+23y—xy-276=0.

Paneme tdhele, et —(x—23)(y—23) = —xy+23x+23y—529. Niisiis on iilal tuletatud
vorrand samavadrne vordusega

—(x—-23)(y—23)+529-276=0,
(x—23)(y—23) =253.

Kuivord 253 = 11-23 ning 11 ja 23 on algarvud, peavad x—23 ja y—23 olema mingis
jarjekorras kas 11 ja 23, —11 ja —23, 1 ja 253 voi —1 ja —253. Siit saame jargmised
voimalused.
® Kui x =34,y =46 v0i x = 46, y = 34, annab slisteemi esimene vorrand z =
34 +46—23 =57, niisiis saame lahenditeks kolmikud (34,46, 57) ja (46,34,57).
® Kui x =12,y =0v0i x =0,y = 12, annab siisteemi esimene vorrand z =
12 - 23 = —11, mis pole naturaalarv.
® Kuix=24,y=276v0i x =276, y = 24, annab siisteemi esimene vorrand z =
300—-23 = 277, kust saame lahenditeks kolmikud (24,276,277) ja (276, 24,277).
® Kuix=22,y=-230v0i x =-230, y =22, annab siisteemi esimene vorrand
z=—208 —23 = —231, mis pole naturaalarv.
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