Teoreem 21.1 (Aritmeetika pohiteoreem) Iga naturaalarv n = 2 esitub algarvude
korrutisena. See esitus on algtegurite jarjekorra tdpsusega iihene.

Toestus. Nditame koigepealt, et iga naturaalarv n = 2 esitub algarvude korrutisena.
Selleks kasutame tugevat matemaatilist induktsiooni. Baasjuhul 7 = 2 on vdide ilmne,
sest 2 on ise algarv. Sammu tegemiseks eeldame, et vdide on téestatud arvude 2,3, ...,k
jaoks, ja nditame, et see kehtib ka n = k + 1 korral.

Kui 7 on algarv, siis on vdide jélle triviaalselt toene. Kui aga n on kordarv, siis peab
taesitumakujuln=a-b,kus1<a,b<nehk2<a,b< k. Niilid saame aga a ja b jaoks
rakendada induktsiooni eeldust ning leida nende esitused algarvude korrutisena. Olgu
need esitused vastavalt a=py-p2-...-psjab=qg1-q2-...- q;. Siis

n=pip2...-ps-qi-qz-...-qr,

mis annabki arvu n esituse algarvude korrutisena.

Nditame niiiid, et kdigi naturaalarvude esitus algtegurite korrutisena on ithene (kui
mitte arvestada voimalikku tegurite iimberjdrjestamist). Oletame vastuvditeliselt, et
see vdide ei kehti ja olgu k vdhim niisugune arv, millel leidub kaks erinevat esitust
algtegurite korrutisena. (Selline arv k leidub tdnu languse printsiibile, vt jaotist 2.)
Vastuolu saavutamiseks konstrueerime arvust k rangelt vdiksema naturaalarvu, millel
on sama omadus.

Olgu arvu k esitused algtegurite korrutisena vastavalt

k=p1-p2-...-ps ja k=q1-q2-...-q; .

Olgu p; vdhim kummaski esituses esinevatest algarvudest (kui vahim algtegur on moni
qi, vahetame need kaks esitust omavahel dra).

Koigepealt ndeme, et p; ei esine teguritekslahutuses q; - g2 - ... g;. Toepoolest, kui
nditeks p; = ¢, oleks arvul — kaks erinevat esitust algtegurite korrutisena p, -...- psja
P1
G2 - ... q¢. Saame vastuolu, sest — < k.
p1

Jarelikult p; < ¢q;. Vaatleme niitid arvu

C=(—p)-Ga--"qs.
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Kuna p; > 0, siis ilmselt kehtib ¢ < k. Positiivne tegur gq; — p; voib ise olla kordarv, aga
tema tegurite hulgas ei saa olla algarvu p;, sest kui g, — p; : py, siis ka ¢q; : p;. Saame
vastuolu, sest p; ja g; on molemad algarvud, aga p; # q;.

Teisest kiiljest aga

C=(h—p)- G qr=q1 G2 Gt —P1" G2 .. Gt =
:k—Pl'Q2'---'67t=Pl'Pz'---'Ps—Pl'QZ'---'(JtZ
=p1-(p2-..-Ps—G2--..-q¢) .

Niisiis leidub arvul ¢ kaks erinevat teguritekslahutust —iiks, milles ei leidu algtegurit p; ja
teine, milles see algtegur esineb. Kuna ¢ < k, oleme saanud vastuolu arvu k valikuga. [J

Toodud téestuse voib leida ka Elts Abeli ja Raili Vildi 6pikust [3]. Veidi teistsuguse
konstruktsiooni annab Reimo Palmi koostatud 6pik [13], mida huvitatud lugejal samuti
uurida soovitan.

Aritmeetika pohiteoreem titleb, et igal naturaalarvul n = 2 leidub iihene kanooniline
esitus algtegurite astmete korrutisena

a) ay a
Py Py '---'pss!

kus p1, p2,..., ps on erinevad algarvud mingis kindlas (nt kasvavas) jirjekorras ja asten-
dajad a; on positiivsed tdisarvud.

Matemaatikavoistlustel 1iheb sageli vaja naturaalarvu arvu jagajate arvu. Seda voi-
maldab leida jargmine teoreem.

Teoreem 21.2 Olgu naturaalarvu n kanooniline esitus p{" - p;2-...- pg*. Siis tema
positiivsete jagajate arv on

(ap+1)-(ap+1)-...-(as+1).

Toestus. Arvu n koik positiivsed jagajad esituvad parajasti kujul

b b b
p11'p22'---'pssr

kus0< b; <a; (i =1,2,...,s). Muuhulgas nditeks valik b; = by = ... = by = 0 annab jagaja
1 ning valik b; = a; igai =1,2,..., s jaoks annab jagaja n.

Iga astendaja b; valikuks on a; + 1 voimalust ja iga astendajatekomplekti valik annab
arvu n erineva jagaja. Koiki astendajatekomplekti valiku voimalusi (ja jarelikult erinevaid
positiivseid jagajaid) on seega tidpselt (a; +1)-(az + 1) -...- (as + 1). O

= Niide 21.1 Arvu 72 = 2°3% koik (3 +1) - (2 + 1) = 12 positiivset jagajat on
2030—-1 2130-2 2230-4 2330-3g
2031=3 2l3l=g 2231=12 233'=24
2032-9 2132-18 2232=36 2332=72
[ ]

Ulesanne 21.1 (Siigisene lahtine voistlus 2016, noorem rithm) Kas leidub selline po-
sitiivne tdisarv n, millel on tdpselt 9 positiivset tegurit ja mille koik tegurid saab
paigutada 3 x 3 tabelina nii, et igas reas, igas veerus ja kummalgi diagonaalil olevate
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arvude korrutis oleks sama?
Lahendus. Teoreemi 21.2 pohjal peame tegurite arvu 9 esitama korrutisena (a; +
1)-(az+1)-...-(as +1). Selleks on kaks voimalust: 9=8+1ja9=(2+1)-(2+1).
Niisiis saavad lahendiks olla ainult arvud kujul p® ja p?¢* mingite algarvude p ja
g (p # q) jaoks. Mdlemad voimalused annavad lahendi. Niiteks arvu n = p®¢°
tegurid saab tabelisse paigutada nii:

pr’q' | P°¢" | p'q*
P°q* | p'q' | p*q°
p'd® | v*q* | p°q

Seline paigutus annab iga rea, veeru ja diagonaali elementide korrutiseks p°g°.
Arvu p® jagajate paigutamise 3 x 3 tabelisse jatame lugeja tilesandeks.

Naturaalarvu esitust kanoonilisel kujul saab iildistada koigile nullst erinevatele téis-
arvudele, kui vaadelda ka arvu maérki. Kui lisaks lubada astendajatel votta negatiivseid
vadrtusi, saame koigi nullist erinevate ratsionaalarvude kanoonilise esituse algarvude
astmete korrutisena.!

Ulesanne 21.2 (Piirkonnavoor 2017, 10. klass) Leia koik tdisarvude paarid (x, y), mille
korral
3247 =¥V .3¥ 3 4074
Lahendus. Vastus: ainus lahend on (-29,21).
Kuna 324 = 223%, saame ratsionaalarvu kanoonilise esituse iihesusest 2-e ja
3-e astendajate jaoks vastavalt vorrandid

2x+yY)=x—-y+2(y—-4)=x+y-8,
4(x+y)=x-3.

Esimesest vorrandist saame x + y = —8 ning seda vordust teise vorrandisse asen-
dades —32 = x — 3 ehk x = —29. Et x+ y = -8, jdreldub siit ka y = 21.

Ulesanded

Ulesanne 21.3 (Siigisene lahtine voistlus 2010, noorem rithm) Leia koik positiivsed téis-
arvud n, mille koigi positiivsete tegurite korrutis ei ole arvu n tdisarvulise astendajaga
aste.

Ulesanne 21.4 (Piirkonnavoor 1999, 11. klass) Antud on arvupaarid (1,1999), (2,1998),
(3,1997), ..., (1998,2), (1999, 1). Mitmes paaris jagub esimene arv teisega?

Ulesanne 21.5 (Piirkonnavoor 1996, 12. klass) Siniseks varvitud kuup loigatakse n®

iihesuuruseks kuubikujuliseks tiikiks. Toesta, et tihegi naturaalarvu 7 korral ei ole saa-

'Mo6lemal juhul on lisaks erandid 1 ja —1; nende esitamiseks peame lubama olukorda, kus kaigi
algarvude astendajad on 0-d. Ega sellest midagi hullu ei juhtugi, lihtsalt esituse iihesust tuleb sel juhul
hoolikamalt kisitleda.
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dud véikeste kuupide hulgas vordsel arvul varvimata kuupe ja kuupe, mille vihemalt
iiks tahk on sinine.

Ulesanne 21.6 (Loppvoor 1998, 12. klass) Leia koik algarvud kujul 10101...01.

Ulesanne 21.7 (Loppvoor 2002, 12. klass) Kas arv, mis koosneb ainult numbritest 2 ja 0,
voib olla mingi positiivse tdisarvu k-s aste, kus k = 2?2

Ulesanne 21.8 (Loppvoor 1994, 10. klass) Leia vahim naturaalarv, millel on tdpselt 100
erinevat naturaalarvulist jagajat (arvu jagajateks loeme ka selle arvu enda ja arvu 1).

2 2

Ulesanne 21.9 (Loppvoor 2003, 10. klass) Leia avaldise ———, kus m ja n on téisar-
mn

vud, koik voimalikud tadisarvulised vaartused.

Ulesanne 21.10 (Talvine lahtine voistlus 2010, noorem rithm) Vaatleme positiivseid
tdisarve IV, millel on tdpselt 6 positiivset tegurit. Téhistame need tegurid d;, ..., dg nii,
etl=d; <d)<ds;<dy<ds<ds=N.Nimetame arvu N heaks, kui summa dj + ds
jagub summaga dy + ds.

a) Leia vdhim positiivne tdisarv N, millel on tdpselt 6 positiivset tegurit ja mis ei
ole hea.

b) Todesta, et leidub l16pmata palju positiivseid tdisarve N, millel on tdpselt 6 posi-
tiivset tegurit ja mis ei ole head.

Ulesanne 21.11 (Loppvoor 2012, 11. klass) Professor P uuris oma viimases teadustoos
teatava omadusega naturaalarve. On teada, et alati, kui mingil naturaalarvul x on see
omadus, on arvu x koigil kordsetel samuti see omadus.

Olgu a,, ..., a, sellised positiivsed tdisarvud, mille koigil iihest suurematel teguritel
on professori P uuritud omadus. Kas voib kindlalt véita, et siis ka korrutise a; -...- a,
koigil iihest suurematel teguritel on see omadus?

Ulesanne 21.12 (Loppvoor 2009, 11. klass) Positiivne tdisarv n on selline, et nii 7 — 1
kui ka n + 1 on algarvud, kusjuures n > 18. Toesta, et arv n jagub vdhemalt 8 erineva
positiivse tdisarvuga.

Ulesanne 21.13 (Loppvoor 2005, 11. klass) Tdisarvud a, b ja n on sellised, et arv a+ b
jagub arvuga 7 ning arv a® + b? jagub arvuga n®. Toesta, et arv a”™ + b™ jagub arvuga
n'" suvalise positiivse tdisarvu m korral.

Ulesanne 21.14 (Piirkonnavoor 1993, 12. klass) Tdhistagu d(n) naturaalarvu n koigi

D . e e . dn)
positiivsete jagajate arvu. Leia piirvdartus lim —.
n—oo n

Lahendused

21.3 Vastus: koik 1-st suuremad tédisruudud.
Kirjutame arvu n koik positiivsed tegurid suuruse jirjekorras vélja:

l=di<dy<ds<...<dp_p<dp_1<di=n.
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Paneme tdhele, et kui arv d on arvu n tegur, siis on teguriks ka 3 ja vastupidi,

kusjuures kui d < /n, siis g > /n. See tdhendab, et me saame koik tegurid jagada

n
paaridesse (d;, di+1-i) = (di, 5) nii, et paari esimene element ei iileta v/, paari
i
teine element aga on vihemalt /7.

Iga paari elementide korrutis on tdpselt n, niisiis on koigi tegurite korrutis arvu
n tdisarvuline aste parajasti siis, kui koigi paaride kaks elementi on erinevad (voi

n
kui n=1).Vordusd = 7 kehtib aga parajasti siis, kui n = d?, st kui n on tiisruut.

21.4 Vastus: 19.

Ulesande arvupaarid on kujul (2000 — n, n), kus n = 1,2,...,1999. Tingimus
2000 — n : n tdhendab, et leidub tdisarv m = 1, mille korral 2000 — n = mn ehk
2000 = (m + 1) n. Niisiis sobivad parajasti sellised m véddrtused, mille korral m + 1
on arvu 2000 jagaja, kusjuures m+1 = 2.

Arvu 2000 kanooniline esitus algtegurite astmete korrutisena on 2* - 5%, jareli-
kult on tal teoreemi 21.2 pohjal (4 + 1) - (3 + 1) = 20 positiivset jagajat. Neist iiks on
1, seega rahuldab tiilesande tingimusi 19 véartust.

21.5 Virvimata kuupe on (7 — 2)® ning viahemalt iihe virvitud tahuga kuupe on seega
nd—(n-2)3. Vordusest (n—2)° = n®—(n—2)3 jareldub 2(n—2)® = n3, aga see vordus
ei saa kehtida iihegi naturaalarvu n korral. Toepoolest, arvu (1 — 2)% kanoonilises
esituses algtegurite astmete korrutisena peavad koigi algtegurite astmed jaguma
3-ga. Arvu 2(n —2)° kanoonilises esituses annab algarvu 2 astendaja jirelikult 3-ga
jagamisel jadgi 1, mistottu see arv ei saa ise olla vordne naturaalarvu n kuubiga.

21.6 Vastus: 101 on ainus noutud kujul algarv.
Tekstis pole kiill tiheseltmoistetavalt 6eldud, kas arv 1 vastab tilesande tingi-
mustele, aga isegi kui vastab, siis pole tegemist algarvuga. 101 jéllegi on algarv.
Kui iilesande arvus on k numbrit 1, avaldub ta kujul

1+100" +100% +...+ 100571,

Selles avaldises tunneme dra geomeetrilise rea summa, mistottu saame tema
vaartuseks

100F-1  @09)F-1  @ofH?-1  @ofF-1@or+1)

100-1 99 99 99 '

Kuna tegemist on tdisarvuga, peavad algtegurid 3,3 ja 11 esinema kusagil arvude
10F-1 ja 10% + 1 kanoonilistes esitustes.

Kui k > 3, kehtivad vorratused 10X — 1 > 99 ja 10% + 1 > 99. Seega kuidas iganes
ka ei jaguneks algtegurid 3,3 ja 11 tegurite 10 -1 ja 10% + 1 kanooniliste esituste
vahel, jddb pdrast taandamist molemast tegurist jarele 1-st suurem arv. Jarelikult
peab uuritav arv olema kordarv.

21.7 Vastus: el.
Olgu m ja n sellised positiivsed tdisarvud, et m* = n, ning vaatleme nende
kanoonilisi esitusi algarvude astmete korrutisena. Kui

m=2%4.3%.58. s p=2ku.gke gkas
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21.8

21.9

21.10

Viidame, et kui n koosneb ainult numbritest 2 ja 0, siis peab algarvu 2 aste
tema kanoonilises esituses olema tédpselt 1 vorra suurem kui algarvu 5 aste. Olgu
arvu n 1opus ¢ nulli. Arv n esitub siis kujul

2...200...0=2...2-10°=1...1-2-10".
——
¢

Nédeme, et algarvude 2 ja 5 astendajad kanoonilises esituses on vastavalt £ + 1 ja £.
See aga on vastuoly, sest teisest kiiljest peaksid need astendajad olema ka, ja kas
mingi tdisarvu k = 2 jaoks, mis on voimatu.

Teoreemi 21.2 pohjal peame tegurite arvu 100 esitama korrutisena (a; + 1) - (a2 +
1)-...-(as+1). Selleks on iiheksa voimalust:

9+1,49+1)-(1+1),24+1)-3+1),(24+1)-(1+1)-(1+1),
19+1)-4+1),9+1)-9+1),9+1)-4+1)-(1+1),
4+1)-4+1)-B3+1),4+1)-4+1)-1+1)-(1+1).

Korrutisele (a; +1) - (az+1)-...-(as+1) (kus a; = a; = ... = a;) vastav kanooniline
esitus p;' - p,*-...- ps* on minimaalne, kui p; =2, p, = 3, p3 = 5 jne on esimesed
algarvud kasvavas jdrjekorras. Niisiis on vastusekandidaatideks

Nende seast osutub koige viiksemaks 234517 = 45360.
Vastus: 2 ja —2.
2, 2
Nditame, et kui —— on tdisarv, peavad koigi algarvude astmed arvude m
mn
ja n kanoonilistes esitustes olema samad.

Oletame vastuvditeliselt, et leidub algarv p, mille astendajad arvude m ja n
kanoonilistes esitustes on vastavalt a ja b, kusjuures olgu iildisust kitsendamata
2, 52

n

. Jarelikult ei saa —— olla
mn

a>b. Siis mn: p**tjam?: p?*: p®*?P, aga n?  p*tt

taisarv; vastuolu.

Jarelikult on ainult kaks voimalust, kas m = n voi m = —n. Need voimalused
2, .2

annavad avaldise ——— véartusteks vastavalt 2 ja —2.
mn

Vastus: a) 20.

a) Vastavalt teoreemile 21.2 on arvul N = p{* - p;?-...- p¢* tépselt (a; +1)- (ap +
1)-...-(as + 1) positiivset tegurit. Viimane korrutis saab olla 6 ainult kahel moel:
kas s=1jaa; =5v0i s =2ja{a;,a»} =11,2}.

Esimene voimalus tihendab, et N = p° mingi algarvu p korral. Tema tegurid
suuruse jirjekorras on siis 1, p, p%, p°, p*, p° ning jarelikult dy + d3 = p + p* ja
dy+ds = p° + p*. Ndeme, et p> + p* = p?(p + p?), st sel juhul alati dy + ds : d + ds
ja jarelikult on k6ik arvud kujul p° head.

Teine voimalus tdhendab, et N = p? ¢ mingite erinevate algarvude p ja g korral.
Vaatame esimesed seda tiitipi tdisarvud labi.

Védhim niisugune arvon N =12 = 22.3 teguritega 1,2,3,4,6,12. Kuna4+6:2+3,
siis on 12 hea.
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21.11

21.12

21.13

21.14

Suuruselt jairgmine kandidaat on N = 18 = 2-3% = 18 teguritega 1,2,3,6,9, 18.
Kuna6+9:2+3,onkal8hea.

Suuruselt kolmas kandidaat on N = 20 = 2%-5 teguritega 1,2,4,5,10,20. Nitd
ndeme, et 5+ 1072 + 4, seega vihim mittehea arv on 20.

b) Kas eelmise osa niidet 20 saab iildistada? Proovime arve kujul N = 2% p. Kui
p =5, siis on tema tegurid suuruse jirjekorras 1,2,4, p,2p,4p. Saame d + ds =
2+3=6jads+ds=p+2p=3p.Kuna p peab olema paaritu arv, ndeme, et 3p /6.
Niisiis pole tikski sellisel kujul arv hea. Et algarve on aga lopmatult palju, olemegi
iilesandele konstrueerinud l6pmata palju lahendeid.

Vastus: jah, voib kiill.

Vaatleme korrutise a; -...-a, suvalist ithest suuremat tegurit m. Arv m ei pruugi
ise olla tihegi arvu a; jagajaks, sest tema algtegurid voivad parineda erinevatest
arvudest a;. Kiill aga saame aritmeetika pohiteoreemi alusel viita, et arvu m
iga algtegur p peab jagama monda arvudest a;. Siis aga on uuritav omadus nii
algarvul p kui ka selle algarvu kordsel m.

Kolmest jérjestikusest arvust vahemalt iiks jagub 2-ga ja vihemalt {iks 3-ga. Kuna
n—1ja n+1 on vdhemalt kahekohalised algarvud, peab n jaguma nii 2-ga kui
3-ga. Kui n-il on veel moni 3-st suurem algtegur, on tal vihemalt kolm algtegurit
ja seega vahemalt (1+1)-(1+1)-(1+ 1) = 8 positiivset jagajat.

Jaab iile vaadelda juhtu, kui 2 ja 3 on arvu n ainsad algtegurid. Kui vihemalt
iihe aste arvu n teguritekslahutuses on 3, on arvul 7z jille vdhemalt (3+1)-(1+1) =8
positiivset jagajat. Kui n = 2232, siis on tal (2+1) - (2 + 1) =9 > 8 positiivset jagajat.
Arvud 2'3!, 213 ja 223! aga ei sobi, sest iikski neist pole suurem kui 18.

Nditame, et tilesande tingimustest jareldub a: nja b: n.

Kuna (a+ b)? ! n? ja a® + b*  n?, saame, et n°-ga peab jaguma ka nende vahe
(a+b)* - (a*+b*) = 2ab.

Olgu p suvaline algarv, mis esineb arvu n kanoonilises esituses algarvude
korrutisena, ning olgu k tema aste selle esituses. Kuna 2ab : n’, peab p aste arvu
2ab kanoonilises esituses olema vdhemalt 2k ning arvu ab kanoonilises esituses
vdhemalt 2k — 1. Jarelikult on p aste kas a voi b kanoonilises esituses vahemalt
k.Kunaagaa+b:n: pk, peab p aste nii a kui b kanoonilises esituses olema
vihemalt k.

Kuivord see arutelu kehtib koigi algarvude p korral, saame jiareldada, et a: n
jab:n.Jarelikultka a™:n™, b":n"jaa™ +b™:in™.

Arvu n positiivsed tegurid saab jagada paaridesse, mille elementide korrutis on n
(vélja arvatud juhul kui 7 on tdisruut, aga see ei muuda edasist lahendust). Kuna

paari viiksem element ei iileta v/7, on teguripaare kokku iilimalt v/7 ja jarelikult

d 2 d
d(n) <2+/n. Siit saame omakorda, et () < —, millest tuleneb r}im ﬂ =0.
n

vn —o n
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