Téisarvude kohta kiivate {ilesannete lahendamisel on sageli kasulik uurida avaldiste
jddke mingi kindla naturaalarvu (mooduli) jargi. Jadkide vottega saab néiteks tdestada,
et moni olukord ei ole voimalik. Selleks piisab leida moodul, mille jérgi uuritava avaldise
jadk tilesande tingimustega vastuolu annab. Sobiva mooduli leidmine néuab kogemust,
tihti omajagu t66d ja vahel natuke 6nnegi.

Taisruutude kohta kdivate iilesannete lahendamise osutub sageli kasulikuks moo-
dul 4 koos tdhelepanekuga, et tdisruut saab 4-ga jagamisel anda ainult jadgi 0 voi 1.
Toepoolest, paarisarvu 2k jaoks saame (2k)? = 4k, mis jagub 4-ga, ning paaritu arvu
2k + 1 jaoks saame (2k + 1)? = 4k® + 4k + 1, mis annab 4-ga jagades jadgi 1.

Ulesanne 19.1 (Piirkonnavoor 2009, 10. klass) Matemaatik korrutab enne t66pdeva
algust soojenduseks koik algarvud, mis ei iileta tema vanust pdevades, ja liidab saadud
korrutisele 1. Kas on voimalik, et ta saab tulemuseks tdisarvu ruudu?

Lahendus. Ilmselt on matemaatik vahemalt kaks pdeva vana, seega korrutab ta
omavahel arvu 2 ja mingi hulga paarituid arve. Saadud korrutis jagub 2-ga, aga
mitte 4-ga, niisiis annab see 4-ga jagamisel jaégi 2. Liites veel 1, saab matemaatik
16puks arvu, mis annab 4-ga jagamisel jadgi 3. Tdisruudu jddk jagamisel 4-ga peaks
aga olema kas 0 voi 1. Seega pole voimalik, et matemaatik saab tulemuseks tdiarvu
ruudu.

Kuidas aga tildjuhul uurida 16pmatut hulka tdisarve? Selgub, et jadgiiilesannete
puhul piisab, kui vaadata ldbi koiki jadgid, mis antud mooduli 7 jargi tekida saavad.
Neid jadke on aga tdpselt n, mida on tunduvalt vihem kui 16pmatu hulk!

Tuletame kodigepealt meelde moned pohidefinitsioonid.

Definitsioon 19.1 Olgu antud tdisarv n = 2 ja suvaline tdisarv a. Arvu a jddgiks
mooduli 7 jargi (voi modulo n) nimetame niisugust tdisarvur (0<sr<n-1), et

a=d-n+r
mingi tdisarvu d korral.

Lihtne on ndha, et kitsendus 0 < r < n—1 mdérab jdagi r tiheselt.
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= Naide 19.1 Tdisarvu a = 2022 jadgiks jagamisel mooduliga n =7 on r = 6, sest kehtib
vordus 2022 =288-7 +6.

Paneme tdhele, et ka negatiivsest arvust saab mingi positiivse mooduli suhtes jaaki
leida, kusjuures jddk ise on definitsioonis 19.1 néutu pdhjal mittenegatiivne. Vaatleme
nditeks arvu —10 mooduli 7 suhtes. Kuna —10 = (-2) - 7 + 4, saame 0elda, et —10 annab
7-ga jagades jaagi 4.

Mingi mooduli n suhtes sama jadgi andvad tdisarvud asuvad arvteljel nii, et nende
vahed on tidpselt n. Nditeks arvud, mis annavad mooduli 7 suhtes jddgi 4, on

...,—17,-10,-3,4,11,18,....
[ ]

Definitsioon 19.2 Olgu antud tdisarv n = 2. Utleme, et tdisarvud a ja b on jécigivordsed
ehk kongruentsed mooduli n jargi, kui a ja b annavad n-iga jagamisel sama jaagi ehk
a— b n. Sel juhul kirjutame

a=bmod n.

Definitsiooni 19.2 alusel saame koik tdisarvud antud mooduli 7 jargi omavahel
kongruentsete tdisarvude klassideks jagada. Paneme tdhele, et vastavaid klasse tekib
tapselt n tiikki.

= Niide 19.2 Mooduli 4 jargi on neljaks omavahel kongruentsete tdisarvude klassiks

{...,—8,-4,0,4,8,...},
{...,—7,-3,1,5,9,...},
{...,—6,-2,2,6,10,...},
{...,—5,-1,3,7,11,...}.
[
Selline jaotus voimaldabki koik tdisarvud 1opliku toomahuga 1dbi vaadata. Nimelt
osutub, et jadkide kohta kdivate vdidete uurimiseks piisab, kui vaadata igast klassist
14bi tiks (nditeks vihim mittenegatiivne) esindaja. Vastava votte korrektsuse pohjendab
jdrgmine teoreem.

Teoreem 19.1 Olgu antud tdisarv n = 2 ning kaks tédisarvu a ja b. Olgu r ja s vastavalt
nende tdisarvude jadgid, mis tekivad jagamisel mooduliga 7. Siis kehtivad kongruent-
sid

a+b=r+smod n,

a—-b=r-smod n,

a-b=r-smod n.

Kui m on positiivne tdisarv, kehtib lisaks ka kongruents

a™=r" mod n.

Toéestus. Definitsiooni 19.1 jargi leiduvad tdisarvud d ja e nii, et

a=d-n+r ja b=e-n+s.
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Siis
(axth)—(rts)=d-nte-n=(dzxe)-n.

Kuna saadud avaldis jagub n-ga, oleme definitsiooni 19.2 jargi pohjendanud teoreemi
kaks esimest kongruentsi. Kolmanda kongruentsi jaoks avaldame

a-b-r-s=(d-n+r)-(e-n+s)—r-s=(d-e-n+d-s+r-e)-n,

mis samuti jagub n-ga. Seega on ka teoreemi kolmas kongruents téestatud.

Neljanda kongruentsi tdestame induktsiooniga m jargi. Kui m = 1, siis a' —r! =
a—r: njavajalik kongruents kehtib.

Eeldame niiiid, et mingi tdistarvu k korral kehtib a®=r¥mod n ja uurime avaldist
a"*! = g*. a. Tdnu induktsiooni eeldusele ja tilaltdestatud kolmandale kongruentsile
saame

mida oligi induktsiooni sammu l6petamiseks vaja. O

Niitid saame sonastada jécikide uurimise pohiprintsiibi.

Olgu antud tdisarvuliste muutujatega avaldis, mis kasutab tehetena liitmist, lahu-
tamist, korrutamist ja positiivsete tdisarvuliste konstantidega astendamist. Kui on
tarvis leida, milliseid jddke saab see avaldis anda jagamisel tdisarvuga n = 2, siis piisab,
kui leida selle avaldise jd4dgid n suhtes, andes muutujatele koikvoimalikud vaartused
hulgast {0,1,2,...,n—1}.

Ulesanne 19.2 (Loppvoor 2005, 9. klass) Olgu a, b ja c suvalised tdisarvud. Toesta, et
a® + b* + ¢® jagub 7-ga parajasti siis, kui a* + b* + ¢* jagub 7-ga.
Lahendus. Uurime, milliseid jadke saavad tdisarvu ruudud ja neljandad astmed
anda jagamisel 7-ga. Ulalsonastatud printsiibi pohjal piisab, kui uurime, milliseid
jadke annavad 7-ga jagamisel arvude 0, 1,2, 3,4, 5,6 vastavad astmed. Koostame

tabeli.
r r? rt r?’mod 7 | r* mod 7
0l O 0 0
1 1 1 1 1
2 4 16 4 2
31 9 81 2 4
4 || 16 | 256 2 4
51 25| 625 4 2
6 || 36 | 1296 1 1

Nieme, et tabeli kahes viimases veerus saab kolme jddgi summa jaguda 7-ga
ainult siis, kui nad kas koik on vordsed 0-ga voi kui nad on 1, 2,4 mingis jarjekorras.
Esimene juht vastab olukorrale, kus a, b ja ¢ jaguvad koik 7-ga ning sel juhul
{ilesande viide kehtib. Teisel juhul nieme, et r* annab 7-ga jagades ji4gi 1, 2 voi 4
parajasti siis, kui 7* annab vastavalt jazgi 1, 4 voi 2. Niisiis kehtib iilesande viide
ka sel juhul.
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Ulesande 19.2 lahendamiseks vajaliku tabeli koostamisel saab kasutada mitut nok-
su, mis voimaldavad arvudega sadadesse ja tuhandetesse mitte minna. Nii muutub
rehkendus ise lihtsamaks, kiiremaks ja vdhem veaohtlikuks.

Koigepealt paneme tédhele, et nditeks 6 = —1 mod 7. Seega

6°2=(-1)>=1°=1mod 7.

Jah, jadgid toepoolest toimivad nii! Sama moodi 5 = =2 mod 7 ja4 = -3 mod 7, jérelikult
ka

52=(-2)>=2>=4mod 7,

42=(-3)2=3>=2mod 7.

Niisiis piisab tabeli 7* mod 7 veeru viljaarvutamiseks vaid viirtuste r = 0,1,2,3 libi
vaatamisest.
Mida teha veeruga r* mod 72 Selle juures teeb elu lihtsamaks tihelepanek, et

r* mod 7 = (r?> mod 7)> mod 7.

Seega voime veergu r* mod 7 kirjutada lihtsalt eelmise veeru arvude ruudude jasgid
jagamisel 7-ga. Koik vajalikud véddrtused oleme seejuures juba eelnevalt vélja arvutanud.
Kokkuvottes polnud arvutustes vaja arvudega kordagi isegi kiimnetesse minna!

Ulesanded

Ulesanne 19.3 (Piirkonnavoor 2002, 9. klass, b)-osa) Kas leidub naturaalarve, mille
ruut avaldub nelja jarjestikuse naturaalarvu summana?

Ulesanne 19.4 (Siigisene lahtine voistlus 2019, noorem rithm) Leia koik algarvud p,

mille korral ka ja P on algarvud.

Ulesanne 19.5 (Talvine lahtine voistlus 2011, noorem rithm) Toesta, et vorrandil
2x° - y2 =3
ei ole tdisarvulisi lahendeid.

Ulesanne 19.6 (Piirkonnavoor 2010, 9. klass) Leia koik jadgid, mille saab anda 4-ga
mittejaguva paarisarvu ruut jagamisel 32-ga.

Ulesanne 19.7 (Loppvoor 2012, 9. klass) Tdisarvude a, b, c kohta on teada, et a+ b+ ¢
jagub 6-ga ja a”® + b* + ¢? jagub 36-ga. Kas voib kindlalt viita, et arv a® + b + ¢ jagub

a) 8-ga?
b) 27-ga?

Ulesanne 19.8 (Siigisene lahtine voistlus 2009, noorem rithm) Leia kdik positiivsed
tiisarvud n , mille korral 1+ 2%+ 3% +4" on mingi tdisarvu ruut.
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Ulesanne 19.9 (Loppvoor 2021, 9. klass) Méngijad A, B ja C méngivad jargmist mangu.
Alguses on tahvlil arv 1. Oma kdigul asendab méngija parajasti tahvlil oleva arvu n
omal valikul kas arvuga n + 1, arvuga 77 + 7 voi arvuga 4n° + 3n + 4, kuid kirjutatav
arv ei tohi olla suurem kui 10°. Kiiakse kordamoéda: alustab A, seejdrel kdib B, siis
C, tema jdrel jdlle A jne kuni kdigupuuduse tekkimiseni. Voidab méngija, kes teeb
viimase kdigu. Kas {ihel méngijaist on voimalik voita teiste suvalise vastuméangu korral
ja kui jah, siis kellel?

Ulesanne 19.10 (Loppvoor 2021, 10. klass) Leia koik positiivsed tédisarvud k, mille
korral leidub tdisnurkne kolmnurk, mille kaatetite pikkused on tdisarvulised ning
mille hiipotenuusi pikkus on v'88...822...2, kus juure all olevas arvus on tipselt k
kaheksat ja tdpselt k kahte.

Ulesanne 19.11 (Piirkonnavoor 2018, 11. klass) Keraamik valmistab risttahukakujulise
tellise, mille servapikkused on tiisarvud a, b ja c, kusjuures SUT(a, b) = SUT(b, ¢) =
SUT(c,a) = 1. Kas selle tellise vastastippe iihendava diagonaali pikkus saab olla
taisarv?

Ulesanne 19.12 (Loppvoor 1993, 11. klass) Toesta, et iihegi naturaalarvu n > 1 korral ei
saa arvu
1+2+...+n

viimaseks numbriks olla 2,4,7 ega 9.

Ulesanne 19.13 (Piirkonnavoor 2003, 12. klass) Milliste tdisarvude n korral jagub arv
n*+n?-2 arvuga 72?

Ulesanne 19.14 (Piirkonnavoor 1998, 12. klass) Leia koik voimalikud jadgid, mis voivad
tekkida algarvu p > 3 ruudu p? jagamisel arvuga 12.

Ulesanne 19.15 (Piirkonnavoor 2022, 12. klass) Arvujadas (a;) kehtivad vordused
a; =4,a; = -7 ning a, = a,—1a,-2 — 1 iga n > 2 korral. Kas leidub selline algarv,
millega jada (a,,) tikski liige ei jagu?

Ulesanne 19.16 (Siigisene lahtine voistlus 2009, vanem rithm) Kas leidub selline algarv
p, et p> +2008 ja p* + 2010 on samuti algarvud?

Ulesanne 19.17 (Stigisene lahtine vdistlus 2012, vanem riithm) Leia koik jadgid, mille
saab 6-ga jagamisel anda tdisarv n, mis rahuldab vordust n® = m® + m + 1 mingi
tdisarvu m korral.

Ulesanne 19.18 (Piirkonnavoor 2008, 12. klass) Olgu a ja b tdisarvud. Toesta, et kui
ab + 1 jagub 8-ga, siis ka a + b jagub 8-ga.

Ulesanne 19.19 (Loppvoor 1995, 10. klass) Toesta, et kui m ja n on naturaalarvud ning
arv mn + 1 jagu arvuga 24, siis arv m + n jagub samuti arvuga 24.

Ulesanne 19.20 (Loppvoor 2000, 11. klass) Leia koik algarvud, mille kuues aste ei anna
504-ga jagades jaagiks 1.
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Ulesanne 19.21 (Loppvoor 2007, 11. klass) Leia koik positiivsete tdisarvude paarid
(m, n), mille korral
m"—-n"=3.

Ulesanne 19.22 (Loppvoor 2005, 11. klass) Kas leidub selline tdisarv n > 1, et arv
22 t=n
ei ole lihegi tdisarvu ruut?
Ulesanne 19.23 (Loppvoor 2009, 12. klass) Olgu n mittenegatiivne tdisarv, mille korral
on tdisarvu ruut. Toesta, et n jagub 4-ga.

Ulesanne 19.24 (Piirkonnavoor 2022, 11. klass) Kas leiduvad tdisarvud x ja y, mille
korral

a) x’- xy+y2 =2021?
b) x*—xy+ y? =20222

Ulesanne 19.25 (Talvine lahtine voistlus 2018, vanem rithm) Positiivsete tdisarvude a
ja b korral on murru
5a* + a®
b*+3b%+4
vadrtus tdisarv. Toesta, et a on kordarv.

Ulesanne 19.26 (Siigisene lahtine voistlus 1999, vanem rithm) Leia koik jadgid, mis
saavad tekkida 120-ga tihistegurita arvu ruudu jagamisel 120-ga.

Ulesanne 19.27 (Stigisene lahtine voistlus 2006, vanem rithm) Olgu b positiivne paa-
n

risarv, mille korral leidub naturaalarv n > 1 nii, et arv on tdisarvu ruut. Toesta,

et b jagub 8-ga.

Lahendused

19.3 Vastus: ei.
Nelja jdrjestikuse naturaalarvu n,n+1,n+2 ja n+ 3 summa on 47 + 6, mis
annab 4-ga jagades jddgi 2. Naturaalarvude ruudud aga saavad 4-ga jagades anda
ainult jadke 0 ja 1.

19.4 Vastus: 7jall.

Lahenduse votmeks on leida moodul, mille jargi dnnestub ndidata, et
p+1

ja

on enamasti kordarvud. Moodul 2 ei anna midagi moistlikku, aga 3 sobib.

-1 +1
Kodigepealt ndeme, et kui p = 3, siis P - P

= 1 pole algarv. Muude

algarvude korral peab kehtima kas p =1 mod 3 v6i p =2 mod 3.
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:3.Kuna

-1
Kui p =1 mod 3, siis eeldusel, et P on tdisarv, peab kehtima P

-1
tegemist peab olema algarvuga, saame, et sel juhul pT = 3, kust omakorda p = 7.
p+1

Teisest kiiljest on siis ka =2 algarwv.

+1 +1
Kui p =2 mod 3, siis eeldusel, et d on tdisarv, peab kehtima L :3. Kuna

+1
tegemist peab olema algarvuga, saame, et sel juhul pT = 3, kust omakorda

p = 11. Teisest kiiljest on siis ka P—__ 5 algarv.

19.5 Kuna 2x° on paaris ja 3 paaritu, peab y* olema paaritu, seega peab ta olema
paaritu arvu ruut ja esituma kujul y* = (2n + 1)> = 4n” + 4n + 1 mingi tiisarvu n
jaoks. Jarelikult

2x3 :4n2+4n+4:4(n2+n+ 1).

Niisiis 2x> { 4, mis tdhendab, et x peab olema paarisarv ja muuhulgas 2x> : 16.
Niiiid aga saame vastuolu, sest n°+n+1 = n(n+1)+1 on kindlasti paaritu, mistottu
4(n® + n+1) ei saa jaguda 16-ga. Seega ei saa algsel vorrrandil olla lahendeid
tdisarvudes.

19.6 Vastus: ainus voimalik jadk on 4.
4-ga mittejaguva paarisarvu iildkuju on 4k + 2 (kus k € Z). Seda ruutu tostes
saame
(4k+2)* =16k* + 16k +4 = 16k(k+1) +4.

Kuna tiiks arvudest k ja k + 1 on kindlasti paarisarv, peab arv 16k(k + 1) jaguma
32-ga ning (4k + 2) voib jarelikult 32-ja jagades anda ainult ja4gi 4.

Seda iilesannet saab lahendada ka jadkide uurimise pohiprintsiibi abil, aga
t6od on natuke rohkem. Kdigepealt paneme tdhele, et 4-ga mittejaguv paarisarv
saab 32-ga jagades anda ainult jadke 2,6,10, 14, 18,22, 26 ja 30. Vaatame ldbi nende
ruutude jadgid, mis tekivad jagamisel 32-ga:

22=4=4mod 32,

62 =36 =4 mod 32,
10° =100 = 4 mod 32,
142 =196 =4 mod 32,
182 =324 =4 mod 32,
222 =484 =4 mod 32,
262 =676 =4 mod 32,
302 =900 = 4 mod 32.

Niisiis ndeme jille, et tekkida saab ainult jadk 4.

19.7 Vastus: a) jah, b) ei.
a) Nditame, et kui a+ b+ c:2ja a® + b + ¢* ! 4, siis peavad a, b ja c olema
paarisarvud. Sellest viitest jareldub kohe, et a® + b® + ¢®: 8.
Kui a+ b+ c:2, aga nad koik ei ole paarisarvud, peab a, b ja c¢ seas leiduma
tdpselt kaks paaritut arvu. Paarisarvu ruut annab 4-ga jagades jddgi 0, paaritu
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arvu ruut aga jadgi 1. Niisiis peab a? + b? + ¢? andma 4-ga jagades jaégi 2; saime
vastuolu eeldusega a” + b* + ¢* 1 4.

b) Sobiva konstruktsiooni annab néiteks valik a =2, b = 2ja ¢ = 8. Siis a+b+c =

12:6jaa’+b*+c*=72:36,agaa’ + b® + ¢* =528727.
19.8 Vastus: n =1 on ainus voimalus.

Kui n =1 ja n =2, siis on tilesande avaldise vddrtuseks vastavalt 36 ja 48; neist
esimene on tdisruut ja teine ei ole. Kui n > 2, saame tilesande avaldist teisendada
jargmiselt:

1+42°+3°+4"=32+4"=16-2+4"7?).

Et selle avaldise vadrtus saaks olla tdisruut, peaks tdisruut olema ka 2 +4"2 Samas
kui 7 > 2, saame 2 + 4" "% = 2 mod 4. Taisruudud aga saavad 4-ga jagades anda
ainult jadgi 0 voi 1. Niisiis rohkem voimalusi ei ole.

19.9 Vastus: voitev strateegia on méngijal C.

Lahenduse votmeks on vaadelda tahvlil oleva arvu jadki jagamisel 3-ga. Pane-
me tédhele, et iga lubatud kdik muudab seda jaéki tsiikliliselt 1 vorra suuremaks (st
jadgist 1 saab jadk 2, jadgist 2 jadk 0 ja jadgist 0 jadk 1).

See vdide on ilmne kdigu n — n+1 jaoks. Kdigu n — 7n+7 puhul on asi samuti
lihtne, sest 7 =1 mod 3 ja jarelikult ka

7n+7=n+1mod3.

Kiigu n — 4n° + 3n + 4 korral paneme koigepealt tihele, et n® = n mod 3
iga tdisarvu n jaoks. Selles voime veenduda jadkide uurimise pohiprintsiibi abil,
vaadates ldbi jadgid 0,1 ja 2:

02 =0=0mod 3,
1°=1=1mod 3,
23 =8=2mod3.

Loomulikult kehtivad ka kongruentsid 4 = 1 mod 3 ja 3 = 0 mod 3, jarelikult
4n*+3n+4=1n+0n+1=n+1mod 3.

Niisiis on parast A kdiku tahvlil alati arv, mis annab 3-ga jagades jddgi 2, parast
B kéiku arv, mis annab 3-ga jagades jddgi 0, ning parast C kidiku arv, mis annab
3-ga jagades jaagi 1.

Kuna tahvlil oleva arvu suurendamine 1 vorra on alati lubatud, l6ppebki méng
parajasti siis, kui tahvlile ilmub 10°. Kuna 10° = 1% = 1 mod 3, peab viimase kdigu
tegija olema méngija C.

19.10 Vastus: k =1 on ainus voimalus.
Pythagorase teoreemi pohjal otsime vorrandi

a’+b*>=88...822...2
taisarvulisi lahendeid.

Kui k=1, siissobivad a=1ja b =9, sest a’ + b* = 82.
Kui k = 2, siis otsime moodulit, mille jargi tilaltoodud vorrand kehtida ei saa.
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Ruutude puhul t66tab tihti moodul 4, aga praegu pole temast kasu, sest kehtib
seos 88...822...2 =2 mod 4 ning kui a ja b on paaritud, annab nende ruutude
summa samuti 4-ga jagades jddgi 2. Sama moodi ei anna tulemust ka moodulid
2,3,5,6ja7.

Aga mooduli 8 jirgi ndeme, et 88...822...2 = 6 mod 8, sest nii 822 =6 mod 8
kui ka 222 = 6 mod 8. Teisest kiiljest saavad tdisarvude ruudud anda 8-ga jagades
ainult jadgi 0,1 voi 4. Selles viites saame veenduda néiteks jadkide uurimise
poOhiprintsiibi jargi, kontrollides arvude 0, 1, ..., 7 ruute:

0>=0=0mod 8,
12=1=1mod 8,
22=4=4mod 8,
32=9=1mod 8,
42=16=0mod 8,
52=25=1mod 8,
62 =36=4mod 8,
72 =49=1mod 8.

Jarelikult ei saa kahe tdisarvu ruudu summa anda 8-ga jagades jdiki 6, sest voima-
likud tekkivad jddgid on ainult0,1,2,4 ja 5.

19.11 Vastus: ei.
Tellise diagonaali pikkus d avaldub servapikkuste kaudu kujul d? = a® + b* + ¢%.
Kuna servapikkused a, b ja ¢ on paarikaupa iihistegurita, saab tilimalt iiks neist
olla paaris. Niisiis annavad kaks v6i kolm arvudest a*, b” ja c¢* jagamisel 4-ga jadgi
1 ja iiks voi mitte tikski jazgi 0. Jarelikult on summa a® + b* + ¢? jaik jagamisel 4-ga
kas 2 voi 3. Tdisruudu d? jadk jagamisel 4 peaks aga olema kas 0 voi 1.

19.12 Aritmeetilise jada summa valemist teame, et

B nn+1)
_—2 .

1+2+...+n

Uurime, milliseid vdartusi voib votta avaldise n(n + 1) viimane number, st jadki
jagamisel 10-ga. Jadkide uurimise pohiprintsiibi jargi teame, et selleks piisab
uurida vaartusi n=0,1,...,9. Ndeme, et

0-1=0,1-2=2,2-3=6,3-4=12,4-5=20,
5-6=30,6-7=42,7-8=56,8-9=72,9-10=90.

Niisiis saavad avaldise n(n + 1) viimaste numbritena esineda ainult 0, 2 ja 6. Jareli-

nn+1
kult saavad avaldise % viimased numbrid olla ainult 0,5, 1,6, 3 ja 8.

19.13 Vastus: n* + n? — 21 72 tipselt nende tdisarvude 7 korral, mis ei jagu ei 2-ga ega
3-ga.

Tédisarv jagub 72-ga parajasti siis, kui ta jagub 8-ga ja 9-ga. Uurime avaldise

n* + n® — 2 jadki jagamisel 8-ga ja 9-ga, kui n votab koik vidrtused vastavalt 0-st

7-ni ja 0-st 8-ni. Seejuures osutuvad vdga kasulikuks votted, millega tutvusime
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iilesande 19.2 lahenduse jirel. Leiame vaheviirtustena n” ja n* ja4gid jagamisel
8ja9-ga. Lisaks peame meeles, et 7=-1 mod 8,6 =-2mod §,...,8 = -1 mod 9
jne, mis voimaldab piirduda ainult poole n? veeru viljaarvutamisega.

n |l n? mod 8 | n* mod 8 | (n*+n?-2) mod8
0 0 0 6
1 1 1 0
2 4 0 2
3 1 1 0
4 0 0 6
5 1 1 0
6 4 0 2
7 1 1 0
nl| n”mod9 | n*mod9 | (n*+n?>-2)mod9
0 0 0 7
1 1 1 0
2 4 7 0
3 0 0 7
4 7 4 0
5 7 4 0
6 0 0 7
7 4 7 0
8 1 1 0

Nieme, et n* + n® — 2 = 0 mod 8 parajasti siis, kui 7 ei jagu 2-ga, ja n* + n* -2 =
0 mod 9 parajasti siis, kui 7 ei jagu 3-ga. Seega n* + n® — 2 = 0 mod 72 parajasti
siis, kui 7 ei jagu ei 2-ga ega 3-ga.

Selle iilesande teise voimaliku lahenduse annab iilesanne 22.7.

19.14 Vastus: ainus voimalik jadk on 1.

Koikvoimalikud jddgid, mis saavad tekkida positiivse tdisarvu p jagamisel
12-ga, saame kitte, kui vaatame p kohal ldbi jadgid 0,1,2,...,11. Kuna p peab
lisaks olema 3-st suurem algarv, siis teame, et vddrtusi0,2,3,4,6,8,9, 10 pole motet
vaadelda. Niisiis piisab, kui uurime vaértusi p = 1,5,7,11. Nende puhul saame

1°=1=1mod 12,
52=25=1mod 12,
72 =49=1mod 12,

11°=121=1mod 12.

Niisiis saab tekkida ainult jadk 1.

19.15 Vastus: jah, sobib nditeks 11.
Leiame vaadeldava jada moned esimesed liikmed: a; =4, a» = -7, a3 =4-
(-7)—-1=-29, a4 =(-7)-(=29) — 1 =202. Lihtne on ndha, et ¢; = a» =4 mod 11
ning samuti a3 =4 mod 11 ja a4 =4 mod 11.
Tekib hiipotees, et jada koik liikmed annavad 11-ga jagades jadgi 4. Hiipoteesi
toestamiseks saame kasutada matemaatilist induktsiooni. Induktsiooni baas on
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19.16

jada esimeste lilkkmete jaoks juba kontrollitud. Sammu tegemiseks paneme tdhele,
etkui a,_1 = a,,—» =4 mod 11, siis

an,=0ay, 10y, 2—1=4-4—1=15=4mod 11.

Niisiis ei jagu jada (a,) tikski liige 11-ga.

Vastus: ei.

Niisuguste tileaannete puhul on sageli kasulik muutujate vdikeseid vaartusi
1abi proovida. Selle peale juhtub tiitipiliselt iks kahest — me kas jouame vdirtuseni,
mis rahuldab iilesande tingimusi, vdi leiame seaduspéra, mis aitab pohjendada
miks niisugust vdartust ei leidu.

Proovime viikeseid algarve libi ning leiame p>+2008 ja p°® +2010 tegurdused.

p | p®+2008 | p*+2010
2 | 25.3%2.7 | 2-1009
3| 5-11-37 | 3-7-97
5 3%.79 5-7-61
7 2351 13-181
11| 3%2.7-53 | 13-.257
13| 5-29? 7-601

Tabelist hakkab silma, et igas reas peale 7 jagub iiks arvudest p°® +2008 ja p® +2010
7-ga. Kas me suudame selle reegli iildjuhul tdestada?

Uurime avaldiste a®+2008 ja a® +2010 jazki jagamisel 7-ga. Koigepealt paneme
tdhele, et 2008 = 6 mod 7 ja 2010 = 1 mod 7, seega piisab vaadelda avaldisi a+6
jaa®+1.

Kuna algarv 7 on tabelis juba 1dbi vaadatud, piisab, kui uurime mittenulljadke,
mis 7-ga jagamisel tekkida véivad, st vddrtusi a = 1,2, 3,4, 5,6. Koostame vastava
tabeli.

al a+6|a+1
1 7 2
2 14 9
3 33 28
4 70 65
5 131 126
6 222 217

Nédeme, et igal juhul jagub iiks vadrtus tabeli reas 7-ga, seega noutud omadusega
algarve ei leidu.

19.17 Vastus: 1 on ainus selline jaik.

Uurime koigepealt, milliseid jiike saab anda n° jagamisel 6-ga. Jazdkide uuri-

Ipraktikas pole kdiki arve 16puni tegurdada vaja. Piisab, kui leiame proovimise teel moned viiksemad
algtegurid.
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mise pohiprintsiibi alusel piisab, kui vaatleme arvude 0, 1,...,5 kuupide jadke:

0>=0=0mod 6,
1=1=1modSs,
23 =8=2mod6,
33=27=3mod 6,
43 =64=4mod 6,
5% =125=5 mod 6.

Siit mingeid kitsendusi ei tule — koik voimalikud jd4dgid tdepoolest esinevad.
Proovime onne avaldisega m? + m + 1, kuhu asendame sama moodi viirtused
01,...,5:

0°+0+1=1=1mod6,
1°+1+1=3=3mod 86,
2242+1=7=1mod6,
324+3+1=13=1mod 6,
4°4+4+1=21=3mod6,
524+5+1=31=1mod 6.

Niiiid ldks paremini — ndeme, et esineda voivad ainult ja4gid 1 ja 3. Ulaltehtud
arvutuste pohjal n® jaoks tihendab see, et n = 1 mod 6 voi n = 3 mod 6.
Konstruktsioon 7 = 1 mod 6 jaoks on lihtne: kui n = 1, siis sobivad nii m =0
kui m=-1.
Ndiitame et variant n = 3 mod 6 pole voimalik. Paneme tidhele, et kui n =
3 mod 6, siis #° } 9. Uurime avaldise m? + m + 1 voimalikke jaike jagamisel 9-ga:

0°+0+1=1=1mod9,
1’+1+1=3=3mod9,
2242+1=7=7mod 9,
3°4+3+1=13=4mod 9,
4°4+4+1=21=3mod9,
524+5+1=31=4mod9.
62+6+1=43=7mod 9,
7?4+7+1=57=3mod 9,
82+8+1=73=1mod 9.

Nieme, et igal juhul m? + m +179.

19.18 Kui ab + 1 jagub 8-ga, peavad a ja b olema paaritud arvud. Niisiis piisab jadkide
uurimise pohiprintsiibi jargi, kui vaatame a ja b kohal l4bi paaritute arvude jaa-
gid jagamisel 8-ga, st 1,3,5 ja 7. Koostame tabeli, kuhu kirjutame ab + 1 jdédgid
jagamisel 8-ga, mis koikidel voimalikel juhtudel tekivad.
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Tabelist ndeme, et jddgi 0 saame ainult neil juhtudel, kui a + b = 0 mod 8 ehk
a+b:8.

19.19 Mooduli 8 jdrgi on tegemist tdpselt tilesande 19.18 véditega. Niisiis jddb iile kontrol-
lida sama vdite paikapidavust mooduli 3 jargi.
Jadkide uurimise pohiprintsiibi jargi piisab kui uurime, millise jadgi annab
3-gajagades suurus mn + 1, kui m, n € {0, 1, 2}. Koostame vastava tabeli.

Nédeme, et mn + 1 : 3 parajasti siis, kui iiks arvudest m ja n annab 3-ga jagades
jddgi 1 ja teine jadgi 2. Sel juhul agaka m+n: 3.

19.20 Vastus: 2,3 ja7.

Tegurdades leiame, et 504 = 7-8-9, jarelikult ei saa 2° 3% ja 7° anda 504-ga
jagades jadki 1.

Niitame, et koigi teiste algarvude p korral p® = 1 mod 504 ehk p® —1:504.
Selleks toestame, et algarvude p ¢ {2,3,7} puhul p®—1:7, p®—1:8ja p®—1:9 ehk
p®=1mod 7, p® =1 mod 8ja p®=1 mod 9.

Jadkide uurimise pohiprintsiibi alusel piisab, kui uurime ainult jadke, mida
algarv p vastava mooduli suhtes anda voib.

Mooduli 7 suhtes tuleb ldbi vaadata jadgid 1,2, ...,6:

1°=1=1mod?7,
26=64=1mod 7,
34=729=1mod 7,

4% =(-3)=3°=1mod 7,
50=(-2)%=2%=1mod 7,
6°=(-1°=1=1mod 7.

Mooduli 8 suhtes tuleb ldbi vaadata jaagid 1,3,5, 7:

1°=1=1mod8,

3% =729=1mod 8,
5%=(-3)=3%=1mod8,
7%=(-1)%=1%=1 mod 8.
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Mooduli 9 suhtes tuleb ldbi vaadata jadgid 1,2,4,5,7,8:

1°=1=1mod9,
26-64=1mod9,

48 =212 -252=12=1mod9,
56 = (-4)%=45=1mod 9,
7%=(-2)=25=1mod9,
86=(-1)%=15=1mod9.

Oleme koikvoimalikud jadgid ldbi vaadanud ja vastava 6. astme jadk on alati 1.

19.21 Vastus: ainus voimaluson m =4, n=1.

Kui m =1, saame vorrandi 1 — n = 3, mille lahend n = -2 pole positiivne. Kui
n =1, saame vorrandi m — 1 = 3, kust tuleb lahend m = 4. Edasi voime seega
vaadelda juhtu m,n = 2.

Kodigepealt paneme tédhele, et kui m ja n oleksid sama paarsusega, oleks aval-
dise m" — n™ viirtus paarisarv. Seega peavad m ja n olema erineva paarsusega.

Uurime iilesannde avaldise jadki jagamisel 8-ga ning vaatame selleks ldbi kaks
juhtu.

Kui m on paaris ja n paaritu, saame eeldusest n = 2 muuhulgas, et n = 3.
Jarelikult m” = 0 mod 8.

Teisest kiiljest annab paaritu arvu ruut 8-ga jagamisel jadgi 1. Selles saame
veenduda nditeks jddkide uurimise pohiprintsiibi alusel, vaadates 1dbi voimalikud
paaritud jaagid, mis 8-ga jagamisel tekkida voivad:

1°=1=1mod 8,
32=9=1mod 8,
52=25=1mod 8,
72 =49=1mod 8.

Teine voimalus on panna tihele, et (2k + 1)2 = 4k(k + 1) + 1. Kuna jérjestikustest
arvudest k ja k + 1 tdpselt iiks on paaris, jagub avaldis 4k(k + 1) kindlasti 8-ga,
mistottu annab 4k(k + 1) + 1 arvuga 8 jagades jddgi 1 (vt ka iilesannet 22.2).
Niisiis 7% = 1 mod 8, millest omakorda jareldub n" = 1 mod 8 ja kokkuvdttes
m”" —n™ =7 mod 8.
Kui aga m on paaritu ja n paaris, saame analoogiliselt, et m"” — n™ =1 mod 8.
Kummalgi juhul pole véimalik tulemuseks saada arvu 3.

19.22 Vastus: jah.
Proovides labi viikeseid rn-i vaartusi, leiame, et

221 _7=1=1?,
22-1_7-121 =112,
22'-1_7-32761=1812.

Osutub, et n =5 korral pole aga .225_1 —7 = 231 — 7 tdisruut. Selle toestamiseks
piisab leida moodul, mille jirgi 2°! — 7 ei anna iihegi tdisruuduga sama jazki.
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19.23

Védhimaks niisuguseks mooduliks on 11. Paneme tdhele, et kehtib kongruents
2° =32 = -1 mod 11, jérelikult

231=230.2=-12%6.2=(-1)%-2=1-2=2mod 11
ja
23! _7=2-7=-5=6mod 11.

Jaab toestada, et tikski tdisruut ei saa 11-ga jagades anda jadki 6. Selles saame
veenduda nditeks jadkide uurimise pohiprintsiibi alusel, vaadates ldbi koik arvud
0,1,...,10:

0°=0=0mod 11,
1°=1=1mod 11,
22=4=4mod 11,
32=9=9mod 11,
4>=16=5mod 11,
52=25=3mod 11,

6% = (-5)%=5°=3mod 11,
72 = (-4)>=4?>=5mod 11,
82=(-3)*=3*=9mod 11,
92=(-2)2=22=4mod 11,
10°=(-1)>=12=1mod 11.

Vordust 2'° = 1 mod 11 saab lihtsalt tdestada Fermat’ viikese teoreemi abil.
Tegelikult voimaldavad Fermat’ vdike teoreem ja Euleri teoreem seda iilesannet
lahendada ka teistel viisidel, vt tilesannet 25.6.

Paneme tidhele, et
3" 4+3M 432" =3"1+3+3%+...+3").

Arvud 3" ja 1+ 3+ 3% +...+ 3" on iihistegurita, jarelikult peavad nad mélemad
olema tiisruudud. Selleks, et 3" oleks tdisruut, peab n olema paaris.

Jadb veel toestada, et paarisarvulise n viirtuse korral saab 1+3+3%+...+3
olla téisruut ainult siis, kui n : 4.

Vaatleme paarisarvu n, mis ei jagu 4-ga, st n = 2 mod 4. Otsime niisugust
moodulit, mille jargi avaldis 1 + 3 + 3% + ... + 3" annaks sellise jazigi, mida ei saa
anda tikski tdisruut. Kuidas sddrast moodulit leida?

Kuna vaadeldaval juhul 7 = 2 mod 4, tasub uurida, kuidas kditub avu 3 nelja
jarjestikuse astme summa. Paneme tihele, et iga naturaalarvu m jaoks

n

3Mm 4 gmtl gm+2 | gm+3 _am) 43432433 =3M.40,

Jarelikult kui k jagub 4-ga, jagub arvu 3 iga k jdrjestikuse astme summa 40-ga.
Muuhulgas saame

1+3+3%+3%+...+3"=1+3+3%=13 mod 40,

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

260 Peatiikk 19. Uurime jaike!

sest summa 3° + ... + 3" liidetavate arv jagub 4-ga, kui 7 = 2 mod 4.

Jadb iile veenduda, et iikski tdisruut ei saa 40-ga jagades anda jaaki 13. Jadkide
uurimise pohiprintsiipi otse rakendades tuleks 1dbi vaadata 40 jddki 0, 1,...,39,
aga saab ka kavalamalt. Nditeks voime tdhele panna, et kui summa S = 13 mod 40,
siis muuhulgas S = 3 mod 5.

Niiiid piisab jadkide uurimise pohiprintsiibi abil veenduda, et tikski tdisruut
ei anna 5-ga jagades jadki 3. Selleks vaatame ldbi arvude 0, 1,...,4 ruutude jadgid
jagamisel 5-ga:

0°=0=0mod 5,
1°=1=1mod 5,
22=4=4mod5,
32=9=4mod 5,
4°=16=1mod 5.

Sama moodi annab vastuolu moodul 8, sest S =5 mod 8, aga ainsad jadgid,
mis saavad tekkida tdisruudu jagamisel 8-ga on 0, 1 ja 4.

Lisaks on huvitav tdhele panna, et kui n =0 ja n =4, tuleb iilesande avaldise
védrtus toepoolest tiisruut, vastavalt siis 1 = 1 ja 9801 = 99°.

19.24 Vastus: a) ei, b) ei.
Ulesande molemas osas on lahenduse votmeks leida “halb” moodul, mille
jargi vastav vordus kehtida ei saa.
a)-osas on kohe ndha, et moodul 2 ei t66ta, sest kui x ja y on modlemad paari-
tud, siis on seda ka avaldis x* — xy + y*. Akki sobib moodul 32 Koostame jazkide
uurimise pohiprintsiibi alusel 3 x 3 tabeli, kuhu arvutame uuritava avaldise jaagid
3 jargi, kui x ja y votavad koikvoimalikud vaartused hulgast {0, 1,2}.

Nédeme, et jadki 2 ei teki. Et aga 2021 = 2 mod 3, pole uuritava avaldise vddrtusena
arvu 2021 voimalik saada.

b)-osas moodul 2 jille ei toota (vastuolu ei tule néiteks siis, kui x ja y on
molemad paaris). Kuna 2022 = 0 mod 3, ei sobi vastuolu saamiseks ka moodul 3.
Proovime moodulit 4 ja koostame avaldise x* — xy + y* jaikide tabeli.

01 2 3
0/0 1 0 1
11 1 3 3
210 3 0 3
3|1 3 3 1

Ndeme taas, et jadki 2 ei teki. Et aga 2022 = 2 mod 4, pole uuritava avaldise vdartu-
sena voimalik saada ka arvu 2022.

19.25 Kui b on paaritu, annavad nii b* kui ka b* paaritute tiisruutudena 4-ga jagamisel
jadgi 1. Arvu 3b? jadk jagamisel 4-ga on jarelikult 3 ja kogu summa b* + 3b* + 4
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jadk jagamisel 4-ga on 0 ehk b* + 3b? + 4 ! 4. Teisest kiiljest on selge, et kui b on
paarisarv, siis samuti b* + 3b* + 4 } 4. Niisiis jagub antud murru nimetaja alati 4-ga.

Kuna murru véirtus on tdisarv, peab ka tema lugeja 4-ga jaguma. Paarituar-
vulise a korral annavad nii a® kui a*, aga jarelikult ka 5a* jagamisel 4-ga jidgi 1,
mistottu 5a* + a® = 2 mod 4. See tihendab, et antud murru lugeja jaguks 2-ga, aga
mitte 4-ga.

Niisiis peab a olema positiivne paarisarv. Ainus voimalus, mille puhul ta poleks
kordarv, on a = 2. Siis 5a* + a® = 84. Jiib iile kontrollida, et kui b = 1 ja b =2, siis
b* + 3b” + 4 vairtused on vastavalt 8 ja 32, mis kumbki ei jaga arvu 84. Kui aga
b =3, siis b* +3b* +4 = 81 + 27 +4 > 84 ning jille ei saa {ilesande murru vairtuseks
tulla tdisarv.

19.26 Vastus: 1 ja 49.

Jadkide uurimise pohiprintsiip voimaldab anda sellele iilesandele kontsep-
tuaalselt lihtsa lahenduse. Piisab, kui vaatame hulgast {1,2,...,119} labi koik vaar-
tused r, mis on 120-ga iihistegurita, ning leiame nende ruutude jadgid 120-ga
jagamisel.

Paraku jddb niisugune lahendus pikaks (sobivaid védrtusi on 32) ning veaoht-
likuks (suurim neist vddrtustest on 119). Kas me suudame seda lahendust kuidagi
lihtsustada? Onneks jah.

Paneme koigepealt tihele, et arv r on iihistegurita arvuga 120 = 23-3.5 parajasti
siis, kui ta on iihistegurita arvuga 60 = 22 -3-5. Suvaline 120-ga {ihistegurita arv
avaldub seega kujul 60a + b mingite tdisarvude a ja b korral, kus SUT(b,60) = 1.
Samas paneme tdhele, et

(60a + b)> = 36004 + 120ab + b* = 120 - (304° + ab) + b* = b* mod 120.

Niisiis piisab, kui vaatame hulgast {1,2,...,59} 1dbi koik vdartused b, mis on
60-ga iihistegurita, ning leiame nende ruutude jaigid 120-ga jagamisel. Paraku
on ka neid arve veel lipris palju (nimelt 16) ja suurim neist on 59. Kas me saame
vajalikku t66 hulka veel kuidagi vihendada?

Jargmine mote on proovida moodulit 30, sest suvaline arv r on iihistegurita
arvuga 120 = 23 - 35 parajasti siis, kui ta on iihistegurita ka arvuga 30 = 2-3-5.
Iga 120-ga tihistegurita arv avaldub seega kujul 30c + d mingite tdisarvude c ja d
korral, kus SUT(d,30) = 1. Uurime selle avaldise ruutu:

(30c + d)® = 900¢? +60cd + d?.

Kuna 9007120 ja 607120, tundub korraks, et oleme tupikus. Onneks osutub, et
isegi juhul, kui arvud 900¢? ja 60cd eraldivoetuna 120-ga ei jagu, teeb nende
summa seda ometigi. Eraldame avaldisest 900¢? kindlalt 120-ga jaguva osa:

900¢% +60cd + d? = 840¢® +60¢% +60cd + d*> =7-120¢% +60c(c + d) + d?.

Kui c on paarisarv, saame kohe, et 60c(c+d) : 120. Kui c on aga paaritu, paneme
tdhele, et ka d peab olema paaritu, sest ta on 30-ga tihistegurita. Niisiis on ¢+ d
paarisarv ja jille 60c(c + d) : 120. Jarelikult kehtib ka (30¢ + d)? = d?> mod 120.

Seega piisab tegelikult, kui vaatame hulgast {1,2,...,29} ldbi koik vdartused d,
mis on 30-ga tihistegurita, ning leiame nende ruutude jadgid 120-ga jagamisel.
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262 Peatiikk 19. Uurime jaike!

Niisuguseid vdarusi on ainult kaheksa ning nende ldbivaatamine on juba tisna
lihtne:

1°=1=1mod 120,
7% =49 = 49 mod 120,
112 =121 =1 mod 120,
132 =169 = 49 mod 120,
17?2 = 289 = 49 mod 120,
192 =361 = 1 mod 120,
232 =529 = 49 mod 120,
292 =841 =1 mod 120.

Nédeme, et tekivad ainult jadgid 1 ja 49.
19.27 Geomeetrilise jada summa valemist (voi valemist (11.1)) teame, et

b" -1

- =" b2+, +b+1.

Uurime selle avaldise kditumist mooduli 8 jargi.
Kuna b on paarisarv, siis b* =0 mod 8, kui k > 3. Jarelikult

b -1 . . b'-1_ .
b1 =b+1mod8, kuin=2, ja b1 =b°+b+1mod8, kuinz=3.
n_
Igal juhul on paaritu, niisiis saab ta olla ainult paaritu arvu ruut. Paa-

ritute arvude ruudud aga saavad 8-ga jagades anda ainult jadgi 1 (vaata nditeks
iilesannete 22.2 ja 19.21 lahendusi).

Kui n =2, saame b+ 1 =1 mod 8, millest jareldub kohe b: 8. Kui aga aga n = 3,
saame b® + b+ 1 = 1 mod 8, millest omakorda b* + b: 8. Kuna b* + b= b(b+1) ja
b+ 1 on paaritu, peab ka sel korral kehtima b : 8.

Viimases viites saame loomulikult veenduda ka voimalikke jadke 1dbi vaadates.
Paarisarv voib 8-ga jagades anda jddgi 0, 2,4 voi 6. Nendel juhtudel saame

0°+0+1=1=1mod8,
2242+1=7=7mod 8,
424+4+1=21=5mod 8,
62+6+1=43=3mod 8.

Nideme, et ainult jddk 0 annab uuritava avaldise jadgiks 1, seega on b : 8 ainus
voimalus.
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