Olgu antud positiivsed tdisarvud a ja n ning vaatleme a jarjestikuste astmete jadke
jagamisel n-ga:

amodn, a'modn, a*>modn, a®modn,....

Teame, et n-ga jagamisel saab jadkidena tekkida ainult n erinevat arvu (0, 1,...,n—1).
Teisest kiiljest on astmete jddkide jada iga jirgmine liige eelmise poolt iiheselt méératud,
sest

a'"' mod n=a-(a' mod n) mod n. (19.1)

Jarelikult peab vaadeldavas jadas tekkima tsiikkel. See tihelepanek on kasulik suurte
astmete jddkide leidmisel.

22023

= Nidide 19.1 Mis on mod 30? Leiame arvu 2 esimeste astmete jidgid modulo 30:

20=1=1mod 30,
2! =2 =2 mod 30,
22 =4=4mod 30,
23 =8=8mod 30,

2% =16 =16 mod 30,
2° =32 =2 mod 30,
2% =64 =4 mod 30,
27 =128 =8 mod 30,

28 =256 = 16 mod 30.

Nédeme, et tekib tstikkel 2,4, 8,16 pikkusega 4. Kuna 2023 = 3 mod 4, siis

22023 = 23 — 8 mod 30.
[ ]

Paneme tdhele, et seos (19.1) voimaldab meil arvutuste kdigus arvude liiga suureks
minekut viltida, sest igal sammul saame vadrtusi asendada nende jadkidega mooduli n
jargi. Nditeks

26=2-(2° mod 30) =2-2 =4 mod 30.
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Ulesanded

Ulesanne 19.1 (Loppvoor 1993, 9. klass) Toesta, et arv 7'%% + 1993 jagub arvuga 100.
Ulesanne 19.2 (Loppvoor 1998, 9. klass) Leia arvu 11'%% kaks viimast numbrit.

Ulesanne 19.3 (Piirkonnavoor 1993, 10. klass) Toesta, et 101'% — 1 jagub arvuga 24.

Ulesanne 19.4 (Loppvoor 1998, 10. klass) Toesta, et kui positiivse tdisarvu n korral on
5" + 3™ + 1 algarv, siis n jagub arvuga 12.

Ulesanne 19.5 (Piirkonnavoor 1994, 12. klass) Leia koik naturaalarvud », mille korral
arv1™+2" +3" + 4" jagub arvuga 5.

Ulesanne 19.6 (Loppvoor 1996, 11. klass) Toesta, et arv 1" + 2" +... + 15" jagub arvuga
480 mistahes paaritu arvu n = 3 korral.

12020

Ulesanne 19.7 (Loppvoor 2021, 11. klass) Toesta, et arv 202 + 5 jagub arvuga 63.

Ulesanne 19.8 (Loppvoor 1999, 12. klass) Olgu a, b, ¢ ja d mittenegatiivsed tdisarvud.
Toesta, et arvud 2477 ja 2¢7% annavad 15-ga jagamisel sama jadgi siis ja ainult siis, kui
arvud 3%5” ja 3°5% annavad 16-ga jagamisel sama jigi.

Ulesanne 19.9 (Loppvoor 1996, 12. klass) Toesta, et mistahes algarvu p > 5 korral
leidub selline positiivne tiisarv n, et arvu p” kiimnendesituse kolm viimast numbrit
on 001.

Ulesanne 19.10 (Loppvoor 2001, 12. klass) Toesta, et iga tdisarvu a > 1 jaoks leidub
niisugune algarv p, et
l+a+a*+...+a’"!

on kordarwv.

Ulesanne 19.11 (Loppvoor 2011, 12. klass) Leia arvu
1'+2%+3% 4+, +2011%°1

viimane number.
Lahendused
19.1 Uurides arvu 7 astmeid leiame, et
7°=1, 7'=7 7?°=49, 73=343, 7*=2401,

niisiis
7% =7%*=1 mod 100.

See tihendab, et 7 astmed modulo 100 annavad tsiikli pikkusega 4 ja 7 = 1 mod
100 alati, kui i : 4. Muuhulgas 7'%%? = 1 mod 100 ja jarelikult 7'°% = 7 mod 100,
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mistottu
71993 4 1993 = 7+93 = 0 mod 100,

mida oligi tarvis toestada.

19.2 Vastus: 81.
Uurime arvu 11 astmete jadkide tsiiklit mooduli 100 jargi. Arvutades peame
meeles, et iga tehte jdrel voime leitud vddrtuse asendadad tema jddgiga modu-
lo 100. Nii vdldime arvutuste kdigus arvude liiga suureks minemist.

11° =1 mod 100,
11! =11 mod 100,
112 =121 =21 mod 100,
113 =11-21=231=31 mod 100,
11*=11-31 =341 = 41 mod 100,

11°=11-81 =891 =91 mod 100,
11'9=11-91=1001 =1 mod 100,
11'"=11-1=11=11 mod 100,

Nieme, et tekib tsiikkel pikkusega 10, kusjuures 11" = 1 mod 100 parajasti siis,
kui n: 10. Jarelikult
11998 = 11° = 81 mod 100.

19.3 Piisab kui toestame, et 101'°° — 1 jagub nii 3-ga kui 8-ga.
Kuna 101 = 2 mod 3 voime uurida arvu 2 astmete kditumist modulo 3. Ndeme,
et

2°=1mod3, 2'=2mod3, 2°=4=1mod3, 2)=8=2mod3,....

Saame tsiikli pikkusega 2, kusjuures paarisarvuliste astmete puhul tekib jadk 1.
Niisiis
101 -1=2'"-1=1-1=0mod 3.
Mooduli 8 jargi saame 101 = 5 mod 8, seega voime uurida arvu 5 astmeid
modulo 8:

5°=1mod8,5'=5mod 8,5°=25=1mod 8, 5°=125=5mod8,....

Saame tsiikli pikkusega 2, kusjuures paarisarvuliste astmete puhul tekib jadk 1.
Niisiis
101'°-1=5'""-1=1-1=0mod 8.

Muidugi voime mooduli 8 jaoks kasutada ka tdhelepanekut, et iga paaritu arvu
ruut annab 8-ga jagades jddgi 1. Toepoolest, (2k + D?=4k? +4k+1=4k(k+1)+1.
Kuna k ja k + 1 on kaks jdrjestikust tdisarvu, peab iiks neist kindlasti 2-ga jaguma,
mistottu 4k(k + 1) jagub 8-ga. Kuna 101'% = (101°%)? ja 101°° on paaritu arv, peab
kehtima kongruents 101'%° = 1 mod 8.

Selle iilesande veel iihe voimaliku lahenduse annab {ilesanne kui 24.2.
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19.4 Naitame, et alati, kui » annab 12-ga jagades jddgi, mis erineb 0-st, peab iilesande
avaldise vdartus olema kordarvuline.
Uurime koigepealt arvu 5 astmete tsiiklit modulo 3:

5=1mod3, 5'=2mod3, 5°=25=1mod3, 5°=125=2mod3.

Nieme, et tekib tsiikkel pikkusega 2, kusjuures 5" = 2 mod 3 parajasti siis, kui n
on paaritu. See tdhendab, et paaritu n korral

5"+3"4+1=2+0+1=0mod 3.

Kuna 5" + 3" + 1 > 3, peab tegemist olema 3-ga jaguva kordarvuga.
Teiseks uurime arvu 3 astmete tsiiklit modulo 5.

3°=1mod5,
3'=3mod5,
32=9=4mod>5,
33=27=2mod5,
3*=81=1mod5.

Niisiis tekib tsiikkel pikkusega 4, kusjuures 3" = 4 mod 5 parajasti siis, kui n =
2 mod 4. See tdhendab, et kui n annab 12-ga jagades jdagi 2,6 voi 10, siis

5"4+3"4+1=0+4+1=0mod>5.

Kuna 5" + 3" + 1 > 5, peab tegemist olema 5-ga jaguva kordarvuga.
Viimaks uurime kogu iilesande avaldise jadki modulo 7. Koostame tabeli, kuhu
kirjutame arvude 5", 3" ja 1 ning nende summa ja4gi jagamisel 7-ga.

n 01 23 45 6
5"mod7 |1 5 4 6 2 3 1
3"mod7 |1 3 2 6 4 5 1
lmod7 |1 1 1 1 1 1 1
Y mod7 |3 2 0 6 0 2 3

Tekib tsiikkel pikkusega 6, kusjuures 5" + 3" + 1 : 7 parajasti siis, kui » annab 6-ga
jagades jddgi 2 voi 4. Kuna 5" + 3" + 1 > 7 tdhendab see, et iilesande avaldis annab
7-gajaguva kordarvu, kui n-i jadk jagamisel 12-ga on 2, 4,8 v6i 10.

Kokkuvdttes oleme niidanud, et 5" +3" + 1 on kordarv alati, kui 7 annab 12-ga
jagades mingi muu jasgi kui 0. Seega kui 5" + 3" + 1 on algarv, peab n jaguma
12-ga.

On voimalik nédidata, et 5" + 3" + 1 on algarv niiteks siis, kui n = 12,36,48, 72
voi 120.

19.5 Vastus: sobivad parajasti koik n vdartused, kus n ei jagu 4-ga.
Vaatleme a”" jadke jagamisel 5-ga, kus a =1,2,3,4jan=0,1,2,3,4. Koostame
tabeli, mille viimasele reale arvutame veeruelementide summa jaégi jagamisel
5-ga.
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n 01 2 3 4
1"mod5|(1 1 1 1 1
2"mod5|1 2 4 3 1
3"mod5|1 3 4 2 1
4"mod5|1 4 1 4 1
> mod5 (4 0 0 0 4

Nideme, et arvu 1 astmed moodustavad tsiikli pikkusega 1, arvude 2 ja 3 astmed
tsiikli pikkusega 4 ning arvu 4 astmed tsiikli pikkusega 2. Kogu tabel hakkab seega
korduma tsiiklis pikkusega 4. Seega hakkab samas tsiiklis korduma ka veeruele-
mentide summa jddk jagamisel 5-ga. Tabelist ndeme, et veerud, kus summa jadk
ei tule 0, on parajasti need, kus n: 4.

19.6 Kuna 480 =2°-3-5, uurime iilesande avaldist eraldi moodulite 3, 5 ja 32 jérgi.
Koigepelt koostame tabeli, kuhu leiame a” jidgid ja nende jdidkide summa
jagamisel 3-ga, kusa=1,2,3.

n 1 2 3 4
1"mod3 |1 1 1 1
2"mod3 (2 1 2 1
3"mod3|0 0 0 O
> mod3 [0 2 0 2

Nédeme, et 1" ja 3" annavad tsiikli pikkusega 1, 2" aga tsiikli pikkusega 2. Nende
summa annab jdrelikult samuti tsiikli pikkusega 2, kusjuures paarituarvuliste n
vadrtuste puhul jagub summa 3-ga.

Kunal=4=7=...=13mod3,2=5=8=...=14mod3ja3=6=9=...=
15 mod 3, kehtib tdpselt sama arutelu ka kolmikute (4,5,6), (7,8,9),...,(13,14,15)
jaoks. Kokkuvottes saame, et iilesande avaldis jagub 3-ga iga paaritu astendaja n
korral.

Mooduli 5 jirgi saame arutleda sarnaselt, uurides kéigepealt summat 1" +
2" +3" + 4" + 5", Vastav arutelu kordab sisuliselt iilesande 19.5 lahendust ainult
selle erinevusega, et niiiid liidame ka viirtuse 5", mis ei muuda aga midagi, sest
5" =0 mod 5. Ulesande 19.5 lahendusest jireldub, et

1"+2"+3"+4"+5" =0
iga paarituarvulise n vddrtuse korral. Jadb veel ainult tdhele panna, et
1"+2"+3"+4"+5"=6"+7"+8"+9"+10" =11"+12" +13" + 14" + 15" mod 5,

mistottu ka
1"+2"+ ... +15"=0mod 5.

Mooduli 32 jdrgi uurime koéigepealt summat 1” + 15”. Kuna n on paaritu,
saame selle summa tegurdada (vt harjutus 10.4 peatiikist 10):

1"+15"=1+15) 1" 1 -1"2.15+1"3.15% - ... +12.15"3-1-15"2 + 15" 1).
Esimese teguri vdartus on 1+ 15 = 16, teine tegur aga on paaritu, sest temas on n

paarituarvulist liidetavat-lahutatavat.
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Tépselt sama moodi leiame, et arvud 3" + 13", 5" + 11" ja 7" + 9" on arvu 16 ja
mingi paaritu arvu korrutised. Jarelikult

1"+3"+5"+7"4+9" + 11"+ 13" +15":32.
Teisest kiiljest
2" 414" = (2+14) 2" 1 =272, 144273142 — | 4221473 -2.14" % + 147

on 16 ja mingi paarisarvu korrutis ning jagub seetottu 32-ga; sama arutelu kehtib
muidugi ka summade 4" + 12" ja 6" + 10" kohta.

Lopetuseks jdib veel tihele panna, et 8" jagub 32-ga alati, kui n = 2.

Kokkuvottes oleme toestanud, et iilesande avaldis jagub arvuga 480 iga paaritu
arvu n = 3 korral.

Ulesande algses sonastuses kiisiti tdestust ainult 7 > 5 jaoks.

19.7 Uurime iilesande avaldist eraldi moodulite 7 ja 9 jargi.

Paneme tédhele, et 2021 —5=2016 ning et 2016: 7 ja 2016 : 9. Jarelikult 2021 =
5 mod 7 ja 2021 = 5 mod 9 ning meil piisab tdestada, et arv 5°°?° + 5 jagub 7-ga ja
9-ga.
Uurime arvu 5 astmete tstiklit modulo 7.
5°=1mod 7,
5! =5mod 7,
52=25=4mod 7,
5=5.4=20=6mod 7,
5'=5.6=30=2mod 7,
5°=5.2=10=3 mod 7,
560=5.3=15=1mod 7.

Nédeme, et tekib tsiikkel pikkusega 6. Kuna 2020 = 4 mod 6, saame
20212020 4 5=52020 1 5=5% 4 5=24+5=0mod 7,

jarelikult jagub arv 2021%°2° + 5 arvuga 7.
Uurime arvu 5 astmete tsiiklit modulo 9.

5°=1mod9,

5! =5 mod 9,

52=25=7mod9,

53=5.7=35=8mod 9,

5*=5-8=40=4mod 9,

5°=5-4=20=2mod 9,

5°=5.2=10=1mod 9.

Nédeme, et jdlle tekib tsiikkel pikkusega 6. Eelmise juhuga analoogiliselt saame

20212920 4+ 5=52020 4 5=5% y 5=4+5=0mod 9,
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jarelikult jagub arv 20212°%° + 5 ka arvuga 9 ning kokkuvdttes arvuga 63.

Julgemad lahendajad' véivad kohe uurida arvu 5 astmete tsiiklit modulo 63.

5% =1 mod 63,
5! =5 mod 63,
5% =25 mod 63,

53 =125 =62 mod 63,

5% =625 = 58 mod 63,

5°=5.58=5-(—5) = —25 =38 mod 63,
56=5.38=190 =1 mod 63.

Nédeme, et tekib tsiikkel pikkusega 6. Kuna 2020 = 4 mod 6, saame
20212020 4 5=5%2020 , 5=5% 4 5=58+5 =0 mod 63,

jarelikult jagub arv 20212°%° + 5 arvuga 63.
Veel tihe voimaliku lahenduse annab tilesanne 24.5

19.8 Uurime astmete 2", 7" jadkide tsiikleid modulo 15 ning 3" ja 5" jadkide tsiikleid
modulo 16. Koostame tabeli:

n 01 2 3 4
2"mod15|1 2 4 8 1
7"mod15|1 7 4 13 1
3"modl6|1 3 9 11 1
5"modl16 |1 5 9 13 1

Nédeme, et alati tekib tsiikkel pikkusega 4. Niisiis voime iilesandes esinevad asten-
dajad alati asendada nende jadkidega modulo 4, mist6ttu piisab vaadelda juhtu,
kuia,b,c,d€{0,1,2,3}.

Koostame niitid kaks eraldi tabelit, milles leiame 27" mod 15 ja 35" mod
16 koikvoimalikud vaartused, kui m, n € {0, 1,2, 3}.

Niitid saame vahetult kontrollida, et 2477 = 2674 ja 395" = 3°59 parajasti siis,
kui:

® a=cjab=d;voi

® la—c|=2jalb-d|=2.

Mbolemas tabelis on samad jaédgid jalgitavuse huvides ka sama véarviga méargistatud.

ulgust ldheb vaja sellepirast, et tekkiv tsiikkel vaib osutuda pikaks. Otsides tsiikleid eraldi modulo 7
ja 9 garanteerime, et need ei saa olla pikemad kui vastavalt 7 ja 9 elementi.
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19.9

19.10

Peame niitama, et leidub 7 = 1 nii, et p” = 1 mod 1000. Paneme tihele, et p° =
1 mod 1000. Kui meil 6nnestub toestada, et p” mod 1000 jouab tsiikliga tagasi
1-ni, on iilesanne lahendatud.

Me teame juba, et p astmetes mooduli 1000 jargi peab tsiikkel kindlasti tekki-
ma, aga kas see tsiikkel peab alati alagama jada esimesest elemendist? Ndide 19.1
toestab, et mitte tingimata: 2° = 1 mod 30, aga tsiikkel algab alles viartusest 2! = 2.

Mille poolest ndide 19.1 ja praegune iilesanne erinevad? Paneme tdhele, et
tilesandes 19.1 polnud astendatav 2 ja moodul 30 iihistegurita, siinses tilesandes
aga SUT(p,1000) = 1, sest p on 5-st suurem algarv.

Niitame, et kui astendatav p ja moodul m on tihistegurita, peab tsiikkel tagasi
joudma elemendini p° mod m. Oletame vastuviiteliselt, et see ei ole nii.

Olgu c esimene jadk, mis esineb teist korda. Siis leiduvad erinevad positiivsed
astendajad i ja j nii, et c = p’ = p/ mod m, aga p' ™ # p/~! mod m.

Tihistame a = p' ! mod mija b= pj ~! mod m. Siis saame ekvivalentsi pi =
p’ mod m kirjutada kujul

a-p=b-p mod m.
See seos tdhendab, et (a-p—b-p) : mehk p(a—b) : m.Kuna p ja m on iihistegurita,
jareldub siit, et a— b : m ehk a = b mod m. Saime vastuolu eeldusega, et a ja b on
erinevad jadgid mooduli m jargi.

Selleks, et saada aimu, mis lilesandes toimub, proovime moned vidikesed a vaar-
tused l4dbi.
Kui a = 2, siis saame geomeetrilise jada summa valemist

2P -1
2-1

1+2+2%+... +2P7 1= 2P 1.

Arvutame 27 — 1 vdidrtuse viikeste algarvude p korral, kuni jduame kordarvuni:
22-1=3,2°-1=52°-1=31,2"-1=127, 2" =2047=23-89.

Niisiis a = 2 korral sobib p = 11. Kuidas on lugu jargmiste a vadrtustega?

Kui a = 3, siis 1 + 3! = 4 on kordary, jarelikult sobib p = 2.

Kui a = 4, siis 1 +4' =50n algarv, aga 1+ 4' + 42 = 21 kordary, jarelikult sobib
p=3.

Kui a = 5, siis 1 +5' = 6 on kordarv, jirelikult sobib p = 2.

Kui a = 6, siis 1+6' =7ja1+6!+6% =43 onalgarvud, aga 1+6' +6>+6° +6* =
1555 on kordary, jarelikult sobib p = 5.

Néeme, et paarituarvulise a korral sobib alati p = 2, sest 1 + a jagub 2-ga. a=4
puhul aga sobis p = 3 ning a = 6 puhul p =5.

Siit tekib mote proovida p rolli monda a — 1 algtegurit. Kui a—1: p, siis a =
1 mod p. See aga tihendab, et ka @> = 1 mod p, @® = 1 mod p jne. Jirelikult

l+a+a*+...+a’ '=1+1+1+...+1=0mod p.

-~

p

Kokkuvottes, kui a = 2, saame valida p = 11, aga kui a = 3, saame valida p rolli
arvu a — 1 suvalise algteguri, mis kindlustab, et iilesande avaldis jagub p-ga. Kuna
ta on samas p-st suurem, peab tegemist olema kordarvuga.
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19.11 Vastus 8.
Ulesande avaldise viimase numbri leidmiseks piisab, kui vaatleme astendata-
vate viimaseid numbreid (ehk jadke jagamisel 10-ga). Paneme téhele, et kiimnend-
numbrite jdrjestikuste astmete leidmisel kehtivad jairgmised seaduspérasused:

numbrite 0, 1,5 ja 6 koik positiivsed tdisarvulised astmed loppevad vastavalt
numbritega 0,1,5 ja 6;

numbri 2 jarjestikused positiivsed tdisarvulised astmed 16ppevad numbrite-
ga2,4,6,8,2,4,... (tekib tsiikkel pikkusega 4);

numbri 3 jirjestikused positiivsed tdisarvulised astmed I6ppevad numbrite-
ga3,9,7,1,3,9,... (tekib tsiikkel pikkusega 4);

numbiri 4 jarjestikused positiivsed tédisarvulised astmed l6ppevad numbrite-
ga4,6,4,6,... (tekib tsiikkel pikkusega 2);

numbri 7 jdrjestikused positiivsed tdisarvulised astmed lI6ppevad numbrite-
ga7,93,1,7,9,... (tekib tsiikkel pikkusega 4);

numbri 8 jarjestikused positiivsed tdisarvulised astmed 16ppevad numbrite-
ga 8,4,2,6,8,4,... (tekib tsiikkel pikkusega 4);

numbri 9 jirjestikused positiivsed tdisarvulised astmed I6ppevad numbrite-
ga9,1,9,1,... (tekib tsiikkel pikkusega 2).

Nédeme, et moodustuva tsiikli pikkus jagab alati arvu 4. Niisiis voime tilesande
avaldises asendada astendatavad nende jadkidega jagamisel 10-ga ning asten-
dajad nende jaikidega jagamisel 4-ga. See omakorda tihendab, et jada a; = i’
liikmete viimased numbrid moodustavad tsiikli pikkusega VUK(10,4) = 20.

Eraldame jadast a;, ay, ..., a1 viimased 2000 liiget. Nende viimased numbrid
moodustavad 100 tsiiklit pikkusega 20. Milline iganes ka ei oleks iihe tsiikli arvude
summa viimane number, on 100 tsiikli arvude viimaste numbrite summa viimane
number kindlasti 0.

Jarelikult on tilesande avaldise viimane number sama kui summal

'+22+33+4%+5°+6%+77+8%+9%9+ 100+ 11! =
=1+4+7+6+5+6+3+6+9+0+1=48=8 mod 10.

https://varamu. eu Versioon: 29.09.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu




	III Arvuteooria
	19 Astmetsüklid


