Matemaatikavoistlustel antavad trigonomeetriaiilesanded ei ndua iseenesest muid
teadmisi peale koolitunnis 6pitud pohivalemite, aga see, milliseid valemeid ja millises
jarjekorras kasutada, pole sugugi alati ilmne. Siinkohal aitab ainult kogemus, mida
omakorda saab omandada ainult harjutamisega. Niisiis — harjutagem!

Ulesanded

Ulesanne 18.1 (Loppvoor 1995, 11. klass) Kasutades joonist toesta, et

o sin70°
tan30" =

2c0s50°+ cos70°

70°\ /4]

Ulesanne 18.2 (Piirkonnavoor 2013, 11. klass) Nurk a rahuldab tingimust cosa = tana.
Leia avaldise sin a koik voimalikud vdartused.

Ulesanne 18.3 (Piirkonnavoor 1999, 12. klass) Olgu x ja y teravnurgad ning sin x +
siny = cosx +cosy . Toesta, et x + y = 90°.

Ulesanne 18.4 (Piirkonnavoor 2015, 12. klass) Leia avaldise sin x voimalikud vaartused,

kui cos4x = cos* x.

Ulesanne 18.5 (Piirkonnavoor 2022, 12. klass) Leia koik nurgad a, mille korral 0° < a <
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180° ja kehtib vordus
4cosa=1+cosa+cos’a+cosSa+...
(vorduse paremal pool on lI6pmatu summa).

Ulesanne 18.6 (Talvine lahtine voistlus 2011, vanem rithm) Reaalarvude a, b, ¢ ja mingi
nurga ¢ korral kehtib vordus

asing+bcosg =c.
Toesta, et ¢® < a® + b°.

Ulesanne 18.7 (Loppvoor 1994, 10. klass) Nurgad a, 8, v,d rahuldavad tingimusi 0° <
i tanéd

cosy’

sin tan
a,B,y,0 <90° sina = —’6 jasind = —’6 Toesta, et tana =
sin tany

Ulesanne 18.8 (Piirkonnavoor 2016, 12. klass) Olgu «, 8,y kolmnurga nurgad. Tdesta,
et
cos® a + cos® B+ cos®y +2cosacos fcosy = 1.

Ulesanne 18.9 (Loppvoor 2021, 11. klass) Toesta, et

1
sin10°-c0s20° -sin30° - cos40° - sin50° - cos60° - sin 70° - cos 80° = ETh

Ulesanne 18.10 (Loppvoor 2000, 12. klass) Toesta, et suvalise kolmnurga korral kehtib
vordus
a-cos(f+7y)+b-cos(y+a)+c-cos(a—p) =0,

kus a, b, c on kolmnurga kiiljepikkused ja a, §,y vastavalt nende kiilgede vastasnurka-
de suurused.

Ulesanne 18.11 (Loppvoor 2012, 12. klass)

a) Tdesta, et iga reaalarvu x korral vordub arvude v'1 +sin x ja v'1 —sin x aritmee-
- A . X X X X
tiline keskmine iihega arvudest sin > cos B sin R cos —.

2
b) Kas a)-osalopus loetletud neljast arvust saab mone dra jitta nii, et vdide jadks
kehtima?
Lahendused

18.1 Lahenduse ideeks on leida jooniselt tdisnurkne kolmnurk teravnurga suurusega
30°.

Tahistame punktid nii nagu ndidatud joonisel. Lisaks iilesandes antud punk-
tidele olgu F vordhaarse kolmnurga ABC tipust tommatud korguse aluspunkt,
mis muuhulgas poolitab kiilje BC (vaata teoreemi 33.1). Oiget kolmnurka aitavad
leida tdhelepanekud |DE| = sin70°, |CE| = cos 70° ja BC = 2|FC| = 2c0s50°.
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B

E

Kuna |AC| = |CD| =1ning ZACD = 180°-50°—-70° = 60°, on ACD vordkiilgne
kolmnurk kiiljepikkusega 1; jarelikult | AD| = 1. Teisest kiiljest, kuna ZABC =
ZBCA, on kolmnurk ABC vordhaarne, mistottu ka |AB| = |AC| = 1.

Kokkuvottes on ka kolmnurk ABD vérdhaarne tipunurgaga /DAB = ZDAC+

180° —140°
ZCAB =60° +80° = 140° ja alusnurgaga /ABD = ———— = 20°. Jarelikult
/DBE =/ABC-/ZABD =50°-20° = 30° ja DBE sobibki otsitavaks tdisnurkseks
kolmnurgaks.
Niiiid saame
IDE| _ IDE| _ sin70°

tan30° =tan /DBE =

IBE| |BC|+|CE| 2c0s50°+cos70°’
nagu iilesandes néutud.

-1++v5
18.2 Vastus: —\/_

Teisendame tilesande vordust:

cosa =tana,

sina
cosa =

cosa’
cos®a = sina,

2

1-sin“a =sina,

sina+sina—1=0.

-1+v5
Saime ruutvorrandi sin a suhtes, mille lahendamine annab sina = — Kuna

-1-v5 1+v5
5 .

< —1, sobib sin « vaartuseks ainult

18.3 Teisendame iilesande vorrandit:

sinx +siny =cosx+cosy,
sinx—cosx=cosy—siny,

(sinx — cos x)? = (cos y —sin y)?,

2 2

sin“x—2sinxcosx +cos” x = coszy—ZSinycosy+sin2y,
1-sin2x=1-sin2y,

sin2x =sin2y.
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Kuna x ja y on teravnurgad, kuuluvad 2x ja 2y vahemikku (0°;180°). Selles va-
hemikus saavad siinused vorduda kahel juhul: kas 2x = 2y voi 2x + 2y = 180°.
Teisel juhul saame kohe, et x + y = 90°. Esimesel juhul aga x = y, mis iilesande
vorrandisse asendades annab 2sinx = 2cosx ehk sinx = cosx. Siinus- ja koo-
sinusfunktsiooni graafikud l6ikuvad vahemikus (0°;90°) ainult siis, kui x = 45°.
Jarelikult ka sel juhul x + y = 45° + 45° = 90°.

. 6. 6
18.4 Vastus: sobivad védirtused on 0, - ja— =
Avaldame
cos4x = cos? 2x — sin® 2x = (cos® x — sin® x)? — (2sinxcos x)% =
= cos? x — 2sin® xcos® x + sin* x — 4sin” xcos® x =
= cos* x + sin* x — 6sin® xcos® x.
Kuna cos4x = cos* X, saame vorrandi

sin? x —6sin® xcos’ x =0,

sin® x(sin2 X —6cos® x)=0,

sin® x(sin2 x—6(1- sin” x) =0,

sin x(7sin’ x—6) = 0.

" - . T . . 6 _. . 6
Viimane vordus kehtib parajasti siis, kui sinx = 0, sinx = - vOi sinx = — =
Koik need arvud sobivad toepoolest siinusfunktsiooni vdartusteks.

18.5 Vastus: a = 60°.

Tingimuse 0° < a < 180° tottu teame, et |cosa| < 1. Jarelikult on tilesande
vorduse paremal pool hddbuv geomeetriline jada esimese lilkkmega 1 ja teguriga
cos a. Niisiis ]

1+cosa+cos’a+cos’a+...= ———

l1-cosa

ja tilesande vorrand teiseneb kujule
1
4cosa = ———,
1-cosa

4cosa—4cos’a = 1,
4cos’a—4cosa+1=0,
(2cosa—1)*=0.

.o ~ . . . .o . 1 . . le}
Viimane vordus kehtib parajasti siis, kui cosa = 7 Arvestades tingimust 0° < a <
180°, on ainsaks voimaluseks a = 60°.

18.6 Tostame antud vorduse molemad pooled ruutu:

¢ = a*sin® p + 2absin@ cos @ + b* cos® ¢ <

< a’sin® @ + a® cos® ¢ + b*sin® @ + b cos? ¢ =

= a*(sin? + cos® ¢) + b*(sin? + cos® ) = a® + b*.

Kasutatud vorratus 2absin g cos ¢ < a” cos” ¢ + b* sin® ¢ on samaviirne vorratu-
sega 0 < (acosg — bsin (p)z, mis ilmselt kehtib.
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18.7 Ega selle iilesande lahenduses muud kunsti ei olegi kui hakata antud vordusi
teisendama, iiritades teisendussammudega tdestatavale vordusele 1ahemale liiku-
da. Paneme tihele, et vahemikus (0°;90°) on siinus, koosinus ja tangens mairatud,
kusjuures koik vastavad vddrtused on positiivsed. Niisiis ei pea me trigonomeetri-
liste funktsioonide vddrtustega jagades muretsema nulliga jagamise pdrast, samuti
ei teki probleeme avaldisi ruutu tdstes ja ruutjuurides.

Toestatavas vorduses esinevad nurgad «,y ja . Plitiame antud vordustest
tuletada avaldise, mis neid nurki sisaldaks. Jagame teise vorduse esimesega:

sind tanf siny cosy
sina tany sinf cosf’
sind 1
sina-cosy cosf’

Nieme, et ka toestatavast vordusest saab eraldada viimase vorduse vasaku
poole avaldise:

tand
tana =

cosy
sina sind

cos@ cosy-cosd’
cosd sind

cosa sina-cosy’

cosd 1
Niisiis piisab tilesande lahendamiseks tdestada vordus = ehk
cosa cosf

cosd - cos f = cos a. Avaldame cos§ iilesandes antud vorduste abil:

tan? sin? 8 cos? cos?
cosd = V' 1—sin? \/1— 'B 1- b Y J1-sin?a- 257 -

tan2y sin?y “cos? 8 cos?

L2
_|cos? B—sin*a-cos?y \/COSZ p—sin”a-cos’y
B cos? 3 B cosf3 '

Niisiis jadb tdestada vordus

\/coszﬁ—sinza'coszy:cosa,

cos® B—sin’a-cos’y = cos’ a,

cos® f—sin*a-cos’y = 1—sin’a,
sin® @ —sin’ & - cos?y = 1 — cos? 3,
sina- (1 —cos®y) = 1—cos® 3,

sin a -sin®y = sin® B.
Viimane vordus aga kehtib, sest ta jareldub otse iilesandes antud seosest sina =
sin 8
siny’
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18.8 Kuna a, 8,y on kolmnurga nurgad saame iihest muutujast (olgu see nditeks y)

18.9

18.10

lahti asendusega y = 180° — (a + 3). Teisendame iilesande avaldist:

cos® a +cos® B+ cos®y +2cosacos fcosy =

=cos? a + cos? B + cos?(180° — (& + fB)) + 2 cos a cos B cos(180° — (@ + fB)) =

=cos” a + cos® B + cos®(a + ) — 2cos a cos fcos(a + f) =

=cos® a + cos® B + (cos acos B — sin asin B)*—
—2cosacosfB(cosacosf—sinasinf) =

=cos” a + cos® B + cos® a cos® S — 2 cos a cos Bsin asin B + sin® asin® -
—2cos® acos® B+2cosacos Bsinasin f =

2

=cos? a + cos? f — cos® a cos® B+ sin® asin® B =

=cos?® a(1 — cos? B) + cos? B +sin asin® B =
=cos® asin® B + cos? B+ sin® asin® B =
=sin® B(cos® a + sin® @) + cos® f =

=sin’ B+cos*f=1.

Teisendus ndeb esimesel hetkel vilja pikk ja natuke hirmuératavgi, aga tegelikult
pole tarvis teada muud kui nurkade summa koosinuse valemit ning seda, et sama
nurga siinuse ja koosinuse ruutude summa on 1. Peamine on poole teisenduse
peal mitte alla anda, uskudes, et iikskord peab see t66 ju sihile viima!

1
Paneme koigepealt tihele, et sin30° = cos60° = 5 seega piisab toestada vordus

1
sin10°-c0s20° - cos40° -sin50° - sin70° - cos 80° = R

Jargmiseks paneme tédhele, et sin 10° = cos80°, cos20° = sin70° ja cos40° = sin50°,
seega piisab toestada vordus

1
c0s20° - cos40° - cos80° = 3 ehk 8-c0s20°-cos40°-cos80°=1.

Esimene mote, mis pdhe tuleb, on kasutada valemit cos2a = cos’a —sin’a =
2cos® a — 1 ning esitada cos80° koigepealt cos40° kaudu ja viimane omakorda
c0s20° kaudu. Tulemuseks saame 7. astme avaldise cos20° suhtes, millega pole
midagi moistlikku peale hakata.

Sihile viib hoopis valem 2sina cosa = sin2a, millega saame tdestatava vor-
duse vasaku poole avaldist teleskoopsumma laadse vottega lihtsustada. Korruta-
me seda avaldist suurusega sin20°:

8-s5in20°-c0s20°-cos40° - cos80° = 4-sin40° - cos40° - cos80° =
=2-sin80°-cos80° =sin160°.

Kuna sin20° = sin 160°, jareldubki siit, et 8- cos20° - cos40° - cos80° = 1.

On kaks moistlikku teisendust, mida iilesande avaldise liidetavatega teha saab.
Esiteks voime kasutada vordust a + f+y = 180° ning asendada f+y = 180° — «
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ja/voiy +a = 180° — B. Teiseks voime kasutada nurkade summa ja vahe koosinuse
valemeid. Sihile viib see, kui kasutada iihel korral esimest ja kahel korral teist
teisendust:

a-cos(f+7y)+b-cos(y+a)+c-cos(a—f) =

=a-cos(180°—a) + b-cosycosa—b-sinysina + c-cosacos B+ c-sinasinff =

=—a-cosa+b-cosycosa—b-sinysina+c-cosacosf+c-sinasinf.
Siinusteoteemist teame, et b-siny = c-sin f, jarelikult
—b-sinysina+c-sinasinff=0
ja tilalleitud avaldist saab edasi lihtsustada jargmiselt:
—a-cosa+b-cosycosa+c-cosacosff=cosa-(—a+b-cosy+c-cosf).

Ulesande lahendamiseks piisab, kui nditame, et @ = b-cosy+c-cos . Seda saab
elegantselt teha geomeetrilise interpretatsiooni abil. Témbame kiiljele pikkusega

a korguse ning vaatleme eraldi juhte, kui selle korguse aluspunkt langeb kiiljele
voi sellest viljapoole.

Kui korguse aluspunkt asub kiiljel pikkusega a (sh erijuhul kolmnurga tipus),

on b-cosvy ja c-cos f teiste kiilgede projektsioonide pikkused sellele kiiljele, mis-
tottu kehtibki vordus a = b-cosy + ¢ - cos 5.

Kui korguse aluspunkt jadb kiiljest vdljapoole, peab iiks kolmnurga nurkadest
olema niirinurk; olgu see iildisust kitsendamata . Téhistame ' = 180° — . Siis on

teiste kiilgede projektsioonide pikkused kiilje a sirgele vastavalt b-cosy ja c-cos .
Kokkuvottes saame

a=b-cosy—c-cosf’ =b-cosy—c-cos(180°— ) = b-cosy + c-cosf3.

Niisiis kehtib vajalik vordus ka sel juhul.
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18.11 Vastus: b) ei.

oy V1+sinx+v1-sinx
a) Tdhistame y = > ja teisendame:

» 1+sinx+2y/(1+sinx)(1-sinx)+1-sinx

4
4y*=2+2V1-sin?x=2+2Vcos?x,

2y2 =1+|cosx]|.

)

Edasi vaatleme kahte voimalust.
Kui cosx = 0, siis

2 2X 22X 2 X
2y =1+cosx=1+cos” - —sin“— =2cos” —,
2 2 2
x x
kust jareldub y* = cos? > ehk y = £ cos 7
Kui cos x < 0, siis
X x X
2y2 =1-cosx=1-cos®>= +sin® = = 2sin® =,
2 2 2
2 . 2X . X
kust jareldub y“ = sin ) ehk y=+sin—.
b) Peame nditama, et realiseerub neli erinevat juhtU'
X ) x X X . °
® cosx>0, cosE >0ja cosg Q{smz —sin—, —cosz} sobib nditeks x = 0°;
X ) X . X X e °
® cosx >0, cos > <0ja—cos > 4 {smg —sin—,cos — > } sobib nditeks x = 360°;
. X o X . X x X s o
® cosx <0, s1n§ >0ja s1n§ Q{—sm > cosE —Cos E} sobib nditeks x = 1007;
X . . X . X X X . °
® cosx<0, s1n§ <0ja —s1n§ €{s1n 2 2, —CosS 2} sobib niiteks x = 540°.
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