17.1

Jenseni vorratus' on viga tugev ja iildine tulemus, mis voimaldab teatud tiiiipi
iilesannetele viga elegantseid lahendusi leida.

Kumerad ja nogusad funktsioonid

Vaatleme koigepealt arvtelge ning sellel kahte reaalarvu x; < x,. Kuidas kirjeldada
koiki arve 16igust [x1; x2]? Selleks voime valida parameetri A € [0;1] ja seada sellele
vastavusse arvu x; + A(x; — x1) = (1 — 1) x; + Ax,. Lihtne on ndha, et kui A =0, on selle

avaldise vdartus x;, kui A = 1, siis saame x», aga kui nditeks A = > on tulemuseks

. Moned arvud/punktid paiknevad 16igul [x;; x2] néiteks nii:

1 1
—X1+ =X —X1+=X —X] + =X
x1 517 572 2 1T g2 6167 x

Punktil (1 — 1)x; + Ax2 on olemas lihtne fiilisikaline interpretatsioon. Vaadeldes
stisteemi kahest punktmassist koordinaatidega x; ja x» ning massidega vastavalt m;

ja my, on ! X1+ 2 X, tapselt selle punktisiistemi massikeskme koordinaat.
my + nmy my + nmy
Jaéb tdhele panna, et L4 2__ =1, niisiis saab kordajad ! ja 2
mp+my m;+mo my + mp my+ my
seada tdpselt vastavusse kordajatega 1 — A ja A.

Teisest kiiljest voib mdelda nii, et kui parameeter A “libiseb” iihtlase kiirusega modda
16iku [0; 1], “libiseb” arv (1 — A1) x; + Ax; tihtlase kiirusega moodda 16iku [x7; x2].

Sarnane intuitsioon kehtib ka kahemootmelisel juhul. Kui meil on antud punktid
Aq(x1; y1) ja A2(x2; y2), “libiseb” punkt koordinaatidega ((1 — A)x; + Axo; (1 =) y1 + Ay»)
modda loiku A1A2.

ISelle vorratuse toestas Taani matemaatik Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925).
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R Az (x2; ¥2)

A=My+Ays -

A1 (x1; 1)
Vig--mmmmmn

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
}

! 1
X1 (1 —)L)xl +/1)C2 X2

Vaatleme niitid funktsiooni y = f(x) ning olgu A, ja A, kaks punkti selle funktsiooni
graafikult.

JXp) pommmm Az (x2; f(x2))

(A=) () + Af () f-m -

f((l - /1))(71 + /1)62)* *****************

Ay (x1; f(x1)) 3
fla) 4---—== 1

N

< -2

X1 1-ANx;+Ax 2

Joonisel kujutatud funktsiooni graafik on “kausjas”, kumerusega allapoole. Niisugust
graafikut nimetatakse kooliprogrammis nogusaks. Omajagu segadusttekitavalt nime-
tatakse korgemas matemaatikas nogusa graafikuga funktsiooni aga hoopis kumeraks.
Siinses raamatus kasutame korgemast matemaatikast parinevat terminoloogiat, aga
lugeja peab valmis olema selleks, et mones teises allikas voivad kumeruse ja ndogususe
moisted vastupidises kasutuses olla.

Onneks saab segadust alati lahendada iiheseltmaistetava matemaatilise definitsioo-
ni abil.

Definitsioon 17.1 Utleme, et funktsioon on kumer 16igul [a; b], kui mistahes reaalar-
vude x1, X2 € [a; b] ja A € [0;1] korral kehtib vorratus

(1- /l)f(xl) + /lf(xz) = f((l —A)x1+Ax7).
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Kui samadel eeldustel kehtib alati vastupidine vorratus, nimetame seda funktsiooni
nogusaks16igul [a; b].

Sisuliselt kirjeldab kumera funktsiooni definitsioon joonisel toodud olukorda, kus
funktsiooni graafikul on voetud k6ol A; A, ning selle koolu projektsioonil x-teljele
“libisetakse” parameetri A abil 1dbi kdik vadrtused 16igust [x7; x2]. Kui vastav koolu punkt
(1-A) f(x1) + A f(x2) on alati vihemalt sama korgel kui funktsiooni vadrtus f((1-A1)x; +
Ax,) samal kohal, ongi tegu kumera funktsiooniga (ja nogusa graafikuga).

Paneme tdhele, et lineaarfunktsioon (mille graafik kujutab endast sirget) on definit-
siooni 17.1 jérgi korraga nii kumer kui négus.

Funktsiooni kumeruse-nogususe iile mingis piirkonnas saab vajadusel otsustada
kooliprogrammist tuttava teoreemi alusel.

Teoreem 17.1 Eksisteerigu funktsioonil f 16igus [a; b] teine tuletis. Funktsioon f on
16igus [a; b] kumer (ndgus) parajasti siis, kui f”'(x) = 0 (f(x) < 0) mistahes x € (a; b)
korral.

Definitsioon 17.1 on antud 16igu jaoks, aga teda saab lihtsasti laiendada ka olukorrale,
kus tegemist on poolldigu voi vahemikuga (st kus iiks voi molemad otspunktid on l6igust
vdlja arvatud). Nii nditeks saame 6elda, et tangensfunktsioon on kumer poolldigul
[0°;90°), aga mitte 16igul [0°;90°], sest ta pole argumendi védirtuse 90° korral mairatud.
Logaritmfunktsioon aga on nogus piirkonnas (0;00).

Jenseni vorratus

Kirjutame definitsiooni 17.1 vorratuse veidi timber. Olgu meil kaks arvu A1, A € [0; 1]
nii, et Ay + A2 = 1. Funktsiooni f kumerus l6igul [a; b] tdhendab siis, et iga x;, x» € [a; b]
korral kehtib vorratus

AMf(x1) +A2f(x2) = f(A1x1 + A2xX2).

Jenseni vorratus vdidab, et samasugune seos kehtib ka siis, kui kummalgi pool vorratu-
semarki on rohkem kui kaks liidetavat.

Teoreem 17.2 Olgu f on 16igul [a; b] kumer funktsioon, n =2 ja 11, A,,...1, € [0;1]
sellised reaalarvud, et A1 + A, +...+ A,, = 1. Kehtib vorratus

/llf(xl) 1 Agf()Cg) T ooo +/1nf(xn) = f(?tlxl +Aoxo+...+Auxy).

Kui f on 16igul [a; b] ndgus, kehtib vastupidine vorratus.

Ka sellel vorratusel on olemas ilus fiitisikalis-geomeetriline tolgendus. Vaatleme
funktsiooni f graafikul punkte A; (x1; f(x1)), A2(x2; f(x2)),..., An(xn; f(x,)) ning olgu
nad jarjestatud x-koordinaadi kasvamise jdrjekorras (vorratus sellest ei soltu). Hulknurk
A1Az... A, on tdnu funktsiooni kumerusele (voi ndogususele!) kumer.

Rakendame igasse punkti A; massi A; (i = 1,2,...,n) ning vaatleme saadavatest
punktmassidest koosnevat siisteemi. Selle siisteemi massikese asub punktis koordinaa-
tidega (A1 x1+Aoxo+...+ A X A1 f(x1) + Ao f(x2) +...+ A, f(x5)). Teisest kiiljest asub see
massikese tdnu tingimusele A1, A,...1, € [0;1] hulknurga A; A,... A, sisepiirkonnas
voi rajajoonel. Igal juhul ei ole ta y-telje suunas madalamal (voi nogusal juhul korge-
mal) kui funktsiooni vdédrtus samal kohal A, x; + A2 x2 +... + A, x,,. Kokkuvottes saamegi
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teoreemi 17.2 vorratuse.

Y Aif(xi)A

f(QoAixi)

|
|
|
|
|
|
|
%
X1

Ulaltoodud arutelu ei saa lugeda piris tdielikuks toestuseks (nditeks me ei toestanud
rangelt, et tingimusest Ay, A,,... A, € [0;1] jireldub massikeskme asumine hulknurga si-
sepiirkonnas voi rajajoonel). Tdielikkuse huvides anname siinkohal ka range algebralise
toestuse.

Sonastame ja toestame koigepealt jirgmise abitulemuse.

Teoreem 17.3 Olgu tdidetud teoreemi 17.2 eeldused ning kehtigu lisaks 1, # 0. Siis
kumeral juhul kehtib iga k = 2,3, ..., n korral vorratus

A A2 k
/11+...+)ka(xl)+/11+...+/1kf(XZ)+"'+/11+...+7ka(xk)2

M Az Ak
! /11+...+)ka1+/11+...+7tk -

Toéestus. Kasutame matematilist induktsiooni k jargi. Baasjuhul k = 2 on meil vorratus

Ao A A2
> .
/11 + Azf(xz) f /11 + /12 Tt /11 + /12 2

A
/11 + /12 fu:l) *

Az

1
+

/11 + /12 Al + /12

baasjuht kehtib triviaalselt.

Kuna = 1, vastab see tdpselt funktsiooni kumeruse definitsioonile ja

Eeldame niiiid teoreemi véite kehtivust mingi k jaoks ja hindame tdestatava vorra-
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tuse vasakut poolt k + 1 korral:

M Ak Ak+1
- +. - +— =
PR +/1k+1f(161) /11+ +/1k+1f(Xk) Akﬂf(xkﬂ)
A +.. +)Lk( A Ak )
PP U P A Uy mkf(x’“)
/1k+1
S — >
/11+...+/1k+1f(xk+1)
A1+...
St (M K ),
M.+ A1 \ A+ + A M+...+ A
/1k+1
A >
/11+...+/1k+1f(xk+1)
A1+ + A ( A1 Ak )
= b ———
f()tl+...+/1k+1 Al+...+/1kx1+ +/11+...+/1kxk "
/1k+1 x )
Mot Agyy ot
— Ay Ak Ak+1 )
_f(ﬂt1+...+/1k+1xl ' +/11+...+7Lk+1xk+/11+...+7Lk+1xk+1

Esimeses vorratuses kasutasime induktsiooni eeldust k korral, teises voratuses aga ra-

AM+...+A A
kendasime baasjuhtu kordajatega ! k ja ktl (paneme tidhele, et
M+ o+ A1 M+ + Ak
nende summa on 1). Induktsiooni samm on sellega 16petatud. O

Paneme tdhele, etkuna A; + A2 +...+ A, = 1, saame juhul k = n teoreemist 17.3 tép-
selt teoreemi 17.2 vdite. Lisaks tegime eelduse A, # 0, mis tagas, et iihegi teoreemi 17.3
sOnastuses ja toestuses esineva murru nimetaja pole 0. Lihtne on néha, et see eeldus ei
kitsenda {ildisust, sest moni A; peab tdnu tingimusele A, + A1, +...+ A1, = 1 kindlasti po-
sitiivne olema. Vajadusel voime muutujad lihtsalt imber nummerdada, kusjuures soovi
korral isegi nii, et geomeetrilises interpretatsioonis veedeldud hulknurk A; A,... A, jddb
kumeraks. Nogusa funktsiooni korral on toestus kumera juhuga analoogiline.

Ka teoreemi 17.3 toestusel on olemas fiitisikalis-geomeetriline interpretatsioon. Si-
suliselt vaatleme induktsiooni igal sammul hulknurka A; A, ... A; ning tdestame tema
jaoks Jenseni vorratuse. Uleminek hulknurgalt A; A, ... A; hulknurgale Ay Ay... A A1
toimub nii, et me koondame massi Ay + A, +...+ A hulknurga A; A, ... Ay massikesk-
messe ning lisame sellele punkti Ay, kuhu on rakendatud mass Ay.;. Saadava kahe-
punktilise siisteemi massikese langeb tdpselt kokku hulknurga A; A, ... Ax Ag;1 massi-
keskmega.

Jenseni vorratuse vordusejuhust

Kui paljude klassikaliste vorratuste vordusejuht on suhteliselt lihtne, siis Jenseni
voratusega on selles natuke rohkem nuputamist.

Kasutame eeltoodud geomeetrilist interpretatsiooni ja kiisime, millal voib hulknur-
ga A1 Ay... A, massikese sattuda funktsiooni f graafikule? Selleks on kolm (iiksteist
mittevélistavat) voimalust.

1. Funktsiooni graafik on vaadeldavas piirkonnas sirgloik. See tihendab muuhulgas,
et koik punktid Aj, As,..., A, ja hulknurga A; A, ... A, massikese asuvad sellel
sirgel.
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2. Uks kordaja A; = 1 ja koik iilejidnud kordajad on nullid. See tihendab, et kogu
punktsisiisteemi mass on koondatud tippu A;, mis on siis tihtlasi ka siisteemi
massikeskmeks.

3. X1 = X2 =...= Xy, sthulknurk A; A,... A, kidub iiheks punktiks, mis asub funkt-
siooni f graafikul.

Jenseni vorratuse rakendusi

Nditame koigepealt, kuidas moned klassikalised vorratused Jenseni vorratusest
jarelduvad.

Funktsioon f(x) = x> on kumer kogu oma médramispiirkonnas, milleks on kogu

1
reaaltelg. Valime teoreemis 17.2 kordajad Ay = A, =... = A1, = — (mis on tldse vdga
n

sagedane valik Jenseni vorratust rakendades). Saame

1, ) 1, (1 1 2
—X{+ =X+ t—x; =[x+ttt —x,| ,
1 2 n n

n n n

X2+ X2+ ...+ x2

1 5 . n>x1+x2+ + Xn
n n '

millega oleme toestanud ruutkeskmise ja aritmeetilise keskmise vahelise vorratuse.
Naturaallogaritm aga on oma madramispiirkonnas (0;00) nogus. Valides jille korda-

jad Ay =1 =...= A, = —, saame teoreemist 17.2
n

n n
(x1+x2+...+xn)

1 1 1 1 1 1
—Inxi;+—Inxo+...+—Inx, <ln|—x1+—x2...+ — x|,
n n n n

In({/x1- ¢/x2-...- {/xp) <In

X1+Xo+...+Xp
VX1 X2 oot Xp < ,
n

’

millega oleme tdestanud aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse.

1
Harjutus 17.1 Funktsioon f(x) = — on kumer piirkonnas (0; 00). Millise vorratuse saad
x

1
selle funktsiooni abil Jenseni vorratusest, valides kordajateks 1, = A, =...=1,, = =2
n

Jenseni vorratust saab kasutada ka geomeetriliste vorratuste tdestamisel, kasutades
dra trigonomeetriliste funktsioonide kumerust-nogusust vastavates piirkondades.

Jareldus 17.1 Olgu antud tdisarv n = 3 ja ringjoon raadiusega r. Kdigi niisuguste n-
nurkade seas, millele see ringjoon on siseringjooneks, on koige vdiksema pindalaga
korrapdrane n-nurk.

Toestus. Vaatleme suvalist {ilesande tingimustele vastavat n-nurka A; A, ... A, ja tema
tippu A;. Olgu iilesande ringjoone keskpunkt O ning puutugu kiiljed A; Az ja A, A; seda
ringjoont vastavalt punktides M ja N.
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Puutujaldikude vordsuse tottu | Ay M| =| Ay N|, samuti |OM| =|ON|=rja LA MO =
ZA1NO =90°. Niisiis on Ay MO ja A; NO kongruentsed tdisnurksed kolmnurgad. Olgu
nende tipu O juures asuva teravnurga suurus «a;. Siis [A; M| =r-tana; ja

A1 Ml [OM] _

Sa,MON =28A4,M0=2" 5 r°-tana; .

Defineerides sama moodi nurgad a», ..., a, ndeme, et vaadeldava n-nurga pindala
avaldub kujul

S= rz(tanazl +tana; +...+tanay).

Kuna ko6ik nurgad a; on teravnurgad ja tangensfunktsioon on vahemikus (0°;90°)
kumer, saame sellele tangensite summale rakendada Jenseni vorratust, mis kordajatega

Alzigz...:ln:zannab

1 1 1 ar+as+...+ay, 180°
—tana1+—tana2+...+—tananztan( ):tan .
n n n n n

Niisiis saame

S>n-r2-tan(18oo)
n

Viimase vorratuse parem pool kirjeldab aga tdpselt sellise n-nurga pindala, mille puhul

o

A1=0r=...=Qy= W st korrapdrast n-nurka. O

Jareldus 17.2 Olgu antud tdisarv n = 3 jaringjoon raadiusega r. Koigi sellesse ringjoon-
de joonestatud kool-n-nurkade seas on kdige suurema timbermodduga korrapdrane
n-nurk.

Toestus. Vaatleme antud ringjoonde joonestatud koolhulknurga iihte kiilge pikkusega
a; ning olgu sellele kiiljele vastav kesknurk 2a;. Ringjoone keskpunktist O kiiljele tdm-
matud korgus poolitab selle kiilje ning on tihtlasi ka nurgapoolitaks (vt teoreem 33.1).
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rr

a;l2 a;
Jarelikult sina; = — = 2—1, millest saame a; = 2r sin @;. K66lhulknurga iimber-
r r

moot on seega
P=2r(sina; +sinay +...+sina,),

o

= 180°. (Juhul, kui punkt O ei asu hulknurga sees,

kusjuures a; +az +...+a, =

loeme, et pikimale kiiljele a; vastav kesknurk 2a; on suurem kui 180°. On lihtne maoista,
et kogu eelpool toodud arutelu ldheb siis endiselt 1dbi.)
Siinusfunktsioon on vahemikus (0°; 180°) ndgus, jarelikult saame rakendada Jenseni

vorratust, mis kordajatega A, =1, =...= A1, = — annab
n

1 . 1 . 1 . (a1t azt...ta, . (180°

—sma1+—sma2+...+—sman<sm( ):sm .

n n n n n
Kokkuvotteks saame

. (180°
P <2nrsin ,
n

kus vorratuse paremal pool on tidpselt korrapérase n-nurga imbermaoot. O

Ulesanded

Ulesanne 17.1 (Piirkonnavoor 2012, 12. klass) Kumb on suurem, kas In2011 +1n2013
v0i 2In2012?

.o .o . (o) ]'
Ulesanne 17.2 (Piirkonnavoor 2015, 11. klass) Toesta, et sin20° > 3

Ulesanne 17.3 (Ldppvoor 2014, 12. klass) Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone kesk-
punkt. Olgu R4, Rp ja R¢ vastavalt kolmnurkade BIC, CIA ja AIB iimberringjoonte
raadiused ning R kolmnurga ABC timberringjoone raadius. Toesta, et

Ro+ Rp+ Rc <3R.

Ulesanne 17.4 (Loppvoor 2006, 12. klass) Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC im-
berringjoone keskpunkt ning A’, B’ ja C’ vastavalt kolmnurkade BCO, CAO ja ABO
iimberringjoonte keskpunktid. Téesta, et kolmnurga A’'B'C’ pindala on vihemalt
niisama suur kui kolmnurga ABC pindala.

Vaata ka tilesandeid 38.18 ja 38.25.
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Lahendused

17.1 Vastus: 2In2012 on suurem.
Logaritmfunktsioon on kogu oma méédramispiirkonnas nogus. Valime Jenseni

1
vorratuses x; = 2011, x, =2013jal; = Ap = 2 mis annab

1 1 1 1
EIHZOH + 51n2013 <In > -2011 + > 2013 | =1n2012.

Paneme tédhele, et vorratus on range, sest iikski jaotises 17.3 toodud vordusejuhtu-
dest ei realiseeru.

17.2 Siinusfunktsioon on 16igul [0°;180°] ndgus. Valime Jenseni vorratuses x; = 0°,

1 2
X2 =30°,1; = 3 jady = 3 mis annab

1, . 2, o (1 . 2 o
—sin0” + —sin30 <sm(—-0 +--30 ),
3 3 3 3

1
— <sin20°.
3

Paneme tédhele, et vorratus on range, sest iikski jaotises 17.3 toodud vordusejuhtu-
dest ei realiseeru.

17.3 Lahenduse voti on ndidata et kolmnurkade BIC, CIA ja AIB timberringjoonte
keskpunktid asuvad kolmnurga ABC timberringjoonel.

Olgu kolmnurga ABC nurkade suurused vastavalt a,  ja y ning olgu selle
kolmnurga nurgapoolitajate teised 16ikepunktid timberringjoonega vastavalt D, E
ja F. Nende punktide ndol on siis muuhulgas tegemist vastavalt (lithemate) kaarte
AB, BC ja C A keskpunktidega. Seega siis muuhulgas |[BD| = |CD|. Nditame, et ka
|BD| = |ID]|, st D on kolmnurga BIC timberringjoone keskpunkt. Teeme joonise.

Kuna ABDC on kodlnelinurk, saame /BDI = /BDA=/BCA=vyja/ZCBD =
ZCAD = %. Lisaks ZEBC = g, nii et kokkuvottes Z/IBD = /EBD = ZCBD +
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+p

a
/EBC = — Niutid saame arvutada

+ +
4DIB:180°—4IBD—4BDI:180°—“2ﬁ—y: “Zﬁ

sest a+ f+7y = 180°. Kokkuvottes oleme ndidanud, et /DBI = ZIBD, millest jarel-
dubki, et |[BD| = |ID|. Muuhulgas saame, et D on kolmnurga BIC timberringjoone
keskpunkt ja Ry = |BD| =|CD|.

Tédpselt analoogiliselt tdestame, et Rg = |CE| = |AE| ja Rc = |AF| = |BF|. Jareli-
kult on kdolkuurnurga AFBDCE timbermdoot 2(R4 + Rp + Rc). Kuna korraparase
koolkuusnurga imbermdoot on 6R, piisab iilesande lahendamiseks nédidata, et
fikseeritud raadiusega ringjoonesse joonestatud koolkuusnurkade seas on suu-
rim iimbermo0ot korrapérasel kuusnurgal. Selle vdite kehtivuse aga tdestasmine
jarelduses 17.2.

M

17.4 Olgu kolmnurga ABC {imberringjoone raadius R ja keskpunkt O ning tippude
A, B ja C juures asuvad nurgad vastavalt «, § ja y. Kesk- ja piirdenurga vaheli-
sest seosest teame, et Z/BOC = 2/BAC = 2a ning analoogiliselt ZCOA =20 ja

ZAOB =2y.
Kuna kolmnurk ABC on teravnurkne, asub punkt O tema sisepiirkonnas. Jire-
likult

1, . 1, . 1, .
SABC:SBOC+SCOA+SAOB:§R sm2a+§R s1n2,6+§R sin2y =
I, . . .
= ER (sin2a +sin2f +sin2y).

Et 2a,2p,2y € (0,180°) ning siinusfunktsioon on selles piirkonnas nogus, saa-
me kasutada Jenseni vorratust, mis annab

1 . . . . [2a+2(+2y . [360°
g(sm2a+sm2ﬁ+sm2y)<sm — | =sin —3 =
3
:sin120°:§.

3V3

Kokkuvottes oleme ndidanud, et Sppc < TRZ.

Punkt A" on kolmnurga BCO iimberringjoone keskpunkt, jirelikult asub ta
loikude BO ja CO keskristsirgete 16ikepunktis. Sama moodi on B’ 16ikude AO ja
COning C’ 16ikude AO ja BO keskristsirgete 16ikepunkt. Olgu A;, B; ja C; vastavalt
16ikude AO, BO ja CO keskpunktid. Teeme joonise.

B/
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Punktid B; ja C; on siimmeetrilised nurga BOC poolitaja suhtes. Jarelikult
on siimmeetrilised ka neist punktidest tommatud ristsirged, mistottu nende 16i-

kepunkt A" asub nurga BOC poolitajal. Kuna Z/BOC = 2a, saame kokkuvdttes
R

ZBl OA, = ch OA/ = a. Kuivord ka LA’BlO = ZA/Clo =90° ja |BlO| = |C1 O| = 5,

on kolmnurgad A'B; O ja A’C; O kongruentsed tunnuse NKN pohjal.

|A'B, |

Tdisnurksest kolmnurgast A'B;O saame tana = ol
1

, millest omakorda

Rtana
|A'B;| =|B; 0| -tana =

. Jarelikult

|A'By|-|B1O| Rtana R R%tana

SaBoc, =2SaB0=2"

2 2 2 4
Analoogiliselt leiame
R’tanf R’tany
Spc,04, = ja Scraos = ,
4 4
millest omakorda

R2
Saprc' =Sapoc, + Sp'c,04, + Sc'a,08, = T(tana+tan,6+tany).

Et a, B,y € (0,90°) ning tangensfunktsioon on selles piirkonnas kumer, saame
jalle kasutada Jenseni vorratust, mis annab

1 a+p+y 180°
g(tan(x+tan,6+tany) = tan s | tan

=tan60° = V/3.

3v3
Siit jareldub, et Sap ¢ = TRZ = Sapc, mida oligi tarvis toestada.
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