15.1 Reaalarvu ruut on mittenegatiivne

Vorratus
x*=0 (xeR)

on iiks lihtsamaid ja koige sagedamini kasutatavaid vorratusi voistlusmatemaatikas.
Tema kasutamiseks tuleb uuritav avaldis teisendada tdisruuduks voi tdisruutude sum-
maks, millest saame kohe jareldada avaldise mittenegatiivsuse. Vordus nulliga kehtib
parajasti siis, kui ruutu tostetav(ad) avaldis(ed) on ise vordne (vordsed) nulliga. Raske
koht on seejuures enamasti vajaliku teisenduse leidmine.

Harjutus 15.1 Tdesta, et suvaliste reaalarvude a, b ja ¢ korral kehtib vorratus

a?+b*+c=ab+bc+ca.

Millal kehtib vordus?

Lahendus. Korrutame vorratuse molemaid pooli 2-ga ja viime koik lilkkmed tihele
poolele. Saame toestatava vorratusega samavadrse vorratuse

2a® +2b* +2c¢* - 2ab-2bc-2ca=0,
mille teiseneb rithmitades kujule
(a-b?>+b-0*+(c-a)?=0.

See vorratus aga kehtib, sest tema vasak pool on kolme reaalarvu ruudu summa.
Vordus kehtib parajasti siis, kui a = b = c.

Ulesanne 15.1 (Piirkonnavoor 2013, 9. klass) Reaalarvud x, y ja r rahuldavad tingimust
x2+y2 =2x+2y+r.

Toesta, et r = —2.
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Lahendus. Viime muutujaid x ja y sisaldavad liikkmed vorduse samale poolele ja
saame
x2—2x+y2—2y: r.

Avaldised x* — 2x ja y* — 2y on peaaegu kaksliikmete x — 1 ja y — 1 ruudud, kui
molemale lisada 1. Sellepdrast liidame vorduse molemale poole veel 2 ja saame
¥ -2x+1+y*-2y+1=r+2,
(x-1*+(y-1*=r+2.

Kuna vorduse vasak pool on ruutude summana mittenegatiivne, peab kehtima
vorratus r +2 = 0, millest jareldubki r = -2.

Vahel voib vorratustest olla kasu ka vorrandite ja vorrandisiisteemide lahendamisel,
kui 6nnestub ndidata, et vaadeldavad vorrandid kirjeldavad teatud vorratuse vorduse-
juhtu.

Ulesanne 15.2 (Piirkonnavoor 2021, 10. klass) Leia koik reaalarvude kolmikud (x, y, z),
mis rahuldavad vorrandisiisteemi

xy+22:x2+y2

yz+x* =y + 2

zx+ )P =22 +x%
xyz=1

Lahendus. Vastus: x=y=2z=1.
Liites siisteemi kolm esimest vorrandit ja koondades sarnased liikmed saame
vorduse
Xy+yz+zx=x>+y*+2°.

Harjutusest 15.1 teame, et alati xy + yz+ zx < x* + y* + z2, kusjuures vordus kehtib
ainult siis, kui x = y = z. Niitid saame siisteemi viimasest vorrandist, et X = 1,
millest omakorda jareldubki, et x = 1.

Ulesanded

Ulesanne 15.3 (Loppvoor 1993, 10. klass) Toesta, et mistahes reaalarvuliste x ja y
vaadrtuste korral kehtib vorratus

xbx+2)+ydx+y)+5>0.
Ulesanne 15.4 (Loppvoor 1995, 10. klass) Toesta, et mistahes reaalarvu x = 0 korral

kehtib vorratus
V154 +v7x) <9v4+5x.

Ulesanne 15.5 (Piirkonnavoor 1993, 11. klass) Olgu x, y positiivsed arvud ja x + y = 1.
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1 1
1+—]|11+—|=9.
X y
Ulesanne 15.6 (Piirkonnavoor 2018, 11. klass) Toesta, et koigi reaalarvude x, y ja z
korral kehtib vorratus

Toesta, et

2xz+y2+2z2 =2y(x+2).

Ulesanne 15.7 (Piirkonnavoor 1995, 12. klass) Niita, et vorrandil x> —3x—2vx+5=0
puuduvad reaalarvulised lahendid.

Ulesanne 15.8 (Loppvoor 2018, 10. klass) Toesta, et kodigi reaalarvude x, y, z korral
5(x + y2 +7%) = 4(xy+yz+zx).

Ulesanne 15.9 (Stigisene lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Ruudukujulisel maatiikil
on kolm erineva suurusega ruudukujulise pohiplaaniga kaubanduskeskust, mis on
paigutatud joonisel ndidatud viisil (tdhistatud viirutatult, md6o6tmeid pole teada). Iga
kaubanduskeskuse all on kahekorruseline siseparkla ning kaubanduskeskuste korval
asub kaks tihekorruselist avaparklat (tdhistatud halliga). Kumba liiki parklates on
rohkem parkimispinda?

Ulesanne 15.10 (Siigisene lahtine voistlus 2015, noorem rithm) Tdesta, et mistahes
erinevate reaalarvude a, b ja c korral on vdhemalt iiks arvudest (a + b + c)?> - 8bc,
(a+b+c)*—8caja(a+b+c)*—8ab positiivne.

Ulesanne 15.11 (Piirkonnavoor 2000, 10. klass) Toesta, et mistahes positiivsete reaalar-
vude a, b, ¢, d korral kehtib vorratus

ab+cd<Va?+c2-Vb2+dz.

Ulesanne 15.12 (Loppvoor 2000, 10. klass) Toesta, et kui arvud a, b, ¢, d rahuldavad
vorrandististeemi

a’+b*=2cd
b’ +c?=2da,
c®+d*>=2ab

sisa=b=c=d.
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Ulesanne 15.13 (Stuigisene lahtine voistlus 2020, noorem rithm) Kas leiduvad sellised
arvud a, b, ¢, mis rahuldavad vorrandit

2a(c—a)—b(Ra+b)+c(2b—-c)=2020?

Ulesanne 15.14 (Loppvoor 2011, 10. klass) Toesta, et mis tahes positiivsete reaalarvude
a, b, ¢ korral kehtib vorratus

a2+bc+b2+ca+02+ab
b+c ct+a a+b

=a+b+c.

Ulesanne 15.15 (Siigisene lahtine voistlus 2020, vanem rithm) Kas leiduvad reaalarvud
X, ¥, 2, t, mis rahuldavad vorrandisiisteemi

1+x°+y*=0,
1+y3+22=0,
{ 1+28+£2=0,

1+2+x%=0,

X+y+z+1t=0?
Ulesanne 15.16 (Loppvoor 2001, 11. klass) Olgu x ja y sellised mittenegatiivsed reaal-
arvud, et x+ y = 2. Toesta, et

xzyz(x2+y2) <2.

Ulesanne 15.17 (Loppvoor 2008, 11. klass) Toesta, et suvaliste reaalarvude a, b ja ¢
korral kehtib vorratus

a’ +4b* +8c®> =3ab+4bc+2ca.

Millal kehtib vordus?

Lahendused

15.3 Teisendame iilesande avaldist, eraldades tdisruudud:

x(5x+2)+y(4x+y)+5:5x2+2x+4xy+y2+5=
:x2+2x+1+4x2+4xy+y2+4:

= (x+ 1%+ @2x+y)* +4.

Kahe tdisruudu ja iihe positiivse arvu summa peab kokkuvéttes olema positiivne.

15.4 Vorratuse molemad pooled on positiivsed, niisiis jddb vorratus ruutu tostes algse-
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ga samavdadrseks:

15- (16 +8V7x+7x) <81-(4+5%),

240 +120v/7x + 105x < 324 + 405X,
0<84—120v7x+300x,
0<28—-40V7x+100x,
0< (2V7-10vx)?%.

Viimane vorratus kehtib, sest tema paremal pool on reaalarvulise avaldise ruut.

7
Vordus kehtib parajasti siis, kui 2V7 = 10v/x ehk x = 75

15.5 Kuna x ja y on positiivsed, sdilitavad jargmised teisendused vorratuse samavaéar-

suse:
1 1
(1+3)(1+5
X y

x+1 +1
e+l y+l o

X y
Xy+x+y+1=9xy.

=9,

Arvestades lisaks, et x + y = 1, saame teisendamist jdtkata:

2—-8x(1-x)=0,
2(1-4x+4x%) =0,
2(1-2x)°%=0.

Viimane vorratus on iilesande vorratusega samavairne, aga samas ka ilmselt
kehtiv, sest suvalise reaalarvu ruut on mittenegatiivne.

15.6 Sulge lahti korrutades ja koiki liikkmeid iihele poole viies saame iilesande vorratuse
teisendada samavdérsele kujule

2x° +y*+22° —2xy—2yz=0.

Saadud avaldis on ebasiimmeetriline: y* kordaja on 1, teistel lilkmetel aga 2 voi
—2. Kui lisaks piitida esitada seda avaldist kahe kaksliikme ruudu summana, oleks
tulemuseks 6 liidetavat, meil aga on ainult 5. Kas moned sarnased liikmed on
koondatud iitheks? Kui jah, siis tuleks piitida saadud avaldises monda liiget kaheks
jagada. Aga millist? Selgub, et sihile viib y* pooleksjagamine!

2

1 1
2x2+y2+2z2—2xy—2yz:2x2+Ey2+Ey +222—2xy—2yz:

2

— 942 1 2 L5
=2x —2xy+§y +2z —2yz+5y =

= (ﬁx—%)2+(\/§z—%)z>0-

Oleme uuritava avaldise teisendanud kahe reaalarvu ruudu summaks, mis on
mittenegatiivne.
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15.7

15.8

15.9

15.10

Teine voimalus seda iilesannet lahendada on tunda dra sarnasus avaldisega
(x—y+2)?%=x*+y*+2° - 2xy-2yz+2xz. Uurime, mis liikkmed iile jdivad, ja
naeme, et

2x2+y2+222—2xy—2yz:(x—y+z)2+x2+zz—2xz:(x—y+z)2+(x—z)2.

Oleme jdllegi teisendanud vajaliku avaldise kahe ruudu summaks.

Ulesande avaldises tuleb ira tunda kahe ruudu summa:
X2 =3x-2Vx+5=x’—4x+4+x-2Vx+1=(x-2)>+ (Vx—-1).

See avaldis on kindlasti mittenegatiivne, kusjuures null saab ta olla ainult siis,
kui x =2 ja x = 1; see aga pole vdoimalik. Niisiis peab iilesande avaldis olema iga
reaalarvu x korral rangelt positiivne, mistottu vaadeldaval vorrandil reaalarvulised
lahendid puuduvad.

Harjutuse 15.1 pohjal teame, et
X+ + P xy+yz+zax.
Kuna lisaks x?, yz, z? =0, saame kokkuvottes
5(x% + y2 +2%) = 4(x% + y2 +2%) = 4(xy+yz+zx).

Teise voimaliku lahenduse saame, kui viime tilesande vorratuse samavéaéirsele
kujule
5x° +5y2 +52° —4xy—4yz—4zx=0

ja paneme tdhele, et selle vorratuse vasakul poolel saab liikmeid grupeerida, mis
annab jargmised samavéirsed vorratused:
(x? - 4xy + 4y2) + (y2 —-4yz+ 4z%) + (2° —4zx+4x%) =0,
(x—2y)2+ (y—2z)2+ (z—2x)*=0.

Viimne vorratus aga kehtib, sest tema vasakul poolel on ruutude summa.

Vastus: kaubanduskeskuste all on rohkem parkimispinda.
Tdhistame kaubanduskeskuste kiiljepikkused vastavalt a, b ja c; siis nende all
on parkimispinda kokku 2a? + 2b? + 2¢%. Avaparklate kogupindala on aga

(@a+b+c)?—-a®>-b*>—c*=2ab+2bc+2ca.

Vorratuse
20% +2b% +2¢%* =2ab +2bc+2ca

toestasime harjutuses 15.1. Vordusejuht a = b = c ei saa praegu kehtida, sest
iilesande tingimuste kohaselt on kaubanduskeskused erineva suurusega.

Oletame vastuvditeliselt, et koik kolm arvu on mittepositiivsed. Avades sulud ja
liites kolm saadavat avaldist, on tulemuseks

3a°+3b° +3c® —2ab-2bc-2ca.
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15.11

15.12

15.13

Paneme tdhele, et viimase avaldise saav teisendada ruutude summaks kujul
a+b+c*+(a-b*+b-0%+(c-a)?,

mis peab jarelikult olema mittenegatiivne. Kuna see avaldis on teisest kiiljest
saadud mittepositiivsete vddrtuste summana, on ainus voimalus, et tema enda
vddrtus on 0. See saab nii olla aga ainult siis, kui

a=b=c=a-b=b-c=c-a=0;
vastuolu tingimusega, et arvud a, b ja c on erinevad.

Kuna koik tilesandes esinevad suurused on positiivsed, saame tdoestatava vorratuse
molemaid pooli ruutu tostes temaga samavédirse vorratuse. Teisendame vorratust
nii, et iga samm sdilitab samavéarsuse:

(ab+ cd)® < (a® + A (b* +d%),
a’b? +2abcd + 2 d? < a®b® + a*d® + ¢ b* + ¢?d?,
2abcd < a*d® + *b?,
0< (ad - ch)*.
Viimane vorratus aga kehtib, sest iga reaalarvu ruut on mittenegatiivne.
Noutud vorratust saab toestada ka Cauchy vorratuse abil, vt tilesannet 16.2.
Siisteemi esimese ja kolmanda vorrandi liitmisel saame
a?+b*+c?+d*>=2cd+2ab,

a’-2ab+b*+c*-2cd+d*=0,
(a—b)*+(c—d)*=0,

Jarelikult (a — b)*> = 0ja (c — d)* = 0, mistdttu a = b ja ¢ = d. Siisteemi teise vorran-
disse asendades saame niitid

a’+c* = 2ca,
a’-2ac+c? =0,
(a-c)*=0,
niisiis kehtib ka vordus a = c.

Vastus: ei.
Ulesande avaldise vasakut poolt lahti korrutades saame

2ac—2a*—2ab—-b*+2bc—c*.
Siin tuleb dra tunda kolmliikme ruudu valem. Tdpsemalt paneme tdhele, et
2ac—a*—2ab—b* +2bc—c* = —(—a—b+0)°.
Uks —a® jddb veel iile, niisiis kokkuvotteks
2a(c—a)-ba+b)+cb-c)=—(-a—b+c)*—a*.

Kuna (—a— b+ ¢)?> = 0ja a® = 0, saame, et iilesade vorrandi vasaku poole avaldis
peab olema mittepositiivne ega voi jarelikult mingite reaalarvude a, b, c korral
omandada vaartust 2020.

Teise voimaliku lahenduse annab iilesanne 15.31.
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15.14

15.15

15.16

15.17

Korrutame vorratuse molemaid pooli positiivse suurusega (a+ b) (b + ¢)(c + a) ja
saame samavadarse vorratuse

(@®>+bc)(c+a)a+b) +(b*+ca)b+c)a+b)+ (> +ab)(b+c)(c+a) =
=(a+b+c)a+b)(b+c)(c+a).

Molema poole avaldisi lahti korrutades ja sarnaseid liikkmeid koondades (tee kogu
teisendus iseseisvalt 1dabi!) saame

at+a®b+ad*b* +ab® + b* + a®c + 4a’bc + 4ab®c+
+b3c+a’c?+4abct+ bt +act+bc +ct=
>a’b+2a’b* + ab® + a®c+4a’bc + dab’c+

+b3c+2a’c? +4abc® + 2b*c* + ac® + b,
millest pdrast lihtsustamist jadb jarele
a*+b* + ¢t = a’b* + a’c? + b P,

Selle vorratuse kehtivus jareldub aga otse harjutusest 15.1.

Vastus: el.

Esimesest vorrandist saame x> = —y* — 1 < 0, jérelikult ka x < 0. Sama moodi
nditame jargmiste vorrandite pohjal, et y <0, z < 0ja f < 0. Saadud vorratuste
liitmisel saame x + y + z + ¢ < 0, mis on vastuolus siisteemi viimase vorrandiga.

3

Kuna x,y =0 ning x+ y=2,leidub t € [-1,1] nii, et x=1—-¢ja y =1+ t. Teeme
asenduse iilesande avaldisse:

Yt +y)=1-0° A+ DA -D*+ 1+ DY) =1 - 9?2 +21).
Niitid saame iilesande vorratuse teisendada samavéérsele kujule:

(1-r9)%2+2r%) <2,
Q-0 -H0+H) <1,
1-)1-th<1.

Viimane vorratus aga kehtib, sest0<1-t*<1ja0<1-t*<1.

Teisendame iilesande vorratuse kujule
2 2 2
a“+4b°+8c“—-3ab—4bc—-2ca=0

ning pilitiame vasakut poolt esitada tdisruutude summana. Aga kuidas tipselt?
See polegi nii ilmne. Nditeks kui me iiritaksime kasutada vorratust (a — ¢)?> =0 ehk
a® —2ac+ ¢ = 0, tuleks lisaks toestada, et 4b* + 7c¢* —3ab — 4bc = 0. See vorratus
pole aga iildjuhul dige, sest muutuja a esineb vasakul poolel ainult {ihe korra ja
miinusmargiga. Nii voime selle vorratuse timberliikkamiseks valida a, mis on b
ja c-ga vorreldes suur. Néiteks a = 10,b =1 ja ¢ = 0 korral jddks vorratus kujule
4 —30 = 0, mis ilmselt ei kehti.
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Niisiis tuleb liikmeid kuidagi teisiti grupeerida. —2ca vahe ruudu valemi kesk-
mise liikmena ei andnud esimesel katsel tulemust; samuti pole selge, mida hakata
peale liikkmega —3ab. Proovime siis, mida annab ldhtumine liikmest —4bc.

On kaks lihtsat kaksliikme vahe ruutu, mille lahtikirjutamisel —4bc tekib:
(2b—c)?ja (b—2c)?. Esimene neist annab vorratuse 4b* — 4bc + ¢* = 0. Ulesande
vorratuse jaoks oleks vaja lisaks toestada veel a® + 8¢* —3ab —2ca = 0. Analoogili-
selt iilaltehtuga ndeme aga, et niisugune vorratus ei saa tildjuhul kehtida. Seekord
on “halvaks” muutujaks b, mis suudab iiksinda vasaku poole negatiivseks muuta;
nditeks piisab validaa=1,b=10jac=0.

Uurime siis vorratust (b —2¢)? = 0 ehk b> — 4bc + 4¢® = 0. Peale selle oleks
tilesande vorratuse saamiseks vaja lisaks toestada

a’+3b*>+4c®>-3ab-2ca=0.

Proovime niiiid grupeerida liikmeid 4c? ja —2ca. Neile oleks lisaks tarvis liiget

2 2

a® mingi kordajaga. Milline peaks olema kordaja x véirtus, et 4c* —2ac + xa

1 1
osutuks kaksliikme vahe ruuduks? Muidugi x = 7 sest siis 4¢% — 2ac + Zaz =

o3

3
Toestatavast vorratusest jadvad tile liikmed Zaz —3ab + 3b*. Osutub, et ka

3 a 2
see avaldis esitub tdisruuduna: Zaz —3ab+3b*>=3 (5 — b) . Kokkuvottes oleme
niidanud, et

a 2 a\2
a2+4b2+8cz—3ab—4bc—20a:B(E—b) +(b—20)2+(20—§) >0.

Vordus kehtib parajasti siis, kui

a a
—=b, b=2c ja 2c=—,
2 2

ehk siis, kui (a, b, ¢) = (4¢,2t, t) mingi reaalarvu ¢ korral.

15.2 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorra-
tus

Definitsioon 15.1 Reaalarvude xi, xo,..., X, aritmeetiliseks keskmiseks nimetatakse

suurust
X1+X2+...+Xp
n
ja geomeetriliseks keskmiseks suurust
VXX Xy,

Selleks, et geomeetriline keskmine oleks méddratud, eeldatakse tavaliselt lisaks, et
x;=20(i=12,...,n).
Kahe arvu aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahel on jirgmine oluline seos.
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Teoreem 15.1 Suvaliste mittenegatiivsete reaalarvude x ja y korral kehtib vorratus

Y, 5.

Selles vorratuses kehtib vordus parajasti siis, kui x = y.

Toestus. Teoreemi vorratus on samavddrne vorratustega

X+y=2yxy,
x=2/xy+y=0,
(Vx—7)?=0.
Viimane vorratus on aga toene, sest iga realarvu ruut on mittenegatiivne. Vordus kehtib
parajasti siis kui vx—/y =0 ehk x = y. ]

X+

Kui Y arvutamise juures kasutame me tdepoolest aritmeetilisi operatsioone liit-

mist ja jagamist, siis mida geomeetrilist on suuruses /xy? See tuleb vélja teoreemi 15.1
teisest, geomeetrilisest toestusest.

Toestus. Vaatleme l6iku AB pikkusega x + y ja joonestame talle kui diameetrile pool-
ringjoone. Olgu C selle 16igu niisugune punkt, et | AC| = x (seega ka |CB| = y), ning olgu
O 16igu AB keskpunkt. Tombame 16igule AB punktides C ja O ristsirged ning 16ikugu
need poolringjoonega vastavalt punktides D ja E, vt joonist 15.1.

Joonis 15.1

|AB|]  x+y

Kuna OE on poolringjoone raadius, siis |OE| =

Loigu CD pikkuse arvutamiseks paneme koigepealt tdhele, et AADC ~ AABD
tunnuse NN alusel, sest nurk tipu A juures on ithine ning ZACD =90° ja ZADB = 90°
kui diameetrile toetuv piirdenurk. Sama moodi nditame, et AABD ~ ADBC. Jarelikult
AADC ~ ADBC. Sarnaste kolmnurkade vastavad kiiljed on vordelised, seega

|AC| _|CD|
|ICD| |CB|’

millest omakorda saame

|ICD|* = |AC|-|CB|=xy ehk |CD|=Xy.
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Jooniselt 15.1 on ilmne, et |CD| < |OE]|, kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui C on
16igu AB keskpunkt ehk x = y. O

Teoreemi 15.1 saab iildistada ka rohkema kui kahe vaartuse keskmistele.

Teoreem 15.2 Olgu antud n = 2 mittenegatiivset reaalarvu xp, xp, ..., X,. Siis kehtib

vorratus
X1+Xo+...+ X,

= \VxX1X0... Xy .
n

Vordus kehtib parajasti siis, kui x; = xo =... = x;,.

Toestus. Paneme koigepealt tdhele, et kui moni x; = 0, on tdestatava vorratuse parem
pool samuti 0 ja vorratus kehtib. Jirgnevas voime niisiis eeldada, et arvud x, X, ..., X,
on koik positiivsed.

Teeme muutujavahetuse

X1 X2 Xn
ylz ,y2: ,---;J/n:—-
VX1Xe-...- X, VX1Xo:...- X, VX1Xo-...- Xp,

Toestatav vorratus votab siis kuju
V+Yet...+yn=n. (15.1)

Lisaks kehtib tdnu muutujavahetusele

_ X1 X2 ... Xp

B (VX1 X2+ .- x)"
Toestame vorratuse (15.1) matemaatilise induktsiooni meetodil (vaata jaotist 1, et tule-

tada meelde, kuidas induktsioon tipselt tootab).
Induktsiooni baas n = 2 koos vordusejuhuga jareldub otse teoreemist 15.1:

y1i+)2 22\/3/1_)/2 :2\/I:Z.

Induktsiooni sammu tegemiseks eeldame, et suvalise n positiivse arvu korral, mil-
le korrutis on 1, vorratus (15.1) kehtib. Vaatleme niiiid suvalist n + 1 positiivset arvu
Y1, Y2y, Yn+1, mille jaoks y1y2-...- yp41 = 1.

Jarjestame arvud y; mittekahanevalt. Kuna nende korrutis on 1, siis saame y; <1
ja Y41 = 1. Téhistame z = y; yp41. Et 2y -...- y, = 1, kehtib arvude z, y»,..., y, jaoks
induktsiooni eeldus. Jarelikult kehtib ka vorratus

Yiyz-...:Vn

Z+Yot+...+tyn=n.

Kuna y; < 1ja yu41 = 1, siis (1 = y1)(¥n+1 — 1) = 0, mis on samavdidrne vorratustega
Y1+ Vn+e1—V1Vn+1—120ja y1 + Yne1 = Y1 Vn+1 + 1 = 2+ 1. Kokkuvottes saame

Vityet...tYptyprazz+l+ e+ +ty=n+l,

mis toestab induktsiooni sammu véite.

Vordus saab kehtida ainult siis, kuiz =y, =...=y, =1jalisaks y1 + yp41 =2+ 1=2.

+
Kuna y; y,+1 = 2 = 1, siis kehtib vorratuses N1 Vil = /Y1Vn+1 = 1 tegelikult vordus,
mistottuka y; = yp41 = 1. a

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust saab tdestada ka Jenseni
vorratuse abil, vt jaotist 17.4.
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Harjutus 15.2 TOesta, et iga positiivse reaalarvu x korral kehtib vorratus

1
X+—2=2.
X

Millal kehtib vordus?

Lahendus. Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vOorratusest arvude x

1
x+~- [ 1
Ley/x-==V1=1,
2 X

1 1
jarelikult x + — > 2. Vordus kehtib parajasti siis, kui x = — ehk x* =1 ehk x = 1.
X X

1
ja — jaoks saame
X

Harjutus 15.3 Toesta, et koigi reaalarvude x ja y korral kehtib vorratus
bR y2 =2xy,
kusjuures vordus kehtib parajasti siis kui x = y.

Lahendus. Ulesande vorratus on samaviirne vrratusega (x — y)* = 0, mis kehtib
koigi reaalarvude korral. Vordus kehtib parajasti siis kui x — y =0 ehk x = y.

Ulesanded

Ulesanne 15.18 (Piirkonnavoor 1993, 12. klass) Tdesta, et tdisnurkse kolmnurga pindala
ei ole suurem kui iiks neljandik hiipotenuusi ruudust. Millisel juhul voib pindala
vorduda iihe neljandikuga hiipotenuusi ruudust?

Ulesanne 15.19 (Piirkonnavoor 2010, 10. klass) Toesta, et mis tahes reaalarvude x ja y
korral kehtib vorratus

Ulesanne 15.20 (Siigisene lahtine voistlus 2022, noorem rithm) Leia avaldise

(X2 +1D@Y>+ 1922 +1)
6xyz

vahim voimalik védrtus, kui muutujate x, y ja z vdartused on positiivsed arvud (mitte
tingimata tdisarvud).

Ulesanne 15.21 (Loppvoor 2003, 10. klass) Olgu a, b ja c positiivsed reaalarvud, mis ei
ole suuremad arvust 2. Toesta, et kehtib vorratus

abc 4

a+b+c 3’
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Ulesanne 15.22 (Siigisene lahtine voistlus 2000, vanem rithm) Leia suurim reaalarv
K, millel on jargmine omadus: mistahes positiivsete reaalarvude a, b, ¢ korral, mis
rahuldavad vorratust a + b + ¢ < K, kehtib ka vorratus abc < K.

Ulesanne 15.23 (Piirkonnavoor 2010, 11. klass) Olgu x ja y sellised positiivsed reaalar-
vud, et x + y = 1. Toesta, et kehtib vorratus

Ulesanne 15.24 (Loppvoor 2003, 11. klass) Toesta, et mistahes positiivsete reaalarvude
a, b ja c korral kehtib vorratus

1 1 1
Vabc+=+=+-22V3.
a b c
Millal kehtib siin vordus?

Ulesanne 15.25 (Talvine lahtine voistlus 2016, vanem rithm) Leia vorrandisiisteemi

3x+7y+14z =252
Xyz-— u®> =2016

koik mittenegatiivsed reaalarvulised lahendid.

Ulesanne 15.26 (Sligisene lahtine voistlus 2011, vanem rithm) Olgu antud mittenega-
tiivne reaalarv a ja mittenegatiivne tdisarv n. Toesta vorratus

(n+a<n+a™.

Ulesanne 15.27 (Stigisene lahtine voistlus 2001, vanem rithm) Olgu a,, ay, ..., a, posi-
tiivsed reaalarvud ning by, by, ..., b, samad arvud mingil viisil imberjarjestatult. Toes-
ta, et

a)

+ ! + 1)
a+—||a+—]-...-
o 2t

b) kui iilaltoodud vorratuses kehtib vordus ning 7 on paaritu ary, siis vihemalt tiks
arvudest a; on vordne 1-ga.

1
an+—|=2"
5

Ulesanne 15.28 (Loppvoor 1996, 12. klass) Milliste positiivsete reaalarvude x korral on

avaldisel T
1000 900 , 190 , 16
X

vahim vaartus?

Lahendused

15.18 Olgu tédisnurkse kolmnurga kaatetite pikkused a ja b. Kolmnurga pindala on siis

ab
BE hiipotenuusi ruut aga Pythagorase teoreemi pohjal c¢? = a® + b?. Niisiis tuleb
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15.19

15.20

15.21

15.22

toestada vorratus
ab a*+b?
- s ,

2 4

mis on samaviirne toese vorratusega 2ab < a® + b* (vt harjutus 15.3). Vordus
kehtib parajasti siis, kui a = b, st antud kolmnurk on vérdhaarne.

Vaatame koigepealt 1dbi juhu, kui iiks muutujatest on 0. Kui x = 0, saame vorratuse
y* = 0. See vorratus on kindlasti toene, kusjuures vordus kehtib parajast siis kui
y = 0. Tdpselt samasuguse arutelu saame ka siis, kui alguses eeldame, et y = 0.
Edasises voime seega vaadelda juhtu, kus x, y # 0.

Harjutusest 15.3 teame, et koigi reaalarvude x ja y korral kehtib vorratus

3
x% + y* = 2xy. Kui x ja y on samamirgilised, saame xy > 0 ja jarelikult 2xy > Exy.
3
Kui aga x ja y on erimirgilised, saame x* + y* > 0 > zx y. Molemal juhul iilesande
vorratus kehtib, kusjuures juhul x, y # 0 vordus kehtida ei saa.
Vastus: 8.
Teisendame iilesande avaldist:
(P +DAYy*+1)92°+1)  x*+1 4y*+1 9z°+1 _
6xyz " 2y 3z
x*+1 2y)*+1 Bz)*+1
X 2y 3z
1 1 1
x+—) : (2y+—) . (3z+ —) =
X 2y 3z

=2-2-2=8,

kus vorratus kehtib tdnu harjutuse 15.2 tulemusele. Vordus kehtib parajasti siis,

1 1
kuix:2y:3z:1ehkx:1,y:Ejaz:g.

Teisendame iilesande vorratuse samavadrsele kujule

a+b+c abc
=

3 4

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest saame

a+b+c
T; abc,

. - - . 3 abc .
seega piisab toestuse lopetamiseks ndidata vV abc = o mis on samavddrne

vorratusega 4 = (abc)%. Kuna aga a, b, c < 2, siis ka (abc)§ < 8% =4,
Teise voimaliku lahenduse annab {ilesanne 15.30.

Otsitavaks arvuks on K = 3v/3.
Kui a+ b + ¢ < K, siis aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorra-

tusest saame
a+b+c K
abcs — < — ,
3 3
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15.23

15.24

15.25

K K
millest abc < —. Kui lisaks kehtib > < K, saamegi jareldada vorratuse abc < K.

K3
Vorratus > < K aga kehtib parajasti siis, kui K < 27 ehk K < 3V/3.
K
Teisest kiiljest, kui K > 3v/3, saame valida a=b=c = 3 Nii on eeldus a + b+

¢ < K taidetud, kuid

K K?

abc=—=K-—>K.

27 27

Jarelikult iikski arvust 3v/3 suurem arv ei sobi iilesande lahendiks.

Korrutame vorratuse molemaid pooli positiivse suurusega x*y* ning avame sulud,
misjdrel saame toestatavaga samavéadrse vorratuse.
1-x)1-y*) =9x%y7,
1 —x2—y2 +xzy2 = 9x2y2,
l—xz—y2 >8x2y2.
Asendame
1—x2—y2: lz—xz—yzz (x+y)2—x2—y2:2xy,

1
niisiis ja4b toestada vorratus 2xy = 8x°y*, mis on samaviirne vorratusega 1 =xy.
See seos aga jareldub aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratu-

1 (x+y\2
sest, sest — = (—) =Xxy.
4 2

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest kolme positiivse
arvu jaoks teame, et

Jarelikult saame

1 1 1 1 1
Vabc+=+—+==V abc+3\3/—>2\/\/3 abc-3\3/—:2\/§.
a b c abc abc

1 1
Vordus kehtib parajasti siis, kui a = b = c ja Vabc = 3\3/ “he ehk Va? = 3\3/ —-
abc a
3
Viimane vorrand lihtsustub kujule a = . kust saame iilesande vordusejuhuks

a=b=c=3.

Vastus: x =28, y=12,z=6jau=0.
Rakendame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust tilesande
siisteemi esimesele vorrandile:

252 =3x+7y+14z>33/3x-7y-14z=1/2-3*-72 - xyz.

Siisteemi teisest vorrandist teame, et xyz = 2016 + u? =2016=2°-32. 7, niisiis
saame vorratusega jitkata:

323472 . xyz> V/2.34.72.25.32.7=22.32.7 =252,

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

210 Peatiikk 15. Pohivorratused
Niisiis peavad koigis vorratustes tegelikult kehtima vordused, st
3x=7y=14z, u=0 ja xyz=2016.
Jarelikult
3x-7y-14z=3-7-14-2016 =2°.33. 73 = (2%.3.7)3 =843,
millest saame
3x=7y=14z=284
ehk x =28, y=12jaz=6.
15.26 Juhul n = 0 saame triviaalselt kehtiva vorratuse a < a. Juhul n > 1 saame aritmee-
tilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest
n+1
1+...+1+a >n+m,
n+1
mis on samavadrne toestatava vorratusega.
15.27 Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vOorratusest saame
+1 + +1)>2 N, |2 2, [n
ar+—\||a+—|...-lan+— |22/ — 2/ —=+...- 24| — =
Y )\ " ba) "NV b by bn
—on dldg'...'dnzzn
\ bibs-... by,
1 ..
Vorduse jaoks peab a; = o kehtima iga indeksi i korral. Ulesande tingimuste
i
pohjal on ka b; iiks antud arvudest, st a; mingiindeksi j korral. Siis agaka a; = o0
J
kus b; on omakorda mingi ay. Kokkuvottes saame
1 1 1
aAdi=—=—=——=b:=a.
! bi a i1 b j / k
See tdhendab, et antud arvud jagunevad tsiiklitesse, kus igas tsiiklis esineb vahel-
dumisi mingi positiivne reaalarv ja tema pé6rdarv. Kui see reaalarv ei ole 1, peab
tsiikli pikkus olema paarisarv. Samas kui 7 on paaritu, ei saa kdik antud arvud
paarisarvulise pikkusega tsiiklisse jaguneda. Jarelikult peab sel juhul leiduma a;
vdartusega 1.
Sellel iilesandel on veel mitu huvitavat lahendust, mida saab lugeda brosiiti-
ri [14] 5. peatiikist.
. 1996 = | 1 1 .. .. .
15.28 Esitame —— kui 1996 murru summa — + ...+ —. Siis saame iilesande avaldist

X X X
hinnata aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse abil kui

1000 , 900 , ,90 , .6, 1 1
x1000 4 5900 L 390 L x0 4 24 42
p x;2°°§/x1000-x900-x90-x6-l-...-l:
2000 v
=1.
Jarelikult 1996
31000 4 5900 1 490 4 464~ 5 2000,
X

1
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui x1%% = x%° = x% = x5 = — ehk kui x = 1.
x
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15.3 Harmooniline keskmine ja ruutkeskmine

Definitsioon 15.2 Reaalarvude x, xo, ..., X, harmooniliseks keskmiseks nimetatakse

suurust
n

1 1
x1+x2+"'+

ja ruutkeskmiseks suurust

2 2 2
¢%+%+m+%

n

Selleks, et harmooniline keskmine oleks méaéiratud, eeldame, et x; #0 (i = 1,2,..., n).
Osutub, et harmooniline keskmine pole kunagi suurem kui geomeetriline.

Teoreem 15.3 Olgu x1, Xxo,..., X, positiivsed reaalarvud. Siis kehtib vorratus
n n
I 1 1 S VXX ...c Xy,
at ettt
Vordus kehtib parajasti siis, kui x; = xo =... = x;,.

Toestus. Kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust arvude

1 1 1 .
—,—,...,— jaoks:
X1 X2 Xn
1,1 1
x1+x2+"'+xn>n 1 1 1_ 1
n X1 X2 X, YXixp-... X,

Teoreemi vorratuse saame, kui leiame saadud vorratuse molemast poolest poérdvédartu-

se ja paneme tdhele, et seejuures muutub vorratuse mérk vastupidiseks. Vordus kehtib

1 1
parajastisiis, kui—=—=...=—ehkx;=x=... = x;,. O
X1 X2 Xn

Ka aritmeetilise ja ruutkeskmise vahel valitseb kindel vorratusseos.

Teoreem 15.4 Olgu x1, Xx»,..., X, suvalised reaalarvud. Siis kehtib vorratus

X1+ X +...+Xp <\/xf+x§+...+x§,

n n

Vordus kehtib parajasti siis, kui x; = xp =...=x, =0.

Toestus. Vaatleme koigepealt juhtu, kus x1, x2,..., X, on mittenegatiivsed. Sel juhul
saame teoreemi vorratuse pooli ruutu tostes samavairse vorratuse

(x1+x2+...+xn)2< X2+ X5+...+ X2

= )

n n
2 2., .2 2
(X1+Xo+...+x)"<nxy+x5+...+X,).
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Kirjutame viimase vorratuse vasaku poole lahti:
(Xi+ X+ .+ X)) =X+ x5+ + X0+
+2X1 X +2X1X3+2X1 X4+ ...+ 2X1 X+
+2X2X3+2X0X4+ ... +2Xo X+
+ an_lxn .
Niisiis tuleb toestada vorratus
(n— 1)(xf + x‘% +...+ x,%) 22X1X +2X1X3+2X1 X4+ ...+ 2X1 X5+
+2X9X3+2X0X4+...+2X0X,+
+ 2x”_1x” .
See vOrratus on aga samavédrne toese vorratusega
0<(x1 — x)2 Y Y R
S (X1 —x2)7 + (X1 — x3)" + (X1 —Xg)" ...+ (X1 — X))+
2 2 2
+ (X2 —x3) "+ (X2 —x4) "+ ...+ (X2 —x)+
2
+ (Xp-1—Xn)",
kusjuures vordus kehtib parajasti siis, kui x; = xo =... = x;,.

Kui moned arvudest x; on negatiivsed, saame iilaltdestatud tulemust lihtsasti laien-
dada:

<

X1+ X+t Xyl [+t [l <\/|x1|2+|x2|2+...+|xn|2 B

n n n

2. 42 2
_¢%+%+m+%

n

Muuhulgas ndeme, et kui arvude x; seas leidub negatiivseid, siis teoreemi vorratuses
vordus kehtida ei saa. O

Aritmeetilise ja ruutkeskmise vahelist vorratust saab tdestada ka Jenseni vorratuse
abil, vt jaotist 17.4.
Teoreemidest 15.2, 15.3 ja 15.4 saame kokkuvotliku jarelduse.

Jareldus 15.1 Olgu antud positiivsete reaalarvude harmooniline keskmine HK, geo-
meetriline keskmine GK, aritmeetiline keskmine AK ja ruutkeskmine RK. Siis keh-
tivad vorratused

Ulesanded
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Ulesanne 15.29 (Loppvoor 1998, 9. klass) Reaalarvude x, y ja z kohta on teada, et
x+y=2jaxy=z>+1.Leia avaldise x* + y* + z° viirtus.

Ulesanne 15.30 (Loppvoor 2003, 10. klass) Olgu a, b ja c positiivsed reaalarvud, mis ei
ole suuremad arvust 2. Toesta, et kehtib vorratus

abc 4

a+b+c 3
Ulesanne 15.31 (Stigisene lahtine voistlus 2020, noorem rithm) Kas leiduvad sellised
arvud a, b, ¢, mis rahuldavad vorrandit
2a(c—a)—bRa+b)+c(2b—-c) =2020?
Ulesanne 15.32 (Loppvoor 2004, 12. klass) Olgu a, b ja c sellised positiivsed reaalarvud,

et a® + b* + ¢* = 3. Toesta, et kehtib vorratus

1 1 1
+ +
1+2ab 1+2bc 1+2ca

=1

Ulesanne 15.33 (Talvine lahtine voistlus 2017, vanem rithm) Tdesta, et koigi positiivsete
reaalarvude x, y, z korral

Ulesanne 15.34 (Siigisene lahtine voistlus 2018, vanem rithm) Olgu 7 ja k positiivsed
tdisarvud, mille korral k < n. Toesta vorratus

1 1 2(n-k+1)
tot—z—

1
%+k+1 n_ n+k

Ulesanne 15.35 (Siigisene lahtine voistlus 2013) Leia vorrandisiisteemi
+ L 2013
X — — =
Y z
¥ + L 2013
-2z — = .
y X

1
x—z+—=2013
y

koik positiivsed reaalarvulised lahendid.

Vaata ka iilesannet 38.28.

Lahendused

15.29 Vastus: 2.
Esmapilgul tundub, et tegemist on mitmemuutujapoliinoomide teisendamise
tilesandega, mis peaks kuuluma jaotisesse 11.2. Proovimegi kdigepealt sellest
jaotisest tuttavate meetoditega ldheneda.
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Kuna x + y = 2, siis (x + y)? = x* + 2xy + y* = 4. Jarelikult
X+ =4-2xy=4-2(z"+1)=4-2z>-2=2-27%,

kust saame x° + y* + z° =2 — 2%,

Niiiid aga seisame probleemi ees: 2 — z* pole mitte iiks arv (mida iilesande
sonastus justkui vastuseks ootaks), vaid muutujast z soltuv avaldis. Mida teha?

Lahendusele viib tihelepanek, et x> + y + z° ja z° on mittenegatiivsed arvud,
seega on avaldise 2 — z2 vdimalike viirtuste hulk vahemik [0;2]. Kas me suudame
seda vahemikku veel kitsendada nii, et alles jadks ainult tiks voimalik arv?

Osutub, et suudame kiill. Paneme téhele, et tingimusest x + y = 2 saame muu-
hulgas alumise tokke summa x° + y* jaoks. Ruut- ja aritmeetilise keskmise va-
helisest vorratusest (vt teoreemi 15.4) teame, et koigi reaalarvude x ja y korral

kehtib
2442
x“+y >x+y.
2 2

Et x + y = 2, jareldub sellest vorratusest niitid

x% + y?
2

2, .2

xX“+y S
2

x2+y222.

=-=1,

NN

[a—

)

Muuhulgas kehtib vorratus x* + y* + z° = 2. Kuna samal ajal ka 2 — z° < 2,
peab kokkuvattes kehtima vordus x° + y? + 22 = 2 — z° = 2. Toestatud vorratuste
vordusejuhte uurides leiame, et vordus realiseerub parajasti siis, kuix =y =1ja
z=0.

15.30 Teisendame iilesande vorratuse samavéarsele kujule
3
1,1, 1
be Tact ab

<4.

Selle vorratuse vasakus pooles tunneme dra harmoonilise keskmise avaldise. Ka-

sutame harmoonilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vorratust ning eeldust
a,b,c<2:
3

1 1

: <v3 bc-ac-absv3 64=4.
bc T ac T ab

Teise voimaliku lahenduse annab tilesanne 15.21.

15.31 Teisendame iilesande avaldist:

2ac—-2a®-2ab-b*+2bc—c® = —(a@® +2ab+ b*) — (¢* = 2ac + a®) + 2ab =

=—(a+b)*-(c-a)*+2bc.

Ruut- ja aritmeetilise keskmise vahelisest vorratusest saame

(a+ b2+ (c— a)? o (a+b)+(c—a) b+c
2 - 2 -2
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jarelikult
(b+c)?

(a+b)?’+(c-a)?’= >

2

Lisaks ndeme, et kehtib ka voratus
tega

= 2Dbc, sest ta on samavaarne vorratus-

b +2bc+c® = 4bc,
b>—2bc+c* =0,
(b-c)?=0.

Kokkuvéttes oleme toestanud, et (a + b)? + (¢ — @) = 2bc, millest omakorda
jareldub vorratus —(a + b)? - (c—a)®+2bc <. Seega ei saa tlilesande avaldise
vairtus olla 2020.

Teise voimaliku lahenduse annab iilesanne 15.13.

15.32 Kasutame harmoonilise ja aritmeetilise keskmise vahelist vOorratust (vaata jérel-
dust 15.1):

3 <1+2ab+1+2bc+1+2ca_3+2ab+2bc+2ca_

1 1 1
1+2ab + 1+2bc + 1+2ca 3 3

a?+b*+c*+2ab+2bc+2ca
B a’+ b? + ¢c2

)
niisiis

1 . 1 . 1 3(a® + b+ c?)
1+2ab 1+2bc 1+2ca a?+b2+c2+2ab+2bc+2ca’

Ulesande lahendamiseks piisab, kui niitame, et selle vorratuse parem pool on
vdhemalt 1. See vdide on vamavéddrne vorratustega

3@+ +c*)=a*+b*+c2+2ab+2bc+2ca,

2a° +2b* +2c¢* = 2ab+2bc+2ca.

Viimane vorratus aga kehtib tdnu harjutuse 15.1 tulemusele.

15.33 Paneme koigepealt tihele, et liikmes y? pole ruut tegelikult oluline, sest meil on
nagunii eeldus, et koik muutujad on positiivsed. Seega kehtib iilesande vorratus
parajasti siis, kui kehtivad vorratused

z 9yz
Y2 yias 2
X X+y+z
Ixyz
VZ+Xxy+xzz———.
X+y+z
yztxz+xy 3 3
T xty+x T 1, 1 1 °
3 xXyz yz+xz+xy

Viimane vorratus aga kehtib tdnu aritmeetilise ja harmoonilise keskmise vahelise-
le vorratusele.
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Peatiikk 15. Pohivorratused

15.34 Paneme tdhele, et iilesande summas on n — k + 1 liiget. Kasutame harmoonilise ja

aritmeetilise keskmise vahelist vorratust ning aritmeetilise jada summa valemit:

n-k+1 _k+k+D+...+n_@+kn-k+1) n+k

1 1 1 _ - _
T gt ty n-k+1 2(n—k+1) 2

Siit jareldubki iilesande vorratus.

1
1535 Vastus: x=y=z=——

2013°
Korrutades siisteemi esimese vorrandi molemad pooled z-ga, teise vorran-

di mélemad pooled x-ga ja kolmanda vorrandi molemad pooled y-ga, saame

stisteemi
xz—yz+1=2013z

xy—xz+1=2013x.
xy—-yz+1=2013y
Xt+y+z 1

3 2013
Teisest kiiljest saame algse siisteemi vorrandite liitmisel p + ; + s 3-2013 ehk
3 1

T = 013" Niisiis on arvude x, y, z aritmeetiline ja harmooniline keskmine
+ =
z

Nende vorrandite liitmine annab 3 = 2013(x + y + z) ehk

1 1
1ty .

1
molemad vordsed arvuga ——, millest jdreldubki, et x =y =2z = ——.
2013 2013
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