14.1

Kuidas ei tohi vorratusi toestada

Vorratusiilesannete lahendamisel tehakse sageli tiitipilist loogikaviga, millest tuleb
hoiduma o6ppida.

= Naide 14.1 Olgu meie eesmirk toestada koigi reaalarvude x jaoks vorratus
—x*+ x> +2x=-2x%. (14.1)

Paneme tihele, et iga reaalarvu x korral kehtib (x*—1)? = 0, millest saame x*—2x°+1> 0
ehk x* +1 > 2x%. Liidame selle vorratuse toestatavale vorratusele (14.1) ja saame

x2+2x+1>0,

mis on samavddrne toese vorratusega (x + D%=o0. .

Kas see arutelu kujutab endast vorratuse (14.1) korrektset tdestust? Ei, ta ei saa seda
olla, sest nditeks juhul x = 3 saame vorratusse (14.1) asendades

-81+9+6=-2-9

ehk —66 = —18, mis ei kehti. Niisiis 6nnestus meil edukalt “tdestada” vale vorratus!
Kuidasmoodi?

Viga peitub arutluse loogikas. Me alustasime toestatavast vorratusest ja jdreldasime
sellest toese viite, kuigi tegelikult oleks vaja just vastupidi — tdestatav vdide peaks
ilmuma arutelu lopus, jareldusena.

Probleem seisneb selles, et ka vddrast vditest saab jareldada toest. Seega ei tihenda
arutluse 16pus toese vorratuseni joudmine automaatselt seda, et algne vorratus tingima-
ta kehtiks. Ndites 14.1 liitsime omavahel vdédra ja toese vorratuse ning tulemus osutus
samuti toeseks.

Toestatava vorratuse teisendamine toestuse otsimise kdigus pole iseenesest muidugi
keelatud vote, aga seejuures tuleb tdhele panna, et koik kasutatavad teisendused siili-
taksid saadavate vorratuste samavéirsuse algse vorratusega. Niisugusteks teisendusteks
on nditeks vorratuse molemale poolele sama suuruse liitmine-lahutamine ja vorratuse
molema poole korrutamine-jagamine sama positiivse suurusega.
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Ohtlikud operatsioonid, mis voivad vddra vorratuse toeseks muuta, on niditeks vor-
ratuste omavahel liitmine ja korrutamine. Korrutamise iiheks erijuhuks on vorratuse
poolte ruutu tdostmine, millega tuleb samuti ettevaatlik olla. Nii nditeks saame védrast
vorratusest —3 > 2 pooli ruutu tostes tdoese vorratuse 9 > 4. Vorratust a > b (voi a = b)
tohib teisendamise kdigus ruutu tdsta ainult siis, kui me voime kindlad olla, et a, b = 0.
Sel juhul saame vérratuse a® > b* mélemast poolest ruutjuurt vittes vorratusele a > b
tagasi minna.

Uldine pohimate ongi see, et pirast tdestatava vorratuse teisendamist ilmselt toe-
seks vorratuseks peame iile kontrollima, et kogu arutelu on pooratav. Sobivaid teisen-
dusi vaatleme ldhemalt jaotises 14.2. Olimpiaadiiilesande lahenduses tuleb arutelu
pooratavus ilmutatult dra mainida, nditeks sonastuses “Teisendame antud vorratuse
samavaarsele kujule”. Selle lause kirjutamata jatmisel arvab hindaja, et lahendaja on
teinud nditega 14.1 sarnase loogikavea ja muidu téiesti korrektne lahendus voib saada 0
punkti!

Kasvavad ja kahanevad funktsioonid

Selles jaotises uurime tdpsemalt, millised teisendused annavad vaadeldava vorratu-
sega samavaarse vorratuse.

Uldiselt rakendame me vorratust teisendades tema molemale poolele mingit funkt-
siooni — lildame v6i lahutame mingi arvu, tostame vorratuse molemad pooled ruutu jne.
Tdhistame vaadeldava vorratuse poolte avaldisi x; ja x», vorratusemarki ? ja rakendata-
vat funktsiooni f. Siis on meie eesmargiks, et kehtiks samavaarsus

X1 ? X2
0 (14.2)
flx1) 2 f(x2)

Selle jarelduse parisuunas tunneme dra kasvava funktsiooni definitsiooni.

Definitsioon 14.1 Utleme, et funktsioon f: X — Y on kasvav, kui iga x; < x, korral
hulgast X kehtib vorratus f(x;) < f(x2).

Kuna f on funktsioon, saame x; = x, korral muidugi ka f(x;) = f(x2), mistdttu
kasvava funktsiooni korral jareldub vorratusest x; < x, muuhulgas vorratus f(x;) <
f(x2). Kogu reaalteljel kasvavad néiteks funktsioonid

® f(x)=xta(aeR),
f(x)=ax (a>0),
f=a"(a>1),

f(x) =x" (n on positiivne paaritu tiisarv).

Oma maéédramispiirkonnas (0;00) kasvab ka logaritmfunktsioon f(x) =log,x (a > 1).
Astmefunktsioon f(x) = x"* kasvab positiivse paarisarvulise n korral ainult piirkonnas
[0;00).

Need tdhelepanekud vastavad koolitunnist tuntud vorratuste teisendamise reegli-
tele. Nditeks ténu sellele, et funktsioon f(x) = ax on kasvay, kui a > 0, voib vorratuse
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molemaid pooli korrutada sama positiivse arvuga. Kuna ruutfunktsioon kasvab piir-
konnas [0;00), voib mittenegatiivsete pooltega vorratuse moélemaid pooli aga ruutu

tosta.
Definitsiooniga 14.1 kdib loomulikult paaris ka kahaneva funktsiooni definitsioon.

Definitsioon 14.2 Utleme, et funktsioon f : X — Y on kahanev, kui iga x; < x; korral
hulgast X kehtib vorratus f(x;) > f(x2).

Analoogiliselt kasvava funktsiooniga jareldub kahaneva funktsiooni f korral vorratusest
X1 < X vorratus f(x1) = f(x»). Niisiis vastavad kahanevatele funktsioonidele vorratuste
teisendused, mis poodravad vorratusemargi vastupidiseks.

Kahanevad on niiteks funktsioonid

o f(x)=ax(a<0),

1
f(x) = — (piirkondades x € (—00;0) ja x € (0;00)),
X

fx)=a*(0<a<l),
f(x)=log,x (0<a<1l,xe€(0;00)),

f(x) =x" (n on positiivne paarisarv, x € (—oo;0]).

Jéllegi tunneme siin dra koolitunnist tuttavad reeglid, et nditeks negatiivse arvuga korru-
tamine ja poordvaartuste leidmine pooravad vorratusemaérgi iimber.

Definitsiooni 14.1 pdhjal toimetades saame kasvavate funktsioonide rakendamisel
esialgu ainult parisuunas jarelduse

X1 ? X2
U
fx1) 2 fx)

samas kui vaja oleks, et vorratusest f(x;) ? f(x2) jarelduks ka x; ? x,. Millistel tingimus-
tel kehtib see vastupidine jareldus? Osutub, et alati!

Teoreem 14.1 Olgu f: X — Y kasvav funktsioon. Siis kehtivad jareldused

1. f(xl) < f(xg) = X1 < X,
2. f(x1)> f(x2) = x1 > x2,

3. f(x1) = f(x2) = x1 = xo.

Toestus.
1. Oletame viitevastaselt, et x; = x». Kuna funktsioon f on kasvav, jarelduks sellest
vorratusest vorratus f(x;) = f(x»); vastuolu.
2. Toestus jareldub otse 1. osa toestusest, vahetades muutujate x; ja x» rollid.

3. Kui kehtiks vorratus x; < x», peaks tdnu funktsiooni f kasvamisele kehtima ka
f(x1) < f(x2); vastuolu eeldusega f(x;) = f(x2). Analoogiliselt jouab vastuoluni
ka voimalus x; > x», niisiis jadb ainsaks voimaluseks x; = x».
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O

Harjutus 14.1 SOnasta ja toesta teoreemi 14.1 analoog kahaneva funktsiooni jaoks.

Teoreemi 14.1 saab sonastada ka poordfunktsiooni moiste kaudu (vaata jaotist 12 ja
definitsiooni 12.1).

Teoreem 14.2 Kasvava funktsiooni poordfunktsioon on kasvav.

Toestus. Definitsioonist 14.1 ja teoreemist 14.1 jareldub, et funktsioon f: X — Y on
kasvav parajasti siis, kui iga x;, x, € X korral kehtib samavééarsus

X1 <X & f(x1) < f(x2). (14.3)

Tahistame y; = f(x1) ja y2 = f(x2), siis poordfunktsiooni definitsiooni jargi £~ (y1) = x1
ja f~1(y0) = x,. Niisiis kehtib iga x1, x» € X jaoks samaviirsus

fon<foen<y. (14.4)

See on samavidrsus (14.3) funktsiooni f~! jaoks. TGestuse 16petamiseks tuleb niidata,
et see samavadarsus kehtib iga y;, y» korral hulgast Y. Kuna Y on funktsiooni f muutu-
mispiirkond, leidub iga y € Y korral x € X selliselt, et f(x) = y. Niisiis on kdikvoimalikud
¥1, 2 € Y funktsiooni f vddrtustena saavutatavad. Jarelikult kehtib seos (14.4) koigi
1, ¥2 € Y korral, millest jareldub funktsiooni f~! kasvamine. O

Lihtne on kontrollida, et kasvavad on nditeks teineteise péordfunktsioonid f(x) = ax

1
ja f~1(x) = =x (a > 0), sama 1-st suurema alusega eksponent- ja logaritmfunktsioon

ning f(x) = x> ja f1(x) = Vx.

Ruutfunktsioonil f : R — [0;00) : f(x) = x* rangelt vottes iiheselt defineeritud p66rd-
funktsiooni ei ole, sest igale positiivsele x* vidrtusele vastab kaks originaali x ja —x.
Kiill aga saame ruutfunktsioonile poordfunktsiooni siis, kui vaatleme teda médiratuna
mittenegatiivsetel reaalarvudel, st funktsioonina f : [0;00) — [0;00) : f(x) = x°. Selleks
poordfunktsiooniks on loomulikult ruutjuur £~ : [0;00) — [0;00) : £~ (x) = v/x. Paneme
muuhulgas tédhele, et [0;00) on tdpselt ruutfunktsiooni kasvamispiirkond.

Teoreemi 14.1 pohjal piisab samavéarsuse (14.2) jaoks kontrollida, et funktsioon
f on oma méddramispiirkonnas kasvav. Seejuures tuleb méadramispiirkonda vajadusel
piirata kasvamispiirkonnaga. Vorratuse pooli ruutu tostes (ja pédrdoperatsioonina ruut-
juurides) voime endiselt sattuda jaotises 14.1 kirjeldatud probleemile, kus vorratused
-3 >2ja9 > 4 pole samavairsed. Viga tekib just sellest, kui me ei kontrolli, kas alg-
se vorratuse molemad pooled kuuluvad funktsiooni kasvamispiirkonda (antud juhul
mittenegatiivsete reaalarvude hulka).

Harjutus 14.2 SOnasta ja toesta teoreemi 14.2 analoog kahaneva funktsiooni jaoks.

Kahanev funktsioon f poorab vorratusemargi tiimber, seega sel juhul saame sama-
vaarsuse

xl?xg

0
flx) 2 flxo),

kus ? tdhistab timberpooratud vordlusmérki 2.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

14.3

14.3 Arvvorratused 185

Arvvorratused

Koige lihtsamal juhul tuleb vorratuseiilesannetes uurida kahe konkreetse arvu oma-
vahelist jarjestust. Lahendused jdrgivad tavaliselt iisna sarnast mustrit. Kdigepealt tei-
sendame antud arve ning seejdrel rakendame teoreeme 14.1 ja 14.2 sobiva kasvava (voi
kahaneva) funktsiooni jaoks, et viia toestatav vorratus samavadarsele, kuid lihtsamale
kujule.

Ulesanded

Ulesanne 14.1 (Loppvoor 2000, 10. klass) Kumb arvudest 22 ja 2000°%° on suurem?

Ulesanne 14.2 (Piirkonnavoor 2010, 11. klass) Kas arv v/5- v/6 on suurem voi viiksem
arvust 3,5?

" .. . 3/d
Ulesanne 14.3 (Piirkonnavoor 2014, 11. klass) Kumb arvudest v/3 ja i/; on suurem?

Ulesanne 14.4 (Piirkonnavoor 2017, 11. klass) Kumb arvudest 7 + V37 ja 3v19 on
suurem?
Ulesanne 14.5 (Piirkonnavoor 2016, 12. klass) Kas arvu 6 logaritm alusel 10 on suurem

e s 7
vOi vaiksem arvust §?

Ulesanne 14.6 (Piirkonnavoor 2021, 12.klass) Kas arv log2'72 on suurem voi vaiksem
arvust 0,72

Ulesanne 14.7 (Piirkonnavoor 2006, 12. klass) Juku arvutas taskuarvutiga avaldise
5log2 + 7log3 —log7 vadrtuse. Taskuarvuti piiratud tdpsuse tottu sai ta vastuseks 4.
Kas see tulemus on avaldise tegelikust vdartusest suurem voi vdiksem? (Logaritmid
on voetud alusel 10.)

22014 .

Ulesanne 14.8 (Stigisene lahtine voistlus 2014, noorem rithm) Kumb arvudest ja

3303.4404 5505 4 suurem?

Ulesanne 14.9 (Kevadine lahtine voistlus 2004, noorem rithm) Kas leidub selline natu-
raalarv, mille 33. aste on 33-kohaline?

Ulesanne 14.10 (Talvine lahtine voistlus 2023, vanem rithm) Tdhistame suvaliste posi-
tiivsete reaalarvude x ja y korral kirjutisega {/y positiivset reaalarvu z, mille korral
z* = y. Tdhistame veel \/y = ¢/7.

Kas arv \/5 on suurem, viiksem voi niisama suur kui arv \Fz ?

Vaata ka tilesandeid 7.15, 14.15, 17.1, 17.2 ja 40.8.

Lahendused

14.1 Vastus: 2000°%° on suurem.
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Proovime koigepealt kasutada tihelepanekut 2% > 2209 urime, millises

seoses on arvud 22°%° ja 2000°%°. Selleks teisendame neid ning votame molemast
poolest 200. juure. Kuna funktsioon f(x) = *V/x on reaaltelje positiivses osas
kasvay, sdilitab see operatsioon vorratusemargi.

22000 ? 2000200,
(210)200 ? 2000200,
2192 2000,
1024 < 2000.

Niisiis kehtib vorratuste ahel 229%2 > 22090 < 2000%2%°, millest ei saa arvude 22°%? ja
2000%%° omavahelise jirjestuse kohta mitte midagi jireldada.

See katsetus ei viinud kiill sihile, aga andis meile sellegipoolest vaddrtuslikku
infot. Esiteks on arvude 1024 ja 2000 erinevus peaaegu 2-kordne, mis 200. astmele
tostes annab arvude 22°%° ja 2000°% jaoks “peaaegu” 2°%°-kordse erinevuse. Samal
ajal 22002 = 2200092 _ 492000 "erinevus on ainult 4-kordne. Niisiis peaks isegi {isna
jamedalt hinnates olema voimalik toestada vorratus 22092 < 20002%.

Proovime leida arvu a nii, et 2°°%? < a < 2000%%° jamolemad vorratused oleksid
lihtsasti toestatavad. Kas voiks sobida niiteks a = 222902 Vorratus 22092 < 22209 on
ilmne, aga kuidas on omavahel jarjestatud 22°° ja 2000°°2

22200 ? 2000200’
(211)200 ? 2000200’

2112 2000,
2048 > 2000.

Kokkuvotteks saime vorratuste ahela 2202 < 22290 5 20002 niisiis on 222°° kesk-
mise arvu rolli natuke liiga suur, aga mitte enam liiga palju.

Sihile viib niiteks valik a = 221, Vorratus 22°9? < 22190 o endiselt ilmne,
arvude 221% ja 2000**° vérdlemine aga annab

22100 ? 2000200,
(221) 100 ? (20002) 100 ,
221 2 20007,
2097152 < 4000000.

Kokkuvottes oleme niidanud, et 22°%% < 22100 < 2000290,

14.2 Vastus: vdiksem.
- e . 4. 7 . -
Selleks, et vorrelda (positiivseid) arve V5-v6 ja 3,5 = > voime nad tosta

4

4. astmele. Kuna f(x) = x” on positiivsete argumentide korral kasvav, saame
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samavaarsete vorratuste ahela:

7
\/5-\4/6?5,
A 7\*
(\/3-\/6)4?(5) ,
74
2
5 -6?2—4,
2401
16
16-150 ? 2401,

2400 < 2401,

150 ?

)

seega V5 V6 <3,5.

Arvutiiilesanne 14.1 Leia arvuti voi kalkulaatori abil avaldise v/5 - v/6 ligikaudne
vadrtus. Kui tdpne on iilesandes tdestatud iilemine hinnang 3,5?

5
14.3 Vastus: i/j on suurem.

Selleks, et antud avaldistes juurtest lahti saada, voime molemad tdsta 21.
astmele. Kuna f(x) = x*! on kasvav funktsioon, saame samaviirsete vorratuste

ahela:
V3 ? i/?
V3
’ = 21
CNGE
3

7
33'_25_
37’

33.37 257,

Niiiid voime lihtsalt arvutada, et 3'° = 59049 ja 57 = 78125, niisiis 3'° < 5, mistottu

ka\7/§<§/§.

14.4 Vastus: 7+ v/37 on suurem.
Ulesande avaldised on positiivsed, niisiis voime nad vordlemiseks ruutu tosta:
7+V37 2 3V19,
(7+v37)? 2 3vV19)%,
49+14v37+37 29-19,
14v37+86 2 171,
14V/37 2 85,

(14V/37)* 2 85,
196-37 2 85°.
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Niitid véime vahetult arvutada, et 196-37 = 7252 ja 852 = 7225, niisiis 19637 > 85°
ja kuna koik teisendused sdilitasid vorratusmargi, peab kehtima ka 7 + v37 >

3v19.

14.5 Vastus: suurem.
Arvude logb6 ja 3 vordlemiseks tuleb vabaneda logaritmist. Selleks astendame

arvu 10 molemaga neist. Kuna 10 > 1, on nii log x kui 10* kasvavad funktsioonid,
seega on saadavad vordlusseosed samavadrsed:

lo 6?7
g "9’

101986 2 107,
62105,

Jargmiseks vabaneme ratsionaalarvust astendajas, tostes molemad avaldised
9. astmesse. Vorratusemadrk jadb endiselt samapidiseks:

6 2 (105)9,

6% 2 10°.

7
Niiiid leiame vahetu arvutusega, et 6° = 10.077.696 > 10°, jarelikult ka log6 > g

14.6 Vastus: vdiksem.
Arvude log, ;2 ja 0,7 vordlemiseks tuleb vabaneda logaritmist. Selleks asten-
dame arvu 2,7 molemaga neist. Kuna 2,7 > 1, on nii logzy7 x kui 2,7* kasvavad
funktsioonid, seega on saadavad vordlusseosed samavéirsed:

10g2'72 20,7,
2,7198272 9 2 707

222797,

. . 27 . [ -
Jargmiseks esitame 2,7 = 10 ja0,7 = o ning tdstame molemad pooled 10. ast-
mele. Kuna molemal poolel on positiivne arv, jadb vorratus endiselt samapidiseks:

, 2 (27 o

: 1_0) ,
10

4105 (27)%
“|\10 ’
2102 2_7)7:i
“\10 107’

210,107 2 277,

Jazb iile vahetult arvutada, et 2'°-107 = 10.240.000.000 ning 277 = 10.460.353.203,
niisiis 21107 < 277 ja jarelikult ka log, ;2<0,7.
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Harjutus 14.3 Astme definitsiooni jargi peaksime leidma 277 = 27-27-27-27-
27-27-27, st tegema kuus korrutamist iisna ebamugavate arvudega. See on
aeganoudev ja veaohtlik, mis iilesande 14.6 puhul voib 16ppeda vigase tulemuse
ning vale hinnanguga. Kas saaks kuidagi paremini?

Nditeks voime tdhele panna, et 277 = (3%)7 = 321, Kuidas see meid aitab?

Kogenud voistlustelkdija voiks teada peast (voi kdhku vélja arvutada), et
3° = 243. Niiiid saame iihe korrutamisega arvutada 3'° = 3° - 3° = 59.049 ning
teise korrutamisega 3%° = 31°.31% = 3.486.784.401. Jib iile korrutada viimane
arv 3-ga, mis on juba lihtne iilesanne.

Kas suudad seda lahendust veel optimeerida? Kuidas sinu jaoks 3*! koige
lihtsam ja veaohutum arvutada on?

14.7 Vastus: suurem.
Teisendame koigepealt iilesande avaldist logaritmi reeglite abil:
5 37

5log2 +7log3 —log7 =1og2® +log3’ —log7 = log 7 .

5,97

Niisiis tuleb vorrelda arve log ja 4. Logaritmist vabanemiseks astendame

arvu 10 molema vorreldava suurusega:

5, 37
log

24,
7
597
101985 2 104,
5 7

2 10000,
2°.37 2 70000.

Jadb iile vahetult arvutada 2° - 37 = 322187 = 69984. Kuna 69984 < 70000 ja kdik
teisendused sdilitasid vorratusemargi, peab Juku vastus 4 olema digest vastusest
suurem.

14.8 Vastus: 333 .4%0%.5%0% on suurem.
Vordleme iilesandes antud arve ning lihtsustame vordlust arvu 4 astmete
taandamisega:

92014 9 3303 4404 5505
41007 o 3303 4404 5505
4603 2 3303 5505

Kindlasti kehtib vorratus 5°%° > 4°% niisiis piisaks, kui suudaksime lisaks
toestada voratuse 33 > 4%, Seda saame teha niiteks vorratuste ahelaga

3303 5, 3300 _ (33y100 _ 57100 4100 498
Niisiis peab kehtima ka vorratus 339 . 4404.5%05 5 22014,

14.9 Vastus: ei.
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Paneme tihele, et 10%3 on vihim 34-kohaline naturaalarv. Niisiis tuleb uurida

arvu 9%, sest kui mone naturaalarvu 33. aste on 33-kohaline, siis peab 9 selle
omadusega olema.

Osutub, et ka 9 ei sobi, sest tema 33. aste on tilimalt 32-kohaline; selle tdes-
tuseks nditame, et 93° < 1032,

Kuna 9 = 32, siis 933 = (3%)33 = 35¢ ja tbestatav vorratus on samavadrne vorratu-
sega 3% < 10'%. Niisiis peame iilevalt hindama arvu 3 astmeid. Hinnang 3% < 10
pole piisavalt tdpne, sest sellest saame 16. astmele tOstes jareldada ainult vorratuse
3%2 < 10'°,

Otsime monda teist arvu 3 astet, mis oleks piisavalt ldhedal ménele “timmar-
gusele” arvule. Rehkendame:

31 =3;32=9:33=27;3* =81;3° = 243;3% = 729;37 = 2187;3% = 6561;3° = 19683.

Niisiis 3% < 2-10%. Selle vorratuse mélema poole 4. astmele tostmine annab 3%° <
16-10'%. Kuna 336 = 33.333 = 27.333, saame niiiid vajaliku vorratuste ahela

16
33 < TR 106 <106,

Et 9% on iilimalt 32-kohaline, ei saa 9-st viiksemate naturaalarvude 33. astmed
ammugi pikemad olla.

14.10 Vastus: sama suur.
Vastavalt iilesandes antud definitsioonile on *¥/2 niisugune positiivne reaalarv,
mida astmele v/2 tdstes saame arvu 2. Samas leiame, et

(\/Eﬁ)ﬁ: N ANy

Niisiis on ka v/2 niisugune positiivne reaalarv, mida astmele V2 tostes saame
arvu 2. Seega on iilesandes antud arvud vordsed.

14.4 Vorratuste toestamine jarjestamisega

Vahel on vorratusetiilesannetes kasulik vaadelda ldbi erinevaid juhte séltuvalt sel-
lest, millises suurusvahekorras on vorratuses esinevad muutujad. Vorratust sobivalt
teisendades voib juhtuda, et selle tdesus on igal konkreetsel juhul tisna ilmne.

Ulesanne 14.11 (Piirkonnavoor 2000, 11. klass) Toesta, et mistahes positiivsete reaalar-
vude a ja b korral kehtib vorratus a® + b° = a®b* + b a®.

Lahendus. Viime liikmed iihele poole ning tegurdame saadava avaldise:
a’+b°=a’b’+ba?,
a+b-a*h*-b*a* =0,
a@ - )+’ -a* =0,

@ -b*(a®-bp*=0.

Niitid on selge, et tuleb vaadelda kahte juhtu.
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Kui a = b, siis a° = b> ja a® = b?, mistottu a® — b® = 0 ja a® — b* = 0 ning neid
vorratusi korrutades saamegi tdestatava vorratuse.

Kui aga a < b, siis a® < b® ja a® < b?, mistottu a® — b < 0 ja a® — b* < 0. Kahe
negatiivse suuruse korrutis on positiivne, niisis sel juhul @ - b (a@®-b* >0.
Oleme koik voimalikud juhud 1dbi vaadanud.

Ulesanded

Ulesanne 14.12 (Loppvoor 1998, 10. klass) Toesta, et mistahes reaalarvude a > b > ¢
korral kehtib vorratus

a’(b-c)+b*(c—a)+c*a-b)>0.

Ulesanne 14.13 (Loppvoor 1996, 11. klass) Toesta, et mistahes positiivsete tdisarvude
x ja y korral kehtib vorratus x*y¥ = x7 y*.

Ulesanne 14.14 (Talvine lahtine voistlus 2022, vanem rithm) Tdesta, et koigi positiivsete
reaalarvude x ja y korral kehtib vorratus

5
53 4
Y i1s 242,

xX+y

Ulesanne 14.15 (Siigisene lahtine voistlus 2009, vanem rithm) Olgu a ja b erinevad

positiivsed reaalarvud. Kumb arv on suurem, kas \/ a + Vb + Vb+ vavoiy/a+va+
\V b+ Vb?

Lahendused

14.12 Esimene mote, mis pdhe tuleb, on uurida, kas dkki osutuvad koik téestatava
vorratuse vasaku poole lilkkmed positiivseteks voi vdhemalt mittenegatiivseteks.
Kuna b > c ja a > b, siis tdepolest a*(b—¢) = 0 ja c*(a - b) = 0, aga paraku ¢ —
a < 0, niisiis voib keskmine liige b*(c — a) olla ka negatiivne. See katse ei viinud
lahenduseni.
Proovime jargmiseks vorratuse vasaku poole lahtikorrutamist, mis annab
tOestamiseks samavadrse vorratuse

a’b-a’c+b*c-b*a+c*a-c*b>0.

Ulesande tingimustest teame, et a— b >0, b—c¢ >0 ja a— ¢ > 0. Lahenduse ideeks
on neid avaldisi omavahel nonda kombineerida, et tekiks voimalikult palju toesta-
tava vorratuse vasaku poole liikkmeid. Kuna need liikmed on 3. astme tiksliikmed,
on loomulik uurida, mis juhtub, kui kaksliikmed a — b, b - c ja a — ¢ korrutada.
(a-b)(b-—c)(a-c) = a’b-abc— a’c+ ac® — ab® + b*c + abc—bc* =
=a’b-a’c+ac®—ab®+b*c—-bc’.

Saime toestatava vorratuse vasaku poole avaldise. Kuna (a—b)(b—c)(a—c) >0,
olemegi ndutava vorratuse sellega toestanud.
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192 Peatiikk 14. Vorratuste toestamine

14.13 Jagame toestatava vorratuse mdlemad pooled positiivse suurusega x” y* ning
saame tOestamiseks samavéirse vorratuse

XYy =1,
x*7Y

=l 1,
x=y

(x
— =1.
y

Niitid vaatame ldbi kaks juhtu.

\%

X x\*Y
Kuix =y, siis;zljax—yzo, seega (—) 1.

x—y y-x
Kui aga x < y, siis d <1ljax—y<0, misjuhul f) = (%) > 1, sest % >1
ja y — x > 0. Oleme voimalikud juhud ldbi vaadanud ja vajalik vorratus kehtib
molemal korral.

14.14 Viime iilesande vorratuse samavadrsele kujule, korrutades molemad pooled ldbi
(positiivse) avaldisega x + y:

L+ +x+y= X+ P+ xy+x)P.

Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest (vt jaotis 15.2)
teame, et

5
X +x
>vVx5-x=vx6=1x3,

2 =
seega
x5+y5+x+y>2x3+2y3.
Ulesande vorratuse tdestamiseks piisab seega niidata, et kehtib vorratus
2x° +2y3 >x3 +y3 +x2y+xy2,

x3+y3—x2y—xy2>0,

(x> - y*)(x—y)=0.

Niitid saame kasutada jarjestamisvotet: juhul x = y kehtivad vorratused x—y =
0ja x*>— y? =0, juhul x < y aga vorratused x — y < 0 ja x*> — y* < 0. Mélemal juhul
saame vastavaid vorratusi korrutades vajaliku voratuse.

14.15 Vastus: \/ a+ Vb +\/ b+ v/a on suurem.

Vordleme antud avaldisi ja teisendame vordlust. Kuna koik avaldised on posi-
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tiivsed, siilitab ruutu tostmine vordluste samavaairsuse.

\/a+\/5+\/b+\/5? \/a+\/E+\/b+\/E,
(\/a+\/5+\/b+\/5)2 ? (\/a+\/ﬁ+\/b+\/5)2,

a+\/5+2\/(a+\/5)(b+ vVa)+b+va?a+ \/E+2\/(a+ va)(b+Vb) +b+ Vb,

2\/(a+\/E)(b+ va)? 2\/(a+ va)(b+Vb),
(a+Vbh)(b+va) ? (a+vVa) b+ VD),
ab+ava+bVb+Vab? ab+avVb+bva+Vab,
ava+bvb? avb+bva,
ava+bvVb—avVb-bya?zo,
(a-b)(va-vb) 2 0.

Kuna a ja b on eelduse jérgi erinevad positiivsed reaalarvud, piisab, kui vaadata
14bi kaks juhtu. Juhul a > b kehtib va > vb jajarelikult ka (a— b)(va— vb) > 0. Ju-
hul a < b saame aga v/a < Vb, jirelikult ka siis (a— b)(v/a— V'b) > 0. Kokkuvdtteks
on igal juhul iilaltoodud vordluste ahela vasakud pooled suuremad; muuhulgas

saame, et
\/a+\/5+\/b+\/ﬁ> \/a+\/5+\/b+\/5.
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