13.1 Funktsiooni moiste

Paljudes inimtegevuse valdkondades tekivad olukorrad, kus iihe suuruse muutumi-
ne toob endaga kaasa mingi teise suuruse muutumise. Nditeks

e kui suurendada saatejaama voimsust, on raadiosignaali véimalik vastu votta
kaugemal,

e vanuse kasvades inimese kehaline voimekus alul tduseb, hiljem aga hakkab jélle
langema,

e kui rahvastiku elatustase langeb, hakkavad sagenema valitsusvastased meeleaval-
dused,

e taimekaitsevahendite kasutamine suuremas mahus toob endaga kaasa saagikuse
tousu, aga ka mesilaste arvu languse.

Olukorda, kus iihe suuruse mingile vddrtusele vastab alati teise suuruse kindel
vadrtus, nimetame funktsionaalseks soltuvuseks ja seda vastavust ennast nimetamegi
funktsiooniks.

Sugugi mitte iga moeldav seos ei ole funktsionaalne. Néditeks kui me tiritaksime leida
funktsiooni, mis annaks inimese pikkuse jargi tema kehakaalu, jadksime hitta, sest
leidub palju inimesi, kes on sama pikad, aga erineva kaaluga. Niisiis pole kaal pikkuse
jargi tiheselt médadratud. Kiill aga saaksime funktsiooni, kui uuriksime inimeste keskmist
kaalu soltuvalt nende pikkusest, sest sama pikkusega inimeste keskmine kaal oleks iiks
konkreetne arv.

Igal funktsioonil on seega olemas voimalikud sisendid ja voimalikud véljundid.
Funktsiooni matemaatiline késitlus algabki sisendite hulga (mddramispiirkonna) ja
valjundite hulga (muutumispiirkonna) madramisega.

Asjaolu, et funktsioon f saab sisendiks hulga X elemente ja védljastab hulga Y ele-
mente, tihistatakse

f:X—=Y.

Asjaolu, et funktsioon f seab suurusele x € X vastavusse suuruse y € Y, tdhistatakse

y=r.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

13.2

168 Peatiikk 13. Funktsionaalvérrandid

Teisisonu, kui x on funktsiooni sisendi véartus, siis f(x) on funktsiooni valjundi
vadrtus sisendil x. Kuna funktsioonide kdsitlemise mote on uurida vdljundite soltuvusi
sisenditest, 6eldakse ka, et x on vaba ehk soltumatu muutuja ning y on soltuv muutuja.

Sageli kerkivad funktsionaalsed s6ltuvused esile olukordades, kus sisendeid ja vél-
jundeid saab mingites tihikutes moota. Sellepdrast on funktsioonide madramis- ja
muutumispiirkondadeks sageli mingid arvuhulgad (nt realaarvud voi mittenegatiivsed
reaalarvud), aga see ei pea nii olema.

Funktsioonde sisenditeks ja vdljunditeks voivad olla mistahes matemaatilised objek-
tid. Nii nditeks on tdiesti korrektne radkida funktsioonist, mille madramispiirkonnaks
on tasandi koigi ringjoonte hulk, muutumispiirkonnaks sama tasandi koigi punktide
hulk ja mis seab igale ringjoonele vastavusse tema keskpunkti.

Kui sa oled kokku puutunud mone programmeerimiskeelega, siis oled tdendoliselt
seal ka funktsioone kohanud. Need on matemaatikas késitletavate iildiste funktsiooni-
dega viga ldhedalt seotud. Ka programmeerimises esinevatel funktsioonidel on olemas
sisendid ja védljundid; ainsaks tosisemaks erinevuseks on, et programmeerimises kasu-
tamiseks peab funktsioon olema arvutatav. Matemaatikas noutakse seevastu ainult, et
vdljund peab sisendi pohjal olema tiheselt mddratav, aga mitte tingimata tipselt vilja
arvutatav.

= Ndide 13.1 Olgu N naturaalarvude ja R* mittenegatiivsete realaarvude hulk ning
vaatleme funktsiooni

\/:I\I—>|R*,

mis seab igale naturaalarvule n vastavusse niisuguse reaalarvu r, et r? = n. (Seda funkt-
siooni tunneme loomulikult ruutjuure nime all.) On voimalik tdestada, et niisugune
mittenegatiivne reaalarv r alati leidub ja et ta on iiheselt mdaratud. Samas teame ka,
et nditeks V2 on irratsionaalne, st 1dpmatu mitteperioodiline kiimnendmurd (vt harju-
tus 24.1). See aga tdhendab omakorda, et tema kiimnendesituse tdpne vdljaarvutamine
on véimatu! Arvutiprogrammid suudavad v/2 viartust kiill kuitahes hsti lihendada ja
sellest praktikas piisab. Matemaatiliselt rangelt vottes pole aga niimoodi arvutatavate
funktsioonide puhul tegu ruutjuurefunktsiooniga. .

Funktsioonide esitused

Niisiis, funktsioon on miski, mis seab sisendvédrtustele vastavusse viljundvaartusi.
Aga mismoodi kirjeldada, kuidas ta seda tdpselt teeb? Selleks on soltuvalt olukorrast
mitu voimalust.

Kui vaadeldavad méddramis- ja muutumispiirkonnad on viikesed 16plikud hulgad,
saab funktsiooni esitada graafiliselt, nditeks nii nagu ndidatud joonisel 13.1.

Graafilises keeles tihendab seose funktsiooniks olemine, et igast mddramispiirkonna
X elemendist véljub tédpselt iiks vastavusnool muutumispiirkonna Y mingisse elementi.
Seejuures on lubatud, et mitu noolt hulga Y moéne elemendi juures “kokku jooksevad”.

Aga nditeks vastavused joonisel 13.2 ei kirjelda funktsioone, sest vasakpoolsel ei ole
vastavuse vadrtus kohal 3 € X médratud, parempoolsel aga vastab véddrtusele 4 € X kaks
vadrtust hulgast Y.
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Védga levinud on l6pliku médramispiirkonnaga funktsioonide esitamine tabelina.
Nditeks voime joonisel 13.1 antud funktsiooni panna kirja nii:

fx)

»-POJ[\JH‘H
S Q9

c

Kui palju erinevaid funktsioone iildse on? Osutub, et 16pliku méédramis- ja muutu-
mispiirkonna puhul vastab sellele kiisimusele lihtne valem.

Teoreem 13.1 Olgu X ja Y 16plikud mittetiihjad hulgad. Erinevaid funktsioone X — Y
on | Y*! tiikki.

Toestus. Fikseerime hulga X elementidel mingi jarjestuse ja motleme funktsioonide
f : X — Y tabeliesituse peale, kus tabeli read on antud fikseeritud jirjestuses. Igas
sellises tabelis on siis | X| rida ja iga rea teises veerus on hulga Y iiks element. Seejuures
on koigi teise veeru elementide valik s6ltumatu ja iga valikute komplekt kirjeldab tdpselt
iihte funktsiooni. Valikute koguarv on seega

YY) Y] =y
1XI
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Sisuliselt kasutasime siinkohal kombinatoorikast tuttavat korrutamisreeglit, vt peatiik-
ki7. O

= Naide 13.2 Olgu X = {1,2,3} ja Y = {a, b}. Siis on olemas |Y||X| = 23 = 8 erinevat
funktsiooni f: X — Y tabelitega

X ‘ fx) x ‘ f(x) x ‘ f(x) x ‘ f(x)
1 a 1 a 1 a 1 a
2 a 2 a 2 b 2 b
3 a 3 b 3 a 3 b
X \ f(x) X \ f(x) X \ f(x) X \ f(x)
1 b 1 b 1 b 1 b
2 a 2 a 2 b 2 b
3| a 3 b 3| a 3 b

Mis saab siis, kui funktsiooni maddramispiirkond on Io6pmatu? Kuidas ndevad nditeks
vdlja funktsioonid f :N — R? Vastavalt funktsiooni méédratlusele tdhendab f:N— R, et
naturaalarvule 0 on vastavusse seatud mingi reaalarv (olgu ta ap), naturaalarvule 1 on
vastavusse seatud mingi reaalarv (olgu ta a,) jne. Sisuliselt esitab funktsioon f:N — R
reaalarvuliste vddrtustega jada

apg, Ay, ...,

kus f(n) =a,igan=0,1,... korral.
Vahel (ja voistlusiilesannetes enamasti) juhtub, et f(n) = a,, viairtuse saab indeksi n
jargi matemaatiliste tehete abil avaldada. Nii nditeks voime jada

0123
1} 2! 3) 4) .
n
esitada lihidalt kujul f(n) = , jada
n+1
1,2,4,8,...

aga kujul f(n) =2".

Samas on oluline moista, et nii ilusad ja kompaktsed esitused leiduvad vaid védga
vdhestel jadadel. Valdavat enamust funktsioone N — R polegi iildse voimalik kuidagi
moistlikult kirjeldada. Peamine pohjus on see, et neid funktsioone on lihtsalt liiga palju.
Analoogiliselt teoreemiga 13.1 saame vdita, et funktsioone N — R on mingis mottes
IR| INI t{ikki. Me ei siivene siinkohal sellesse, mida avaldis |R| INI tdpsemalt tihendab. Kiill
aga on selge, et jadasid, mille tildliiget saab kirjeldada nditeks kuni 100 stimboliga, on
loplik arv, sellal kui funktsioone N — R on l16pmatult.

Loomulikult pole olukord parem ka funktsioonide R — R puhul, pigem vastupidi.
Reaalarve on veel rohkem kui naturaalarve, nii et mingi tabeli- v0i jadalaadne esitus ei
tule kone alla. Peamine kompaktne viis reaalfunktsioonide kirjeldamiseks on seega jille
arvutuseeskirja viljendav avaldis, kus kasutatakse vaba sisendmuutujat x ning mate-

1
maatilisi operatsioone. Kooliopikust on tuttavad niiteks funktsioonid v/, sin(x), — jne.
X

Jéllegi tasub meeles pidada, et niimoodi dnnestub koigi voimalike reaalfunktsioonide
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seast esitada vaid védga viikest osa, kuid koolis ja matemaatikavoistlustel sellest osast
piisab.

Omaette tdhtsusega funktsioonide klassi moodustavad konstantsed funktsioonid,
st sellised funktsioonid R — R, mis seavad igale sisendile x € R vastavusse sama arvu
c € R. Niisuguse funktsiooni kohta kirjutame siis f(x) = c. Selle tdhistuse osas tasub olla
tdhelepanelik, sest sama moodi voidakse teistsugustes iilesannetes tdhistada teistsugu-
seid matemaatilisi ideid. Kui me rddgime néiteks tavaliste arvvorrandite lahendamisest,
siis voib f(x) = 0 tdhendada hoopopis lilesannet leida koik x € X vddrtused, mis muu-
davad funktsioon f vddrtuse 0-ks. Kdesolevas peatiikis aga tdhendab f(x) = 0 niisugust
funktsiooni, mis seab igale sisendile x € X vastavusse véljundi 0.

Funktsionaalvorrandid

Kui tavaliselt otsime vorrandite lahenditena arve, siis funktsionaalvorrandite korral
on otsitavateks objektideks funktsioonid. Selles raamatus saame anda vaid vdikese tile-
vaate funktsionaalvorrandite monedest levinumatest lahendusvotetest; pohjalikumat
materjali leiab lugeja veebiopikust [15].

Kuigi funktsionaalvorrandid voivad esimesel pilgul hirmutavad tunduda, ei maksa
lasta ennast neist 4ra ehmatada. Funktsionaalvorrandiiilesannete tingimused on tiilipi-
liselt sonastatud koigi mddramispiirkonna elementide jaoks. See tdhendab, et meil on
midagi teada vdga suure hulga, lausa l16pmata paljude arvude korral! Aga mida rohkem
andmeid meil antud on, seda lihtsam on iilesanne, eks ju?

Funkstionaalvorrandite lahendamisel ongi esimene samm enamasti muutujate vaba
valikut kitsendada. Nditeks voib proovida asendada muutujad monede lihtsate kons-
tantsete vddrtustega (nt 0 voi 1) ning vaadata, mis vilja tuleb. Kui funktsionaalvorrandis
on mitu vaba muutujat, voib proovida neid omavahel vordseks votta voi nende rolle
vahetada.

Ulesanne 13.1 (Siigisene lahtine voistlus 2015, vanem rithm) Leia kdik funktsioonid f,
mis on mddratud koigi reaalarvude hulgal ja votavad reaalarvulisi vddrtusi ning mis
rahuldavad koigi reaalarvude x, y korral tingimust

FEX+f=f+y.

Lahendus. Reaalarvude summa ei soltu liidetavate jarjekorrast, jarelikult kehtib
iga x, y korral f(x)+ f(y) = f(y) + f(x). Kuna f on funktsioon, annab ta vordsetel
sisenditel sama viljundi, st

fE@O+fM=FfFQ)+fx).

See tdhendab, et iilesande vorrandis voib x-ija y-irollid vahetada ning vorrandi
vasaku poole véddrtus sellest ei muutu. Jarelikult jadb ka parema poole vddrtus
muutujate rollide vahetusel samaks, mistottu saame

fR+y=f+x

koigi reaalarvude x, y korral. Valides siin y = 0, saame f(x) = f(0) + x; niisiis saab
funktsioon f olla ainult kujul f(x) = x + ¢ mingi konstandi c jaoks, kus ¢ = f(0).
Asendame f(x) = x + ¢ algsesse vorrandisse:

(x+c+y+co)+c=x+c+y,
xX+y+3c=x+y+c,
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kust saame c¢ = 0. Jarelikult saab iilesande lahendiks olla vaid f(x) = x. Vahetu
asendus iilesande vorrandisse néitab, et see lahend tdepoolest sobib, sest x + y =
X+ yiga x, y korral.

Funktsinaalvorrandeid lahendataksegi tiitipiliselt kitsendamise meetodil. Enne la-
hendama asumist voib f pohimotteliselt olla suvaline funktsioon hulgast X hulka Y. Siis
leiame sammbhaaval jdrjest tdpsemaid tingimusi (néiteks funktsiooni vddrtused mingitel
kindlatel sisenditel jne). Selleks, et otsustada, kas leitud kitsendused mééravad vorrandi
lahendid juba tépselt dra, tuleb leitavaid voimalikke lahendeid kindlasti kontrollida.

Ulesanne 13.2 (Kevadine lahtine voistlus 2004, vanem rithm) Leia koik sellised funkt-
sioonid f, mis on médratud positiivsetel reaalarvudel, omandavad reaalarvulisi védar-
tusi ning rahuldavad mistahes positiivsete reaalarvude x ja y korral samasust

1 1
f(x)f(y)—f(xy)+;+;.

Lahendus. Kuna vorrandis esinevad suurused f(x), f(y) ja f(xy), on lootust leida
moni kasulik seos, kui uurida asendust x = y = 1. See asendus annab meile

FOfQ=fD+1+1,
f2-fm-2=0,
FO+D(f(1)-2)=0.
Jarelikult on kaks voimalust, kas f(1) = —1 voi f(1) = 2.

Vaatleme koigepealt juhtu f(1) = —1 ja asendame y = 1 iilesande vorrandisse.
Saame

1
—f(x):f(x)+;+1,

x+1
millest leiame esimese voimaliku lahendi f(x) = Ty

Juhul f(1) = 2 asendame samuti y = 1 iilesande vorrandisse ja saame

2f(x):f(x)+£+1,

+1
millest leiame teise voimaliku lahendi f(x) = x_.

X
Lahendite kontrollimisel selgub, et esimene leitud voimalus ei sobi. Asendus

x+1
f(x) = ——— tilesande vorrandisse ei anna samasust, aga formaalseks tdestuseks
piisab sellest, kui me suudame néidata konkreetsed x ja y vdartused, mille korral
3 5
vordus ei kehti. Sobiv valik on nditeks x = y = 2, siis f(2) = ~1 ja f(4) = s aga
( 3)2 5 1 1
—| A—=+=-+-.
4 8§ 2 2

+1
Teine voimalik lahend f(x) = xT aga sobib, sest

x+1 y+1_(x+1)(y+1)_xy+l+x+y_xy+1+1 1
x y  xy  xy xy xy x y
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Funktsionaalvorrandi lahendamise eesmirk on leida avaldis f(x) jaoks, kus x on
vaba muutuja midramispiirkonnas X, st ta saab seal kitsendamata votta koik vaartused
hulgast X. Vahel v6ib aga juhtuda, et me saame funktsiooni f(-) kohta avaldise, kus
funktsiooni argumendiks pole liksik muutuja, vaid mingi muutujast x soltuv avaldis,
mis sellegipoolest saab votta koik mddramispiirkonna vdartused. Tiitipiliseks néditeks on
siinjuures X =R ja f(ax+ b), kus a # 0 ja b on mingid reaalarvulised konstandid. Sel
juhul aitab ka f(ax + b) jaoks leitud avaldis meil funktsiooni tdielikult méérata.

Ulesanne 13.3 (Siigisene lahtine voistlus 1994, vanem rithm) Leia k6ik niisugused
funktsioonid f: R — R, mis rahuldavad mistahes reaalarvude x ja y korral tingimust

fE)-f=fx-y.

Lahendus. Paneme tdhele, et funktsioonid f(x) =0ja f(x) = 1 rahuldavad iilesan-
de tingimusi ja nditame et muid sobivaid funktsioone ei ole.

Vaatleme koigepealt juhtu, kus leidub niisugune a € R, et f(a) = 0. Jitame x
vabaks muutujaks ja asendame y = a, mis annab

f(x)-0=f(x-a)

ehk f(x— a) = 0. Kuna avaldis x — a votab samuti koik reaalarvulised vaartused,
saab f sel juhul olla ainult nullfunktsioon.

Jaab iile vaadelda juhtu, kus ei leidu iihtegi reaalarvu, mis annaks funktsiooni
f vdédrtuseks 0. Valime vabaks muutujaks y, asendame iilesande vorrandis x =2y
ja saame

fey)-fyn=ry.

Kuna f(y) #0, jareldub siit f(2y) = 1 iga y korral. Kuna avaldis 2y votab samuti
koik reaalarvulised vadrtused, peab f olema funktsioon, mis annab iga reaalarvu
korral véljundiks 1.

Naturaal- ja tdisarvudel to6tavate funktsioonide puhul on sageli kasu matemaatili-
sest induktsioonist (vt jaotist 1).

Harjutus 13.1 Leia koik funktsioonid f : Z — Z, mis rahuldavad iga tdisarvu x korral
vordust

fx+1)=f(x)+1.

Lahendus. Tahistame f(0) = c. Siis on lihtne néha, et

fO=fO0+)=f0)+1=c+1,
fQ=fA+D)=fD)+1=(c+)+1=c+2,
fB=fRC+)=f@2)+1=(c+2)+1=c+3
ja nii edasi. Tekib hiipotees, et otsitavad funktsioonid voiksid avalduda kujul
f(x) = x+c. Oleme viite paikapidavuse juba kontrollinud viikeste naturaalarvude
x korral ja see sobib induktsiooni baasiks. Induktsiooni sammu jaoks eeldame, et

mingi naturaalarvu k korral kehtib vordus f (k) = k + ¢, ning kasutame iilesande
tingimust k + 1 jaoks:

flk+)=fk)+1=(k+c)+1=(k+1)+c.
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Matemaatilise induktsiooni printsiibist jareldub, et vordus f(x) = x + ¢ kehtib
koigi naturaalarvude x korral.

Aga kuidas on lugu negatiivsete tdisarvudega? Paneme tdhele, et lilesande
tingimuste pohjal

c=f0)=f(-1+1)=f(-1+1,
seega f(-1)=—-1+c¢;

“l4+c=f(-1)=f(-2+1) = f(-2) +1,

seega f(—2) = —2 + ¢ jne. Uldjuhul saame negatiivsete x viirtuste jaoks kasutada
induktsiooni iile x absoluutviirtuse. Me oleme juba kontrollinud véite kehtivuse
baasjuhtudel x = —1 ja x = —2. Induktsiooni sammu tegemiseks eeldame, et mingi
naturaalarvu k jaoks kehtib vordus f(—k) = —k + ¢, jaleiame f(—(k + 1)) vdartuse:

—k+c=f(-k)=f(-(k+D)+1)=f(-(k+1)+1,

jarelikult f(—(k+1)) = —(k+1)+c. Oleme tdestanud induktsiooni sammu ja sellega
koos ka viite kehtivuse koigi tdisarvude jaoks.

Harjutus 13.2 Leia ndide funktsioonist f : R — R, mis rahuldab iga reaalarvu x korral
vordust

fx+1)=f(x)+1,

aga mis ei ole kujul f(x) = x+c.

Ulesanded

Ulesanne 13.4 (Ldppvoor 2004, 11. klass) Leia koik funktsioonid f(x), mis on madratud
mittenegatiivsetel reaalarvudel, omandavad mittenegatiivseid reaalarvulisi vaértusi
ning rahuldavad mistahes mittenegatiivsete reaalarvude x ja y korral tingimust

X fN+y - fx)=Ffx)-f-(fFQ)+ ).

Ulesanne 13.5 (Stigisene lahtine voistlus 1996, vanem rithm) Tdesta, et ei leidu niisu-
gust tdisarvudel médratud tdisarvuliste vddrtustega funktsiooni f, mis iga tdisarvu x
korral rahuldaks tingimust

f(f(x)=x+1.

Ulesanne 13.6 (Siigisene lahtine voistlus 2003, vanem rithm) Olgu R koigi positiivsete
reaalarvude hulk. Leia koik funktsioonid f : R* — R*, mille jaoks iga x, y korral hulgast
R* kehtib vordus

yz-f(x)=f(§).

Ulesanne 13.7 (Stigisene lahtine voistlus 2014, vanem rithm) Leia koik sellised funkt-
sioonid, mis on méddratud koigil reaalarvudel ja annavad reaalarvulisi vdartusi ning
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rahuldavad mistahes reaalarvude x ja y korral vordust

fx+nfy=fx+xf).

Ulesanne 13.8 (Talvine lahtine voistlus 2014, vanem rithm) Leia koik sellised funktsioo-
nid f, mis on médratud koigi reaalarvude hulgal, omandavad reaalarvulisi vddrtusi
ning rahuldavad mistahes reaalarvude x ja y korral tingimust

FOA+fxy) = f(fx+p).

Ulesanne 13.9 (Stigisene lahtine voistlus 2019, vanem rithm) Leia koik funktsioonid f,
mis on mddratud koigil reaalarvudel, annavad reaalarvulisi vddrtusi ning rahuldavad
mistahes reaalarvude x ja y korral vorrandit

FafM+y)=fE+y)+ ().

Ulesanne 13.10 (Kevadine lahtine voistlus 2005, vanem riihm) Leia koik funktsioo-
nid f, mis on méddratud koigil reaalarvudel, omandavad reaalarvulisi vddrtusi ning
rahuldavad mis tahes reaalarvude x ja y korral tingimust

fx+fM)=x+ff),

kusjuures f(2004) = 2005.

Ulesanne 13.11 (Siigisene lahtine voistlus 2016, vanem rithm) Leia k6ik funktsioonid
f, mis on méadratud koigi reaalarvude hulgal ja votavad reaalarvulisi vddrtusi ning mis
rahuldavad koigi reaalarvude x ja y korral vorrandit

fx+nfay) =fx*-y*+1).

Ulesanne 13.12 (Talvine lahtine voistlus 2012, vanem rithm) Leia koik sellised funkt-
sioonid f positiivsete tdisarvude hulgast sellessesamasse hulka, mis rahuldavad jarg-
mist tingimust: mistahes positiivsete tdisarvude k ja ay, ..., ax korral arv f(a;) +...+
f(ay) jagub arvuga a; +... + ay.

Ulesanne 13.13 (Kevadine lahtine voistlus 2006, vanem rithm) Reaalarvuliste vairtus-
tega funktsioon f rahuldab suvaliste reaalarvude x ja y korral vordust

fey)=fQy+xf).
Tdesta, et see funktsioon rahuldab suvaliste reaalarvude x ja y # 0 korral vordust

f(%): f(x)y;zxf(y)'

Lahendused

13.4 Vastus: f(x) =0ja f(x) = Vx.
Asendades x = 1ja y = 1, lihtsustub iilesande vorrand kujule 2 f(1) = 2 (1),
millest saame f(1) =0voi f(1) =1.
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Kui f(1) = 0, votame iilesande vorrandis y = 1 ja saame iga mittenegatiivse
reaalarvu x jaoks

x-fM+1-f(0)=f)-fD-(fF)+fQ),

mis lihtsustub tingimuse f(1) = 0 téttu kujule f(x) = 0. See vordus kehtib maa-
ramispiirkonna iga elemendi x korral ja jarelikult kirjeldab kogu arvutuseeskirja.
Seega on f(x) = 0 esimene voimalik lahend.

Kui f(1) =1, votame iilesande vorrandis uuesti y = 1 ja saame iga mittenega-
tiivse reaalarvu x jaoks jélle

x-f+1-f0)=fx)- fFO-(f0)+ fQA).

See vordus lihtsustub niiiid tdnu tingimusele f(1) = 1 aga kujule

x+f(x)=f)(f(x)+1),
x+f(x) = f(0*+ f(x),
fx)?=x,
fx)=vx.

Seega f(x) = v/x ongi teine voimalik lahend.

Kontrollime leitud voimalikke lahendeid. Esimene kandidaat f(x) = 0 annab
tilesande vorrandisse asendades triviaalselt kehtiva vorduse 0 = 0. f(x) = Vx
puhul aga saame

XY+ yVx=VaJyVx+y),

mis kehtib samuti koigi mittenegatiivsete x, y korral. Seega molemad leitud lahen-
did sobivad.

13.5 Lahenduse ideeks on koostada avaldis, mida saab iilesande vorduse abil vdar-
tustada kahel moel. Sobivaks avaldiseks on f(f(f(x))). Kuna iihest kiiljest iga
tdisarvu x korral f(f(x)) = x + 1, siis peab iga tdisarvu x jaoks kehtima ka vor-
dus f(f(f(x))) = f(x+1). Teisest kiiljest aga on ja f(x) tdisarv, niisiis kehtib ka
samasus f(f(f(x))) = f(x) + 1. Niisiis saame iga tdisarvu x jaoks vorduse

fx+1)=f(x)+1.

See vordus litleb, et alati kui funktsiooni argumenti suurendada 1 vorra, suureneb
1 vorra ka funktsiooni véartus. Sellist omadust rahuldavad tépselt funktsioonid
kujul f(x) = x + ¢ mingi konstandi ¢ korral (vt harjutust 13.1). Niilid aga saame
tilesande tingimusest

x+1=f(f(x)=f(x+c)=x+2c.

1 1
Niisiis sobib ainult ¢ = 2 aga funktsioon f(x) = x + - ei anna tdisarvulistel kohta-

del téisarvulisi vddrtusi. Seega puuduvad iilesande vorrandil lahendid.

a
13.6 Vastus: koik funktsioonid kujul f(x) = oL kus a e R*.
Vottes x = y, saame

1
x2- f(x)=f(1) ehk f(x):%.
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13.7

13.8

Kontrollime, et kdik funktsioonid kujul f(x) = % (kus a € R*) rahuldavad iilesan-
X

de vorrandit:

yz-f(x)Zyz-%:a-(z)ZZf(f)-

x
Niisiis ongi lahenditeks koik funktsioonid kujul f(x) = x%'

Vastus: f(x) =0ja f(x) =1 on ainsad lahendid.

Asendus x = y = 0 tilesande vorrandisse annab f(0) f(0) = f(0), millest saame
kas f(0) =0voi f(0) =1.

Kui f(0) =0, asendame iilesande vorrandisse y = 0 ja jatame x vabaks muutu-
jaks. Siis saame

FX)fO) = flx+xf(0),
0=f(0),

mis annab meile esimese voimaliku lahendi.
Kui f(0) =1, asendame iilesande vorrandisse x = 0 ja jatame y vabaks muutu-
jaks. Saame

fOfy=f0+0f()=f0)=1.

Jarelikult peab iga y € R korral kehtima kas f(y)) =1 v6i f(y) = —1. Nditame, et
viimane variant pole voimalik. Selleks oletame vastuvditeliselt, et leidub selline
Yo, mille korral f(yp) = —1. Asendame iilesande vorrandisse y = yp ja saame iga
x € R korral

fx+y)fo)=fx+xf(y))=f(x—x)=f(0)=1.

Valides niitid x = —y, saame teisest kiiljest

F&x+y)f(o)=fO) f(y)=1-(-1)=-1,
vastuolu. Niisiis on teiseks voimalikuks lahendiks funktsioon f(x) = 1.
Vahetu kontroll néditab, et molemad leitud lahendid sobivad.

Vastus: ainus lahend on f(x) = 0.
Lahenduse voti on ndidata, et f(x) peab olema konstantne funktsioon. Votame
iilesande vorrandis x = 0 ja saame

2f @ =ff().

See tdihendab, et f(f(y)) peab olema vordne konstandiga 2 f(0) iga reaalarvu
y jaoks. Jarelikult ka iga x, y € R korral kehtib f(f(x+ y)) = 2f(0). Niilid saame
iilesande vorrandist asendusega x = 1

fn=2f0)-fD),

mis tdhendab, et f(y) on iga y € R jaoks konstant. Olgu siis f(x) = ¢, mistottu
tilesande vorrandist saame
c+c=c,

jarelikult ¢ = 0. Viimane seos nditab ka, et lahend f(x) = 0 tdepoolest sobib.
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13.9 Vastus: f(x) = 0 on ainus lahend.
Asendus x = y = 0 annab f(0) = f(0) + f(0), jarelikult f(0) = 0. Vottes niitid
iilesande vorrandis ainult y = 0 ja jittes x vabaks muutujaks, saame

Fxf(0)+0) = f(x*+0)+ £(0),

millest jareldub f(x*) = 0iga x € R jaoks. See on aga samaviirne viitega, et f(x) =
0 iga mittenegatiivse reaalarvu x korral. Muuhulgas tihendab see, et f(x*+ %) =0,
mistottu tilesande vorrand lihtsustub kujule

fxfm+n=fwy

koigi x, y € R jaoks.

Oletame niiiid, et leidub méni yy < 0, mille korral f(yy) # 0. Valime x( € R nii,
et xo f (30) > —yo ehk xo f (v0) + yo > 0 (tdnu tingimusele f(yo) # 0 on see kindlasti
voimalik). Siis aga saame nende xy, ) jaoks

0= f(xof (o) +y0) = f(y0) #0,

vastuolu. Seega ei saa leiduda ka negatiivset arguimendi vaartust, millel funkt-
siooni f védrtus poleks 0.

13.10 Vastus: ainus sobiv funktsioon on f(x) = x+ 1.
Asendades y = 0 ja jittes x-i vabaks muutujaks, saame

flx+fO)=x+f(f0).

Kuna f(0) on mingi konstant, siis omandab avaldis x + f(0) koik reaalarvulised
vadrtused. Tdpsemalt saame vadrtuse z € R siis, kui x = z— f(0). Muutujavahetus
x+ f(0) = zannab

f@=z-fO)+ f(f(0),

jarelikult avaldub funktsioon f(z) kujul z + ¢ ming reaalarvulise konstandi c jaoks.
Tingimusest f(2004) = 2005 saame, et ¢ = 1. Vahetu kontroll néitab, et

fx+f)=x+y+2=x+f(f(y),

seega see funktsioon toepoolest sobib iilesande lahendiks.

13.11 Vastus: f(x) =0ja f(x) = 1.

Asendus x = y =0 annab seose f(0) f(0) = f(1).

Valides iilesande vorrandis y = —x, saame f(0) f(—x%) = f(1).

Vaatleme juhtu f(0) # 0. Siis jareldub viimati saadud vordusest

NEAC))
f(=x% 0 f).

Teisisonu, iga mittepositiivse argumendi vadrtuse korral langeb funtsiooni vadrtus
kokku tema vaartusega kohal 0.

Olgu niitid z suvaline mittenegatiivne arv. Valides iilesande vorduses x = y =
—z,saame f(-2z)f (Z%) = f(1). Kuna -2z on mittepositiivne, teame, et vaadelda-
val juhul f(-2z) = f(0) # 0. Jarelikult

[z ORI

= = = f(0).
f(=2z)  f(0) 1O
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Kuna z? votab kéikvoimalikud mittenegatiivsed vidrtused, saame, et otsitava
funktsiooni vdartus vordub tema vdartusega kohal 0 ka koigi mittenegatiivsete
argumendi védrtuste korral.

Niisiis mingi konstandi ¢ jaoks kehtib f(x) = c iga reaalarvu x korrral. Ulesande
vordusest jareldub niiiid, et ¢ = ¢. Kuna me kisitleme hetkel juhtu f(0) #0, saab
ainsaks c vddrtuseks olla 1.

Vaatleme niitid olukorda, kus f(0) = 0. Valides iilesande vorrandis x = 0, saame
0= f(~y*+1). Avaldis — y* + 1 vtab parajasti koik reaalarvulised vairtused, mis
pole suuremad kui 1. Niisiis koigi selliste argumendi vdartuste korral on funkt-
siooni vdartus 0.

Valides aga y = 0, saame iilesande vorrandist 0 = f(x* + 1). Avaldis x* + 1 vGtab
parajasti koik reaalarvulised védartused, mis pole vdiksemad kui 1. Niisiis ka koigi
selliste argumendi vddrtuste korral on funktsiooni vdartus 0, Kokkuvottes sel juhul
f(x) =0igareaalarvu x korral.

Lopetuseks on lihtne kontrollida et nii f(x) = 0 kui f(x) = 1 rahuldavad tiles-
ande tingimusi.

13.12 Vastus: sobivad koik funktsioonid kujul f(a) = n- a, kus n on mingi positiivne

13.13

tdisarv.

Olgu f(1) = n. Nditame, et siis iga positiivse tdisarvu a korral f(a) = n- a ehk
f(a)—n-a=0.Lahenduse votmeideeks on nédidata, et vahe f(a) — n-a jagub koigi
tdisarvudega, mis on suuremad kui a (ja jarelikult saab see vahe olla ainult 0).

Valime siis suvalise ¢ > a ja uurime summat

f(a)+f(1)+...+f(11.

-

t — a korda

Ulesande tingimuste pohjal peab see summa jaguma arvuga a+ (t —a)-1 = t.
Teisest kiiljest on selle summa védrtus f(a)+(t—a)-n= f(a)—a-n+t-n.Kuna
t-n:t,saameka f(a)—n-a:t, nagu oligi tarvis.
On lihtne kontrollida, et koik funktsioonid kujul f(a) = n- a rahuldavad {iles-
ande tingimusi:

fla+...+flapy)=n-ay+...+n-ar=n-(ay+...+ag) : (a1 +... +ay).
Teisendame vajalikku avaldist {ilesandes antud vorduse abil:

f(;)=f(x-%):f(x)-i+x-f(%).

Me peame toestama, et viimane tulemus vordub avaldisega

f“”;xﬂ”:f@yl_”fwﬁ

Niisiis tuleb toestada, et

y
ehk ) )
|
X —|+=—=1=0. (13.1)
(f(y) y?
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1
Vottes tilesandes antud seoses x = —, saame

f(%-y)#(%)-wi'f(y).

Teisest kiiljest, vottes lilesande seoses x = y = 1, saame f(1) = f(1) + f(1), millest

1
f(1)=0.Seegaka f (; -y) = 0, kust omakorda jareldub
1 1
f(—)-y+—-f(y) =0.
y y

Jagades viimase vorduse molemad pooled y-ga ja korrutades x-ga, saamegi vajali-
ku vorduse (13.1).
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