11.1

Definitsioon 11.1 (Mitme muutuja) tiksliikmeks nimetame avaldist, kus on korruta-
tud arvuline kordaja ning muutujate naturaalarvulised astmed. Uksliikme astmeks
nimetame temasesinevate muutujate astmete summat.

= Niiide 11.1 7xy on 2. astme iiksliige, 7x* y®z aga 6. astme iiksliige. .

Definitsioon 11.2 Mitme muutuja poliinoomiks ehk hulkliikmeks nimetame mitme
muutuja tiksliikmete summat. Mitme muutuja poliinoomi astmeks nimetame temas
esinevate tiksliikmete astmete maksimumi.

= Niide 11.2 x> —3x%*y+3xy? — y° on 3. astme hulkliige, 2x°y* +5x>2z> —4yz—6x+3 aga
8. astme hulkliige. .

Pohitehted - liitmine, lahutamine ja korrutamine — toimuvad iihe ja mitme muutuja
poliinoomide korral analoogiliselt. Koondamisel loetakse sarnasteks need tiksliikmed,
milles esinevad samad muutujad vastavalt samadel astmetel.
= Naide 11.3

(x+y+z)(x—y—z):x2—xy—xz+xy—y2—yz+xz—yz—22:zz—yz—zz—Zyz.

Mitme muutuja poliinoomide tegurdamine

Mite muutuja poliinoomide jagamisel pole jaidk iildjuhul Giheselt méératav, nii et
jddgiga jagamist hésti defineerida ei saa. Kiill aga voime rddkida mitme muutuja polii-
noomide jagumisest ja tegurdamisest.

Definitsioon 11.3 Utleme, et mitme muutuja poliinoom P(x, y,...) jagub poliinoo-
miga Q(x,y,...) ja kirjutame P(x,y,...) : Q(x,Y,...), kui leidub selline poliinoom
S(x,y,...), et

Px,y..)0=Sx1y..0)-Qx,y,...).

Sama seose kohta iitleme ka, et poliinoom Q(x, y,...) jagab poliinoomi P(x, y,...), ja
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136 Peatiikk 11. Mitme muutuja poliinoomid ja avaldised

| kirjutame Q(x, y,...) | P(x, y,...).

Kahe muutuja poliinoomide jaguvuse uurimisel on kasulik teada seost x" — y" : x—y.
Selle toestamiseks toome ilmutatult dra vastava jagatispoliinoomi:

n-3_.2

=y = (x—PETT X"y "3 A YT xy”

24y™h a1

Toepoolest, lahti korrutades voime kontrollida, et kehtivad vordused

X=Xy x4 XY T xy Ty =

X"y xR A YT xRy ey

n—-1 n-2_.2 3.,n-3 2 n-2 n-1 n_ . n n
—X y—x Yy —...—= Xy X"y - Xy -y =X -y .

Valemi (11.1) saame tiildistada suvalisele kahe muutuja poliinoomile, mis esitub
kujul P(x) — P(y).

Teoreem 11.1 Olgu P(x) suvaline reaalarvuliste kordajatega ithe muutuja poliinoom.
Kahe muutuja poliitnoom P(x) — P(y) jagub poliinoomiga x — y.

Toestus. Olgu

1

Px)=anx"+a,1x""" +...+a1x+ay

ja tdhistame poliinoome, mis tekivad P yk jagamisel poliinoomiga x — y, vastavalt
Pir(x,y) (k=1,2,...). Siis

Ly taix+a)) —(any" +an1y" 1 +... a1y +ag) =

P(x)—P(y) = (anx" + an_1x"~
=a,(x" =y + a1 " ="+ rai(x-y) =
=an(x—YPp(x,y)+ap1(x—y)Ppa(x, ) +...+ a1 (x—y)P1(x,y) =

=x-y(anPy(x,y) +an-1Pp1(x, ) +...+ a1 P1(x,y)).

Juhtudel n =2 ja n = 3 saame vordusest (11.1) tuttavad valemid

-y =x-PE+y),

x3—y3:(x—y)(x2+xy+y2).

Kasulik on teada vordust (11.1) erijuhul y = 1:

n-3

=1 =x=-DE" +x" 2+ x" 3+ .+ X+ x+]).

Muidugi voime avaldises x" 71 + x" 72 + x”

summa ja kasutada valemit

3 4. +x%+x+1 dra tunda geomeetrilise jada

x"-1

x-1"'

T+x+x°+... +x"2+x" 1=

aga siis tuleb lisaks ettevaatlik olla juhul x = 1, mis annab jagamise nulliga.

Kas midagi sarnast kehtib ka poliinoomide x" + y" jaoks? Jah, kuid mitte kéigi, vaid
ainult paaritute n viirtuste korral. Teeme poliinoomis x" + y” muutujavahetuse y = —z,
misjdrel saame

"+ yt=x"+(-2)"=x"-2",
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see poliinoom aga jagub teoreemi 11.1 pohjal poliinoomiga x — z = x + y. Analoogiliselt
vorduse (11.1) tdestusega saame tekkiva jagatise ka ilmutatult leida:

n

X +yn:(x+y)(xn—1_xn—2y+xn—3y2_. 2 n-3 n

LAXPYTS _xy" ey (11.2)

Harjutus 11.1 Toesta vordus (11.2) paaritute n vadrtuste jaoks lahtikorrutamise teel.

Vorduse (11.2) puhul on jélle olulised erijuhud n =3 ja y =1:

x3+y3:(x+y)(x2—xy+y2),

n-1_ _n-2

X"+1=(x+1D(x X243 P —x+1).

Teoreemist 11.1 saame olulise jarelduse ka tdisarvuliste kordajatega poliinoomide
jaoks.

Teoreem 11.2 Olgu P tdisarvuliste kordajatega poliinoom. Suvaliste tdisarvude k ja ¢
korral jagub arv P (k) — P(¢) arvuga k—¢.

Toestus. Teoreemist 11.1 teame, et poliinoom P(x) — P(y) jagub kaksliikmega x — y.
Lisaks on lihtne ndha, et kui P on tdisarvuliste kordajatega, siis on tdisarvuliste kor-
dajatega ka jagatispoliinoom. Téepoolest, valemis (11.1) ja teoreemi 11.1 tGestuses
kasutasime jagatispoliinoomide avaldamiseks ainult liitmist, lahutamist ja korrutamist,
need operatsioonid aga ei vii meid tdisarvude vallast vélja.
See tdhendab, et leidub tdisarvuliste kordajatega poliinoom Q(x, y) nii, et kehtib
poliinoomide vordus
Px)-P(y)=Qx, ) - (x-y).

Asendades x = k ja y = ¢ ndeme, et kehtib tdisarvude vordus
P(k)-P(0)=Q(k,0)- (k- 0),

jarelikult jagub arv P(k) — P(¢) arvuga k — ¢, kusjuures jagatis on Q(k, ¢). O

Ulesanded

Ulesanne 11.1 (Piirkonnavoor 2001, 12. klass) Reaalarvude a, b ja ¢ korrutis on 1 ning
nende arvude summa on vordne nende podrdarvude summaga. TGesta, et vihemalt
iiks arvudest a, b ja c on 1.

Ulesanne 11.2 (Kevadine lahtine voistlus 2006, vanem rithm) Kas jadas (a;,) tildliikme-
ga a, = n° — (2n + 1) leidub liige, mis jagub 2006-ga?

Ulesanne 11.3 (Stigisene lahtine voistlus 2010, vanem rithm) Olgu P(x) tdisarvuliste
kordajatega poliinoom, mis rahuldab tingimust P(2010) = P(201) = 2010.

a) Kas on voimalik, et P(2011) =2011?

b) Milline on vdhim véimalik positiivne P(2011) vaartus?
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Ulesanne 11.4 (Talvine lahtine voistlus 2013, vanem rithm)

a) Kas leidub selline tdisarv c ja tdisarvuliste kordajatega poliinoom P(x), mille
korral P(c) # ¢, aga P(P(c)) = c?

b) Kas leidub selline tédisarv c ja tdisarvuliste kordajatega poliinoom P(x), mille
korral P(c) # cja P(P(c)) # c,aga P(P(P(c))) =c?

Ulesanne 11.5 (Loppvoor 2023, 12. klass) Olgu P(x) poliinoom astmega 2023, kus
koik kordajad on nullid ja iihed, kusjuures P(0) = 1. Toesta, et kdik poliinoomi P(x)

1-v5
reaalarvulised juured on vdiksemad kui 2\/_.
Vaata ka iilesannet 22.12.
Lahendused
11.1 Korrutades vorduse L1 1
a+b+c=—+—+-
a b c

vasaku poole 1-ga ning parema poole sellega vordse suurusega abc, saame
a+b+c=bc+ca+ab.

Vottes veelkord arvesse, et abc = 1, saame viimase vorduse teisendada samavéaar-
sele kujule

a+b+c—bc—-ca-ab=0,
-l1+a+b+c—bc—ca—ab+abc=0,
(a-1)Bb-D(c-1)=0.

Viimane vordus aga kehtib parajasti siis, kui vihemalt iiks arvudest a, b ja c on 1.
11.2 Vastus: jah.

Paneme tihele, et 2006 = 17-118, a; = 2° —5° = —17 ja a; = 7° — 15% = 118.
Nditame, et iga tdisarvu i = 0 korral ay417; : 17 ja az+118; : 118. Tdéepoolest, kuna
jada (a,,) iildliige on tdisarvuliste kordajatega poliinoom, siis teoreemi 11.2 pohjal
apy17i — Azt (24171 - 2) ehk ax4+17; — a1 17i. Et aga a, = —17, jareldubki siit, et
az+17; : 17. Seose az411g; : 118 tdestus on analoogiline.

Jadb iile nédidata, et leidub niisugune indeks 7, mis avaldub mingite mittene-

gatiivsete 7 ja j korral kujul n =2+17i =7+ 118j. Teisisonu me peame mittenega-
tiivsetes tdisarvudes lahendama vorrandi

. 5+118j
[=—.
17
Proovides jérjest ldbi vddrtusi j =0,1,2,... leiame, et sobib j =5, mis annab i =35
ja n=597.
Toepoolest, as97 =211348148 = 2006 - 105358.
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Arvutiiilesanne 11.1 Ulesandes 11.2 pole n = 597 vihim voimalik lahend. Leia
arvuti abil vihim positiivne n vdirtus, mille korral a,, : 2006.

11.3 Vastus: a) ei, b) 200.

a) Oletame, et P(2011) = 2011 on voimalik. Votame teoreemis 11.2 k = 2011
ja ¢ =201. Siis P(k) - P(¢) =2011-2010=1, aga k— ¢ =2011-201 = 1810. Kuna
171810, ei saa vordus P(2011) = 2011 kehtida.

b) Sama moodi nagu a)-osas votame teoreemis 11.2 arvud k =2011 ja £ = 201.
Siis peab kehtima seos P(2011) — P(201) : 2011 — 201 ehk P(2011) — 2010 : 1810.
Védhim positiivne P(2011) vaartus, mille puhul see seos kehtida saab, on 200.

Jaab tile konstrueerida tdisarvuliste kordajatega poliinoom P(x), mille puhul
kehtivad koik vajalikud vordused, st

P(201) = 2010,
P(2010) = 2010,
P(2011) =200.

Paneme tdhele, et 201 ja 2010 on poliinoomi P(x) — 2010 juurteks, seega peab
see poliinoom jaguma lineaarpoliinoomidega x — 201 ja x — 2010. Jarelikult peab
poliinoom P(x) —2010 esituma kujul (x —201) (x —2010) Q(x) mingi tdisarvuliste
kordajatega poliinoomi Q(x) jaoks. Asendame x = 2011 ja saame

—-1810=200-2010=P(2011) - 2010 =
=(2011-201)(2011-2010)-Q(2011) = 1810-Q(2011).

Niisiis voime Q(x) kohale votta suvalise tdisarvuliste kordajatega poliinoomi, mille
jaoks Q(2011) = —1. Koige lihtsam on valida konstantne poliinoom Q(x) = —1, mis
annab P(x) = —x* +2211x — 402000.

11.4 Vastus: a) jah; b) ei.

a) Sobivaid valikuid poliinoomi P ja tdisarvu c jaoks on palju. Nditeks voime
votta P(x) = —x*+1jac=1,siis P(1) =—1°+1=0ja P(P(1)) = P(0) = —0* +1 =1.
Samuti sobivad koik poliinoomid kujul P(x) = —x + b suvalise tdisarvu b jaoks ja
c# g

b) Teoreemist 11.2 teame, et koigi tdisarvude k ja ¢ puhul kehtib P(k) — P(¢):
k — ¢. Siit jareldub, et kui P(k) # P(¢), siis |[P(k) — P(£)| = |k —¢|.

Eelduse pohjal P(P(P(c))) = ¢, aga P(P(c)) # ¢, seega P(P(c)) # P(P(P(c))).
Ulaltehtud jdrelduse pohjal saame |P(P(c)) — P(P(P(c)))| = |P(c) — P(P(c))| ehk
|[P(P(c)) —cl=|P(c)— P(P(c)l.

Paneme tdhele, et ka P(c) # P(P(c)), sest kui kehtiks P(c) = P(P(c)), peaks
kehtima ka P(P(c)) = P(P(P(c))) = ¢, mis on vastuolus iilesande tingimustega.
Jarelikult |P(c) — P(P(c))| = |c — P(c)l.

Kuna P(P(P(c))) = c, siis ka P(P(P(P(c)))) = P(c), niisiis eelduse jargi saame
P(P(P(c))) # P(P(P(P(0)))) jajarelikult kehtib ka

lc—=P(c)| = [P(P(P(c))) = P(P(P(P(c))))I
= |P(P(c)) — P(P(P(c))| = [P(P(c)) —cl.
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Kokkuvottes saame voratuste ahela
[P(P(c)) —cl=|P(c) - P(P(c)|=|c—P(c)| = |P(P(c)) — cl.
Jarelikult kehtivad koigis vorratustes tegelikult vordused, st
|P(P(c)) —cl=1P(c) = P(P(c)|=lc—P(c)l.
See tdhendab, et arvud ¢, P(c) ja P(P(c)) asuvad arvteljel paarikaupa tiksteisest

sama kaugel. See on voimalik ainult siis, kui koik need kolm arvu on vordsed, mis
on vastuolus iilesande tingimustega.

11.5 Koigepealt paneme tdhele, etkuna 1 < V/5, siis < 0. Teiseks kulub hilisemas

2

toestuses dra tdhelepanek, et on iiks poliinoomi x“ — x — 1 kahest juurest.

Uurime poliinoomi P(x). Kuna koik tema kordajad on mittenegatiivsed ja
vabaliige on P(0) = 1, siis annab ta mittenegatiivsete x-ide korral alati positiivseid
vadrtusi. Muuhulgas ei saa poliinoomil P(x) olla mittenegatiivseid juuri.

5
;0| korral

Jaab iile vaadelda negatiivset juhtu. Toestame, et iga xp €

kehtib samuti vorratus P(xp) > 0. Selleks defineerime koigepealt poliinoomi
Qx) = x84 x2 021 4 9 4 4+ X+ P+ x+1,

st poliinoomis Q on koigi paaritute astmetega tiksliikmete kordaja 1 ning paaris-
astmetega iiksliikmete kordaja 0, vélja arvatud vabaliige, mis on samuti 1. Paneme
tdhele, et kehtib vorratus

P(xp) = Q(xop).

Toepoolest, kuna x < 0, kehtib vorratus x{ < 0, kui 7 on paaritu, ja x; > 0, kui 7 on
paaris. Avaldisest P(xp) paarisastmetega liikmete drajdtmisel ja paaritu astmega
liikmete lisamisel saab avaldise vddrtus aga ainult viheneda.

Ulesande lahenduse 16petamiseks piisab seega nédidata, et Q(x,) > 0. Teisen-
dame Q(xp) avaldist:

2023 | 2021
Qxo) = x5 =+ x5 = + x5

— JC()(XSOZZ + ngZO

1011

2019 5, .3 —
+...+ Xyt Xgt+txot+1=

+ x3018

1010

oA Xg G+ D)+ 1=

+)9 L+ DD D+ =

— 0
1 - X() °

2 _ 2
X, 1 X 1

= x0((x) "M + (x5)
(xg)1012 -1

= X0 +1.

(Teisendamise juures oli oluline, et > —1, seega xg € (—1;0), mistottu xg #1
ja meil ei teki jagamist 0-ga.)

Niiiid teisendame toestatava vorratuse Q(xp) > 0 samavédarsele kujule, arvesta-
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des, et xo < 0ja x3 —1<0:

x(2)°24 1
X0 - > +1>0,
Xy — 1
x(2)024 1
X0 —— >-1,
Xy — 1
x§024 1 1
2 <
Xy — 1 Xo
2024 —xg +1
Xg T —1>—m,
X0
2
x5+ xp+1
x(2,°24 S 0 .
X0
. ~ ~ . 2024 —XS+X0+ 1 ~
Viimase vorratuse toestamiseks nditame, et x; =~ > 0> ——— . Toepoo-
Xo
lest, kuna xy < 0 ja 2024 on paariarv, peab kehtima vorratus x(2)024 > (. Vorra-

—x5+xo+1 . ) . )
tuse 0 > ———— tOestamiseks piisab, kui nditame, et —x; + xp +1 = 0 ehk

X0
xé — Xp — 1 < 0. Niitid kulub ara tdhelepanek, et poliinoomi x
1+v/5

2 _ x—1juured on

. Skitseerime funktsiooni x* — x — 1 graafiku:

2,,

IR

1
1_

\123
-1
V5

;0) kehtib toepoolest vorratus xg —Xxp—1<0,

Nédeme, et piirkonnas xj € 5

mis l6petab iilesande viite tdestuse.

Arvutiiilesanne 11.2 Uuri arvuti abil funktsioonide x° + x + 1, R+ +x+ 1,

x” + x° + x> + x + 1 jne graafikuid. Kas iilesande 11.5 konstandi asemele

saaks valida mone viiksema reaalarvu nii, et iilesande vdide jadks endiselt
kehtima?

Mitme muutuja avaldiste teisendamine

Vahel esineb matemaatikavoistlustel iilesandeid, kus on antud mitmest muutujast
soltuv avaldis ning tuleb tdoestada mingi vdide tema vddrtuse kohta. Kuigi niisuguse aval-
dise lahtikorrutamine voib tunduda hirmutav, on see sageli siiski sihileviiv ldhenemine.
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Tuleb lihtsalt rahulikuks jddda ja koik teisendused mitu korda iile kontrollida, et vigu
sisse ei lipsa!

Ulesanne 11.6 (Piirkonnavoor 2002, 9. klass) Olgu x, y ja z mistahes kolm erinevat
reaalarvu. Niita, et

x(y+2) N y(z+x) N z(x+y) _
x-Px-2) F-220-x) (z-x)(z-))

Lahendus. Viime vorduse vasaku poole murrud tihisele nimetajale ja teisendame:

x(y+2) N y(z+x) N z(x+y) _
x=yx-2) (y—-2dy—-x) (z-x)(z-Y)
_x(y+z)(y—z)+y(z+x)(z—x)+z(x+y)(x—y)_
- (x-))(x-2)(y—2) -

x(y? = 22) + y(2% — x?) + z(x* — y?) ~
yx2—zx2—xyz+xz2 —xy2 + xyz+zy?—yz?

xy? — xz2% + yz% — yx* + zx? — zy?
yx2—zx? 4+ xz2° —xy* + zy? — yz?

—yx?+zx? = xZ2%2 + xy? — zy? + yZ?
T2 2 2 2 2 > =L
yx%—zx2 + xz2 - xy> + zy% - yz

Keerukamate avaldiste lihtsustamisel on vahel kasu monede standardsete seoste
dratundmisest. Veendu jargmise harjutuse vordustes iseseisvalt vastavate poolte lahti-
korrutamise teel.

Harjutus 11.2 Nadita, et kehtivad vordused

1. (x+y)(y+z)(z+x):x2y+xy2+xzz+xzz+y2z+yz2+2xyz,

2. (x+y+z)2:x2+y2+zz+2(xy+yz+zx),

3. (x+y+z)3:x3+y3+z3+3(x2y+xy2+xzz+xz2+yzz+yzz)+6xyz,
4

. x3+y3+z3—3xyz:(x+y+z)(x2+y2+zz—xy—yz—zx).

Ulesanded

Ulesanne 11.7 (Stigisene lahtine voistlus 2018, vanem rithm) Kahe nullist erineva
reaalarvu summa on 1, samade arvude poordarvude summa aga —3. Leia algse kahe
reaalarvu kuupide summa.

Ulesanne 11.8 (Piirkonnavoor 2018, 9. klass) Tdesta, et kui a, b ja ¢ on sellised positiiv-
sed arvud, et abc = 1, siis

a b c
+ —+ =
l+a+ab 1+b+bc 1+c+ca
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Ulesanne 11.9 (Loppvoor 2005, 10. klass) Olgu a, b ja c sellised reaalarvud, et

a . b N c
b+c c+a a+b

Toesta, et
a? b? c?

+ + =
b+c c¢c+a a+b

Ulesanne 11.10 (Piirkonnavoor 2008, 10 klass; siigisene lahtine voistlus 1997, noorem
rithm) Olgu a ja b sellised nullist erinevad reaalarvud, et a+ b # 0. Leia vorrandi

1 1 1
—_—t—t— =
a b x a+b+x
koik lahendid.

Ulesanne 11.11 (Léppvoor 2023, 9. klass) Olgu antud niisugused arvud x, y, z, et

1 1 1 1
—t—t—=—
X Yy z Xx+y+z

Toesta, et ka
1 1 1 1

+ + = :
x2023 T 32023 T ;2023 ~ (2023 1 ;2023 4 ;2023

1

. . 1 . .
Ulesanne 11.12 (Piirkonnavoor 1996, 11. klass) Olgu a+ — = 10. Leia a® + — ja a° + —
a a

a2

Ulesanne 11.13 (Piirkonnavoor 2005, 11. klass) Olgu a, b ja c sellised nullist erinevad
arvud, et a+ b+ c =0. Leia avaldise

vaartus.

Ulesanne 11.14 (Loppvoor 2015, 10. klass) Olgu x, y, z sellised reaalarvud, et x+ y+z =1,
x2+y2+z2 =1ljaxyz=3. Leiax3+y3+z3.

Ulesanne 11.15 (Loppvoor 2017, 12. klass) Reaalarvud x, y ja z rahuldavad tingimusi
1 1

X+yt+tz=4ja—+—+-—= B Leia avaldise x> + y> + z° + xyz suurim ja vihim voimalik
Xy z

vaartus.

Ulesanne 11.16 (Talvine lahtine voistlus 2008, noorem rithm) Reaalarvud a ja b on
sellised, et a®> + b =3 ja a’ + b° = 9. Leia avaldise a® + b® viirtus.

Ulesanne 11.17 (Loppvoor 2004, 10. klass) Reaalarvud a, b ja ¢ rahuldavad vordusi
a*+b*+c*=1jaa’+ b+ ¢ = 1. Leiasumma a + b + c viirtus.

Vaata ka iilesannet 15.29.
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Lahendused

11.7 Vastus: 2.
Téhistame antud reaalarve x ja y. Siis lilesande tingimuste pohjal x+ y =1

1 1
ja — +— = —3. Teisest vordusest saame iihisele nimetajale viies Y -3 ehk
Xy Xy
x+y 1 . .
xXy= —3 3 Niilid saame avaldada otsitava kuupide summa:

x3+y3 = (x+y)(x2—xy+y2) = (x+y)((x+y)2—3xy) = 1-(12—3-(—%)) =2.

11.8 Viime toestatava vorduse vasaku poole murrud iihisele nimetajale. Saadava murru
lugeja on

a(l+b+bc)(l+c+ca)+b(l+a+ab)(1+c+ca)+c(l+a+ab)(1+b+bc) =
=a+ac+a’c+ab+ abc+ a’*bc+ abc+ abc® + a*bc+
+b+bc+abc+ ab+ abc+ a*be + ab® + ab*c + a*b*c+
+c+bc+bc? +ac+abe+ abc® + abe + ab®*c + ab*c? =

=3(a+b+c+ab+bc+ca)+ab®+bc® +a*c+6,

kus viimases vorduses oleme kasutanud eeldust abc = 1 (st muuhulgas a?bc = a,
a’bc® = acjne).
Saadava murru nimetaja on aga

1+a+ab)(l+b+bc)(1+c+ca) =
=1+c+ac+b+bc+abc+bc+bc® +abc®+
+a+ac+a’c+ab+abc+ a’bc+ abc+ abc® + a*bc* +
+ab+ abc+ a’be + ab® + ab*c + a®b*c + ab*c + ab*c¢® + a*b*c? =

=3(a+b+c+ab+bc+ca)+ab®+bc® +a’c+6.

Niisiis on saadud murru lugeja ja nimetaja vordsed, mistottu murru véartus
onl.

11.9 Viime antud vorduse vasakul poolel murrud tihisele nimetajale ja teisendame:
a(c+a)(a+b)+bb+c)a+b)+cb+c)ct+a) )

(b+c)(c+a)(a+b)
alc+ta)a+b)+bb+c)a+b)+cb+c)(c+a)=b+c)(c+a)(a+b)

a®+a’b+a’c+abc+ b+ ab®+ b*c+ abc+ 3 + ac® + bc® + abe =
= abc+b?*c+a’b+ ab® + ac® + bc® + a®c + abe

aA+b+c+abc=0.

Sama moodi viime iihisele nimetajale toestatava vorduse vasaku poole. Saada-
va murru nimetaja on samuti (b + ¢)(c + a)(a + b), mis peab eelduse pohjal 0-st
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erinema. Teisendame saadava murru lugejat:

a*(c+a)a+b)+b*(b+c)a+b) +c*(b+c)c+a) =
a*+a*b+adc+albe+ b+ ab® + bPc+ab’c+ct+acd + b + abc? =
(a@*+ab® +ac® +a*bc) + (@b + b+ bc® + ab®c) + (@c+ b3 c+ ¢t + abc?) =
a@@+b3+c+abe)+ba@®+b3+c+abe)+ca®+ b+ +abe) =

(a+b+o)a+b2+cS+abe)=0,

sest a°> + b> + ¢ + abc = 0. Jarelikult peab kogu murru viirtus samuti 0 olema.

11.10 Vastus: x=—-ajax=—b.
Teisendame iilesande vorrandit:

1 1 1 1
e S
a b x a+b+x
bx+ax+ab_ 1
abx T a+b+x’

(a+b+x)(bx+ax+ab)=abx,
abx + a’*x + a’b + b*x + abx + ab® + bx* + ax* + abx = abx,

a’x+a’b+b*x+ ab® + bx* + ax* + 2abx =0.

Saadud vorrandi vasakus pooles tunneme dra iilesande 11.2 esimese osa aval-
dise. Seega voime vorrandi viia kujule

(a+b)a+x)(b+x)=0.

Kuna eelduse pohjal a + b # 0, peab kehtima kas a + x = 0 vdi b+ x = 0. Siit saame
kaks voimalikku lahendit x = —a ja x = —b; lihtne kontroll néitab, et molemad
lahendid sobivad.

11.11 Tépselt sama moodi kui iilesande 11.10 lahenduses saame ndidata, et antud
vordus on (eeldusel x, y, z, x + y + z # 0) samavddrne vordusega

(x+y(y+2)(x+2)=0.

Jarelikult peab kehtima vdhemalt {iks vordustest x = -y, y=—-zjax = —z.

1 1
_ L2023 _ 2023 = 5
A0 jax==" = -y~ seega tdestatav vordus

Juhul x = —y saame

1 ..
kehtib, sest tema molemad pooled on vordsed suurusega —q5=. Ulejdénud juhud
z

vaatame ldbi analoogiliselt.

11.12 Vastus: 98 ja 970.
Antud vordust ruutu tostes saame

1Y, 11, 1
100=|a+—| =a +2-a-—+—2:a +2+—2,
a a da a

1
jarelikult a® + — =98.
a
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1
Selleks, et tekiksid liikkmed a® ja — voime omavahel korrutada néiteks avaldi-
a

1 1
seda+—jaa2+—2:
a a

1 5 1 3 1 1
10-8=|a+—||a"+—|=a +a+—+—.
a a a a

1 1
Kuna a + = 10, saame niiiid a° + == 10-98 — 10 = 970.

11.13 Vastus: —3.
Sellele iilesandele saab anda elegantse lahenduse, kui ndha 1dbi murdude 6ige
grupeerimine. Nimelt kehtivad vordused

a ¢ a+c -b
—_t == — = —]_’
b b b b
" o s L b ¢
sest tilesande tingimuste pohjal a + ¢ = —b. Sama moodi toestame, et — + — = -1
a a

.a b o S
ja —+ — = —1, niisiis on iilesande avaldise vdartus kokku —3.

Kui seda kavalat ideed ei tule, viib sihile ka kdigi murdude kokkuliitmine, kuigi
lahendussamme tuleb teha rohkem. Antud murdude summa viimine iihisele
nimetajale annab

a b b ¢ ¢ a ca’+ch®+ab?+ac*+bc®+ba?
—+—4+—+—+—+—= .
b a ¢c b a c abc

Saadud murdavaldise lugejas tunneme dra iihe osaavaldise harjutuse 11.2 osast 3,
mille pohjal

(a+b+c)*—a’—b>—c®—6abc _

- -
—a®-b*-c3-6abc
3 )

ca’® + cb® + ab® + ac® + bc? + ba® =

sesta+b+c=0.
Sama harjutuse 4. osa pohjal teame, et

aA+b2+b3-3abc=(a+b+c) @ +b>+c*—ab-bc—-ca)=0,

jarelikult @* + b* + ¢® = 3abc. Ulesande avaldise viirtuseks saame niiiid leida

ca® + cb® + ab® + ac* + bc* + ba*>  -a®—b*— ¢ —6abc  —-3abc—-6abc
abc B 3abc B 3abc B

B —9abc 3

"~ 3abc

11.14 Vastus: 25.
Kasutame harjutuse 11.2 vordusi, mille pohjal

x3+y3+z3:(x+y+z)(x2+y2+zz—xy—yz—zx)+3xyz
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ja
1
Xy+yz+zx= 5((x+y+z)2— (x2+y2+z2)).
Niitid saame iilesandes antud tingimuste pohjal leida
1 2
Xy+yz+zx= 5(1 —-11)=-5
ja

x3+y3+z3:(x+y+z)(x2+y2+z2—xy—yz—zx)+3xyz:
=1-(11-(-5)+3-3=16+9=25.

11.15 Vastus: ainus vléimlaliklvﬁ'a{tus on 64.

Vordusest — + — + — = — saame pérast vasaku poole iihisele nimetajale viimist
Xy z
ja teisendamist 3(xy + yz+ z) = xyz. Niilid vdoime kasutada harjutuse 11.2 vordusi,
mille pohjal

x3+y3+z3+xyz: (x+y+z)(x2+y2+z2—xy—yz—zx)+4xyz:
= (x+y+z)((x+y+z)2—3(xy+yz+zx)) +4xyz =
= (x+y+z)((x+y+z)2—xyz)+4xyz:
= 4(42 —-Xyz)+4xyz= 43 =64,
11.16 Vastus: 5.

Kuidas avaldada antud avaldiste pohjal a® + b%2 Vajalikud liikmed tekivad
niiteks vordust a® + b° = 3 ruutu tostes:

9= +b*?=a’+2a°b% + b°.

Teisest kiiljest, kuivord a’ = (a®? ja b? = (b%)3, saame kuupide summa vale-
mist
9=a’+1b° = (@®+ b (a® - a®b® + b

ning kuna a® + b® = 3, jareldub siit, et a® — a®b® + b® = 3. Kokkuvétteks oleme
saanud kaks vorrandit, mida voime vaadelda siisteemina

a®+2a°b® +b% =9
a®-a®b+p°=3"
Korrutades teist vorrandit 2-ga ning liites esimesele on tulemuseks vordus
3a°+3b° =15,

millest jareldub, et a® + b° = 5.

11.17 Vastus: 1.
Vaatamata vilisele sarnasusele teiste sama jaotise {ilesannetega ei vii avaldiste
teisendamine seekord sihile. Tegu on hoopis vorratuseiilesandega!
Vordusest a® + b +c¢? =1 jareldub, et a’,b% ¢ <1ehk|al,|bl,|c| <1.
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Juhul kui muutujatest iihe (iildisust kitsendamata nditeks a) absoluutvédirtus
on 1, peavad iilejiinud muutujad olema nullid. Siis aga jireldub vordusest a® +
b +c® =1, et a=1, mistottu seljuhula+b+c=1.

Kui koigi kolme muutuja absoluutvdidrtused on vdiksemad kui 1, kehtivad
vorratused

a’>\a|, b*>|b% ja c*>|cd,

jarelikult

1=a?+b*+c*> a8+ PP+ B = 1a® + b + 3.

Muuhulgas ei saa kehtida vordus a’ + b® + ¢ = 1, mistottu see voimalus lahendeid
juurde ei anna.

Homogeensed poliinoomid

Vahel esinevad iilesannetes eritiilipi mitmemuutujapoliinoomid (ja -vorrandid), mi-
da saab taandada iihele muutujale. Uheks selliseks tiiiibiks on kahe muutuja homogeen-
sed poliinoomid. Tuletame meelde, et iiksliikme astmeks nimetame tema muutujate
astmete summat. Niiiid saame anda jairgmise definitsiooni.

Definitsioon 11.4 Utleme, et mitmemuutujapoliinoom on homogeenne, kui tema koik
tikslilkmed on sama astmega. Seda tiksliikmete iihist astet nimetame ka vaadeldava
homogeense poliinoomi astmeks.

= Niide 11.4 Poliinoomid x* + 5xy* - 3y ja a* + a®b + a®b* + ab® + b* on vastavalt 3.
ja 4. astme homogeensed poliinoomid. Poliinoom x* + 3y — 1 ei ole homogeenne, sest
selles esineb nii 2., 1. kui 0. astme liikmeid. .

Homogeense poliinoomi poolt nddratud vorrandi muutujate arvu saab alandada 1
vorra. Néiteks kui P(a, b) on homogeenne 7. astme kahe muutuja poliinoom, siis vor-
randi kujul

P(a,b)=0

saame teisendada {ithe muutuja poliinoomiks, jagades molemad pooled ldbi avaldisega
b" ning tehes muutujavahetuse ¢ = 7 Juht b = 0 tuleb muidugi eraldi 1dbi vaadata.

Ulesanne 11.18 (Loppvoor 1994, 9. klass) Leia koik tdisarvude paarid (a, b), mille korral
kehtib seos
2a’b=a’+b°.
Lahendus. Vastus: sobivad parajasti koik tdisarvude paarid (a, b), kus a = b.
Lahenduse votme annab tdhelepanek, et iilesande vorrand on homogeenne,
st kodigi temas esinevate iiksliikmete koguaste on sama (antud juhul 3). Nagu
eelpool mainitud, saame homogeense kahemuutujavorrandi lihtsasti teisendada
tihemuutujavorrandiks.
Koigepealt paneme tédhele, et kui b = 0, siis ka a = 0. Juhul b # 0 saame vorrandi
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molemad pooled jagada suurusega b® ja teha muutujavahetuse ¢ = %:

a¢ a
Zﬁ:ﬁ-i_l’
202:03+1,

0=c®-2c%+1.

Ulesande lahendamiseks on vaja leida koik saadud vorrandi ratsionaalarvulised
lahendid.

Poliinoomi ¢ — 2¢ + 1 kordajate summa on 0, seega teoreemi 10.6 pohjal on 1
tema juureks (milles saab muidugi veenduda ka otse, arvutades, et 13-2-1241=0).
Niisiis saame selle poliinoomi tegurdada, jagades teda poliinoomiga ¢ — 1:

-2 +1=(c-1D(*-c-1)

- +c?
—62
-c
—c+1
c—1
0

Vorrandi
(c=D(c*-c-1)=0
lahend ¢ = 1 tdhendab % =1 ehk a = b. Ulejdidnud lahendid saavad pirineda
ainult vorrandist
c*-c-1=0,

aga selle lahendid ¢ » = pole ratsionaalarvud.

Kokkuvotteks on lahenditeks parajasti koik tdisarvude paarid (a, b), kus a = b.

Veel iihte votet, mida homogeensete poliinoomide ja vorrandite puhul kasutada
saab, demonstreerivad iilesanded 11.22 ja 2.8.

Ulesanded

Ulesanne 11.19 (Siigisene lahtine voistlus 2010, noorem rithm) Leia koik reaalarvude
paarid (a, b), mille korral a + b = 1 ning mis rahuldavad vorrandit @+ b)) (@ + b3 =
a*+ bt

Ulesanne 11.20 (Stigisene lahtine voistlus 2022, vanem rithm) Leia koik sellised reaal-
arvude paarid (x, y), et

xg+4x€’y+6x3y2+4y3 =0.

Ulesanne 11.21 (Piirkonnavoor 2021, 11. klass) Kas leiduvad sellised tédisarvud x ja y,
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mille korral
20 N 21 _ 2021 .

X y x+y

Ulesanne 11.22 (Piirkonnavoor 2014, 10. klass) Olgu x, y, z sellised nullist erinevad

reaalarvud, et kehtib seos
x+y y+tz z+x

# X y

(x+ 1 (y+2)(z+x)
xXyz

koik voimalikud vaartused.

Leia avaldise

Vaata ka iilesannet 2.8.

Lahendused

11
11.19 Vastus: voimalikud lahendid on (1;0), (0;1) ja (5; —).

Selles tilesandes saab kasutada sarnast votet nagu tilesande 11.18 lahendus-
eksi. Antud vorrand pole kiill homogeenne, sest lahti korrutades jadvad vasakule
poole 5. ja paremale poole 4. astme liikkmed. Onneks saame seose a+ b = 1 abil
selle vorrandi homogeenseks muuta, korrutades tema vasaku poole 1dbi 1-ga ning
parema poole summaga a + b:

(@®+b*) (@ +b*) = (a* + b (a+b),
A+ + b+ b’ =a®+a*b+ab* +b°,

a’b® + a®b® = a*b + ab*.

Uhele muutujale iile minekuks tahaksime viimast vorrandit jagada b°-ga, aga
enne tuleb ldbi vaadata voimalus b = 0. On lihtne néha, et sel juhul a = 1 ning
tilesande vordus kehtib, niisiis oleme saanud esimese lahendi.

Kui b # 0, saame vorrandi b°-ga libi jagada, teha muutujavahetuse ¢ = % ning

teisendada tulemust:

a’b® + a®b® = a*b + ab?,
a a® a* a
PR
c+ct=ct+e,
0=c*+c-c-¢?,
0=c(c®+1-(c*+0)),
0=c((c+D(c*—c+1)—(c+1)c),
0=clc+1)(c*-2c+1),

0=c(c+1)(c—-1)>%.
Nieme, et ¢ voimalikud vdiartusedon 0, —1jal.Kuic=0,siisa=0,b=1ja
vahetu kontroll néitab, et oleme leidnud teise lahendi.

Kui ¢ = -1, siis a = —b. Vordusest a+ b = 1 jareldub niiiid, et —b+ b =1 ehk
0 =1, seega sellest variandist lahendeid ei tule.
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11.20

1
Kui ¢ =1, siis a = b. Vordusest a + b = 1 jareldub niilid, et a+ a =1, kust a = 3

1
jab= 3 Kontroll néitab, et

1 1)1 1) 11 1
(a2+b2)(a3+b3):(—+—)(—+— ==.—=-,
4 4J\8 8/ 24 8

1 1 1

at+bt=—+—=—,

16 16 8

niisiis kehtib vordus ka sel juhul ja oleme leidnud kolmanda lahendi.

3
Vastus: lahendiks sobivad parajasti koik reaalarvupaarid kujul (x, - x?)

Ulesande vorrandis on tegemist kahemuutujapoliinoomiga, milles iga iiks-
liikkme aste' on pealegi veel erinev (vastavalt 9, 7, 5 ja 3). Kas me saame seda
poliinoomi ja vastavat vorrandit kuidagi lihtsustada?

Osutub, et saame kiill — nimelt on voimalik vorrand homogeenseks muuta.
Paneme koigepealt tihele, et muutuja x esineb ainult astmetena x°, x° ja x® ehk
(x*)3, (x*)? ja (x*)!. See asjaolu viib méttele kasutada muutujavahetust z = x°,
mille tulemusena saame vorrandi

22 +4z°y+62y° +4y° =0. (11.3)

Vorrand (11.3) on homogeenne, st koigi temas esinevate iiksliikmete aste
on sama (antud juhul 3). Sama moodi nagu iilesandes 11.18, saame niisuguse
vorrandi lihtsasti iihemuutujavorrandiks teisendada.

Paneme koigepealt tdhele, et vdimalus y = 0 annab algse vorrandi lahendiks
paari (0,0). Kui y # 0, voime vorrandi (11.3) malemaid pooli jagada suurusega y°,

misjdrel saame
2z z
-3 + 4—2 +6—+4=0
y Y y

z
ehk pédrast muutujavahetust w = —

w3 +4w? +6w+4=0.

Vaartused w = —1,0,1 ei sobi saadud vorrandi lahendiks, aga w = —2 annab
(=23 +4-(-2)>+6-(—2) +4 = -8+ 16— 12 + 4 = 0. Tegurdame poliinoomi w? +
4w? + 6w + 4, jagades ta ldbi lineaarpoliinoomiga w + 2:

w3 +4u +6w+4=(w+2) (W +2w+2)

- wd-2uw?
2w? + 6w
—2w? - 4w
2w+4
-2w-4
0

ITuletame meelde, et iiksliikme astmeks nimetame temas esinevate muutujate astmete summat.
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11.21

11.22

Vorrandi w? + 2w + 2 = 0 diskriminant 22 — 4 - 1 - 2 on negatiivne, jirelikult sellel
vorrandil reaalarvulisi lahendeid ei ole. Niisiis jadbki ainsaks voimaluseks w = -2,

millest saame omakorda z = -2y ja x> = —2y. Seega esituvad algse vorrandi kaik
3

lahendid kujul (x, - x?) (ja muuhulgas sisaldub selles iildkujus ka lahend (0, 0)).
Vastus: ei.
Teisendame iilesande vorrandit:
20 N 21 _ 2021 ,
X 'y x+y
20y(x+ ) +21x(x+y)=2021xy,
20Xy +20y% +21x* +21xy = 2021xy,
21x* —1980xy + 20y =0.

Saadud vorrandi vasakul poolel on 2. astme homogeenne poliinoom. Kuna
iilesande avaldis pole iildse méiratud, kui y = 0, voime vorrandi molemad pooled

x
y*-ga libi jagada ning teha muutujavahetuse z = =. Tulemuseks on ruutvorrand
y

21z -1980z+20=0. (11.4)

Kui tilesande vorrandil leiduks lahend tdisarvudes, peaks saadud ruutvorrandil
olema ratsionaalarvuline lahend. Uurime vorrandi (11.4) diskriminanti ja ndita-
me, et see ei ole tdisruut. Teoreemi 24.1 pohjal jareldub siit, tema ruutjuur on
irratsionaalne, mistottu ka vorrandi (11.4) lahendid peavad olema irratsionaalsed.

Ruutvorrandi (11.4) diskriminant on

1980% —4-21-20 = 1980% — 1680 = 19802 — 1980 + 300 = 1980 - 1979 + 300.

Kuna 1980 : 9, jagub 9-ga ka korrutis 1980-1979. Samas jagub 300 kiill 3-ga, aga
mitte 9-ga. Niisiis jagub ka kogu diskriminant 3-ga, aga mitte 9-ga. Jdrelikult ei saa
ta olla tdisruut, millest tulenebki, et iilesande vorrandil puuduvad tdisarvulised
lahendid.

Vastus: —1 ja 8.

Ulesandes on kolm muutujat, aga ainult kaks vorrandi kujul esitatud tingimust.
Seda on enamasti muutujate vddrtuste iitheseks médramiseks liiga véhe (tavaliselt
ldheb vaja vihemalt sama palju vorrandeid kui on muutujaid).

Onneks on iilesande vérrandid homogeensed” ja see asjaolu voimaldab vi-
hendada muutujate arvu 1 vorra. Paneme tédhele, et iga lahendi (x, y, z) korral
on lahendiks ka (dx, dy, dz) suvalise d # 0 korral. See tihendab, et meil ei ldhe
lahendeid kaduma, kui me fikseerime ithe muutuja, niditeks x, suvaliseks mitte-
nullkonstandiks, niiteks x = 1. Ulesande vordused omandavad siis kuju

1+ z+1
y:y+z:

Z y

(11.5)

ZSelles iilesandes pole formaalselt tegemist poliinoomidega definitsioonide 11.1 ja 11.2 méttes, aga
neid definitsioone saab iildistada juhule, kus tiksliikmetes on lubatud ka negatiivsete astmetega muutuja-
id. Ulesande 11.22 avaldised on siis 0. astme, {ilesande 11.21 avaldised aga (—1). astme homogeensed
poliinoomid.
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Esimeseses vordusest jareldub 1+ y = yz + z?, mida saame vaadelda ruutvor-
randina muutuja z suhtes: z° + yz— y — 1 = 0. Lahendame selle vorrandi:

==

N <
<

+ —+y+1:—%i (—+1)2:—%i(—+1),

kustsaame z; =1ljazy =—y—1.

2
Esimesel juhul saame vorduste ahela (11.5) teisest vordusest y + 1 = — ehk
y

y*+y—2=0. Selle ruutvorrandi lahendid on y; = 1ja y, = —2. Kokkuvottes oleme
tilesande vorranditele saanud kaks lahendit (1;1;1) ja (1;-2;1) (ehk (d;d;d) ja
(d; —2d; d) koos viimase lahendi tsiikliliste imberpaigutustega). Need lahendid
annavad noutud avaldise vdartusteks vastavalt

(1+1)(1+1)(1+1)_8, 1-2)(-2+D(1+1) _
1-1-1 -¢ 1 1-(=2)-1 a

Kui z = —y — 1, saame vorduste ahela (11.5) teisest vordusest —1 = —_y_ Niisiis

y
on lahenditeks ka koik kolmikud kujul (1; y; -y — 1) (ehk tldkujul (d;dy;—dy -
d) koos tsiikliliste timberpaigutustega). See voimalus annab noutud avaldise
vadrtuseks

A+)@-y-DEy-1+D) _ A+EDEY)
lL-y-(=y-1 y-(=y-1)

Kokkuvottes on iilesande avaldise voimalikud vdartused —1 ja 8.
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