10.1

Poliinoomi moiste, poliinoom juured

Definitsioon 10.1 n. astme iihe muutuja poliinoomiks (ehk iihe muutuja hulkliik-
meks) muutuja x suhtes nimetame avaldist

P(x) = apx" + ap_1 X" V¥ apox" T+ ...+ apx’ + a1 x' + ap,

kus kordajad a; kuuluvad mingisse arvuhulka A ja a; # 0. Kui poliinoomi pealiikme
kordaja a, =1, siis iitleme, et tegemist on taandatud poliinoomiga.

Matemaatikavoistlustel esinevad peamiselt reaal- ja tdisarvuliste kordajatega hulkliik-
med. Konstantse poliinoomi P(x) = ¢ (kus ¢ # 0) astmeks loeme 0, nullpoliinoomi
P(x) = 0 aste on aga mddramata. Saab vaadelda ka mitmemuutujapoliinoome; neid
késitleme pohjalikumalt jaotises 11.

Miks poliinoomid iildse huvitavad on? Uhest kiiljest selle pirast, et nende viir-
tusi on véga lihtne arvutada — tarvis ldheb ainult liitmist, lahutamist ja korrutamist.
Teisest kiiljest aga on nende abil véimalik arvutada ligikaudselt palju keerukamate
funktsioonide vaartusi.

= Naide 10.1 Kuidas arvutada siinusfunktsiooni vddrtust? Loomulikult kalkulaatori voi ar-
vutiga. Aga kuidas kalkulaator ja arvuti seda teevad? Osutub, et just nimelt poliinoomide
abil. Vaatleme hulkliiget

1 3 1 5 I 5
PxX)=x——x"+—x"———x".
6 120 5040

Vahemikus [—g, g] ldhendab poliinoom p siinusfunktsiooni nii hésti, et viga jaib alla
0,02%.

Vahemiku [, 7] otspunktide ldheduses on viga juba silmaga nidhtav, aga ikka veel
véga vdike. Joonisel tdhistab punane joon siinuse toelist vddrtust ja sinine joon poliinoo-
mi P graafikut.
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118 Peatiikk 10. Uhe muutuja poliinoomid

Kiisimus, miks just poliinoom P siinusfunktsiooni nii hésti 1dhendab ja millised
poliinoomid sobivad teistsuguste funktsioonidega, jddb selle raamatu raamidest vilja.
Oluline on aga mdista, et poliinoomid voimaldavad taandada keerukate funktsioonide
arvutamise aritmeetika pohitehetele liitmisele, lahutamisele ja korrutamisele. Tdpselt
niimoodi ongi realiseeritud keerukamate funktsioonide vdartuste leidmine arvutis, sest
riistvaralisel tasemel arvuti ainult aritmeetilisi pohitehteid oskabki. .

Arvutiiilesanne 10.1 Vota moni programm, mis oskab joonistada funktsioonide graa-
fikuid (niiteks GeoGebra“).

1. Uuri ndite 10.1 poliinoomi p laiemas piirkonnas, nditeks [-27,27]. Kui hésti p
siinusfunktsiooni seal lahendab?

2. Poliinoomi p avaldist uurides torkab silma, et 1 = 1!, 6 = 3!, 120 = 5! ja 5040 = 7!.
Selline kokkusattumus ei saa olla juhuslik ja ega ta ei olegi. Mis juhtub siis, kui
poliinoomile sama reegli jargi lilkkmeid juurde lisada? Mitu liiget tuleks lisada, et
lahendusviga vahemikus [—27,27] oleks vdiksem kui 0,011?

“https://www.geogebra.org/

Uks oluline niitaja poliinoomi kditumise kohta on see, millistel argumendi véértus-
tel on poliinoomi enda vadartus 0.

Definitsioon 10.2 Neid argumendi vdartusi, millel poliinoom omandab véartuse 0,
nimetatakse poliinoomi nullkohtadeks ehk juurteks.

Kui palju saab n. astme poliinoomil {ildse juuri olla? Sellele kiisimusele annab
vastuse algebra pohiteoreem, mille tdestus vaatamata lihtsale sonastusele jadb kdesoleva
opiku raamidest kaugele vilja.

Teoreem 10.1 n.astme poliinoomil on iilimalt 7 reaalarvulist juurt.

Kiill aga aitab algebra pohiteoreem moista, mida digupoolest tihendab, et kaks polii-
noomi on vordsed. Paneme tdhele, et poliinoomide vordsusele saab anda kaks erinevat
moistlikku definitsiooni. Uhest kiiljest voiksime poliinoome nimetada vordseteks, kui
nende vastavad kordajad on vordsed. Teisest kiiljest voiksime 6elda, et poliinoomid
P(x) ja Q(x) on vordsed funktsioonidena, st et iga reaalarvu x korral P(x) = Q(x).

Onneks selgub, et need kaks voimalikku definitsiooni on samaviirsed.
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10.1 Poliinoomi moiste, poliinoom juured 119

Teoreem 10.2 Olgu antud reaalarvuliste kordajatega n. astme poliinoomid

1 1

P(xX)=apx"+an1 X" +...+a;x+ay ja QXx)=bux"+by_1x" +...+b1x+by.

Jargmised vdited on samavédarsed.

1. Igai=0,1,...,nkorral a; = b;.
2. Iga x € R korral P(x) = Q(x).

Toestus. See jareldus on praktiliselt triviaalne. Kui kahe poliinoomi kordajad
on samad, siis viime me nende poliinoomide vaartustamiseks mingil reaalarvul x 1dbi
tdpselt samad operatsioonid, jarelikult on ka tulemused samad.

Vaatleme poliinoomi R(x) = ¢,x" + cp,1x" 1 + ...+ c1 x + ¢, mille kordajad
on saadud poliinoomide P(x) ja Q(x) vastavate kordajate vahedena, st ¢; = a; — b;
(i=0,1,...,n). Paneme tdhele, et iga reaalarvu x( korral kehtivad vordused

R(x0) = cpx§ + cn_lxg_l +...+C1X9+Co=
=(an - bn)x(r)l +(an-1-— bn—l)x(’)l_1 +...+ (a1 — b1)xo + (ap — bp) =
= (anx) + an_lx(’f_l +...+a1xo+ ap) — (bpxy + bn_lx(’}_l + ...+ b1xo+ bg) =
= P(x0) — Q(xp) =
=0.

Muuhulgas on poliinoomil R(x) ldpmata palju juuri. Teoreemi 10.1 pohjal ei saa
tegemist olla tihegi Iopliku astmega poliinoomiga. Niisiis on ainsaks voimaluseks, et
R(x) on nullpoliinoom, stigai =0,1,...,njaoks ¢; =0 ehk a; = b;. O

Ulesanded

Ulesanne 10.1 (Loppvoor 1997, 9. klass) Leia niisugused tdisarvud a # 0, b ja c, et arv
x =2+ V3 ruutvérrandi ax? + bx + ¢ = 0 lahendiks.

Ulesanne 10.2 (Piirkonnavoor 2021, 11. klass) Leia tdisarvuliste kordajatega mittenull-
poliinoom, mille iiks juur on V2 + V3.

Ulesanne 10.3 (Piirkonnavoor 1997, 10. klass) On teada, et vorrandil ax® + bx+c¢ =0
puuduvad reaalarvulised lahendid ja a + b+ ¢ > 0. Toesta, et ¢ > 0.

Ulesanne 10.4 (Siigisene lahtine voistlus 2020, vanem rithm) Olgu P(x), Q(x) ja R(x)
sellised reaalarvuliste kordajatega poliinoomid, et iga reaalarvu x korral

(P(x))? — x(Q(x))* = x(R(x))>.

Tdesta, et poliinoomi P(x) + Q(x) + R(x) koik kordajad on nullid.

Lahendused

10.1 Kuix:2+\/§, siis x°> =4 +4v/3+3 = 7+ 4V/3. Jarelikult
X2 —4x=7+4V3-4-2+V3)=7-8=-1.
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Saadud vorduse voime kirjutada kujul x? — 2x + 1 = 0, niisiis sobivad véirtused
a=1,b=—-4jac=1.

10.2 Olgu x = V2+ V/3; jarelikult v3 = x— V2. Tstes viimase vorduse molemad pooled
kuupi, saame
3=x>-3vV2x? +3‘2x—2\/§,

millest omakorda
V23x%*+2) = x° +6x-3.

Selle vorduse molema poole ruutu téstmine annab
209x* +12x* +4) = x® +36x° + 9+ 12x" - 6x° — 36
ehk pdrast sarnaste liikmete koondamist
x®—6x* —6x> +12x* —36x+1=0.

Jarelikult sobib otsitavaks politnoomiks x® — 6x* — 6x> + 12x* —36x + 1.

10.3 Lihtne on niha, et a+ b+ ¢ on ruutpoliinoomi ax? + bx + ¢ viirtus kohal 1. Kuna
selle poliinoomi graafik ei 16ika x-telge ja tema vairtus kohal 1 on positiivne,
paikneb vaadeldav graafik tervenisti x-teljest korgemal. Jarelikult on positiivne ka
poliinoomi viirtus kohal 0 ehk a-0*+ b-0+c = c.

10.4 Nditame, et P(x), Q(x) ja R(x) on nullpoliinoomid.
Ulesande tingimuse saame timber kirjutada kujul

(P(x))? = x[(R(x))? + (Q(x))?].

See vordus peab kehtima koigi reaalarvude x korral, seega ka juhul, kui x on
negatiivne. Siis aga (P(x))? = 0 ja x[(R(x))? + (Q(x))?] < 0, millest jireldub, et
iga x < 0 jaoks (P(x))* = 0 ja (R(x))? + (Q(x))? = 0. Viimasest vordusest jareldub
omakorda (R(x))* = (Q(x))* = 0. Niisiis on kdigil kolmel poliinoomil l6pmata
palju reaalarvulisi juuri. Teoreemi 10.1 pdhjal saab see nii olla ainult juhul, kui
need poliinoomid on nullpoliinoomid. Jarelikult peab nullpoliinoom olema ka
P(x) +Q(x) + R(x).

Tehted poliinoomidega

Poliinoomid kdituvad paljuski tdisarvude sarnaselt. Neid saab liita, lahutada, kor-
rutada ja jadgiga jagada. Liitmine ja lahutamine kéib liikmeti, korrutamisel koondame
sama astmega liikmed.

= Niide 10.2 Olgu antud poliinoomid P(x) = 2x + 3 ja Q(x) = x> — x — 2. Siis

PX)+Q(X)=Rx+3)+(x*—x—2)=x*+x+1,
P(X)-Q(x) = (2x+3)—(x*—x—2) = —x*>+3x+5,
P(x)-Qx)=(2x+3)- (x*—~x-2) =

=2x°—2x* —4x+3x*-3x-6=

=2x3+x*-7x-6.
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Poliinoomide jadgiga jagamine sarnaneb tdisarvude jadgiga jagamisele, lihtsalt jar-
kude kaupa jagamise asemel jagame astmete kaupa. Asi saab selgemaks niite varal.

= Niiide 10.3 Jagame poliinoomi x* + 2x> — x + 3 poliinoomiga x* — x — 3, st otsime
niisuguseid poltinoome Q(x) ja R(x), et

x4+2x3—x+3:(xz—x—S)-Q(x)+R(x).

Kirjutame otsitava Q(x) kohale tiihjad sulud, jitame jagatavasse puuduva liikkme x*

kohale veidi ruumi ja saame jargmise tleskirjutuse.

2 +2x8 —x +3=(%*-x-3)( )

2

Jagatava korgeima astme liige on x*, jagajal aga x°. Nende jagatis on x°, mis annabki

jagatispoliinoomi Q(x) esimese liikme.

x*+2x8 - X +3:(xz—x—3)(x2 )

Sarnaselt tiisarvude pika jagamisega leiame osakorrutise x* - (x* — x — 3) = x* — x® - 3x?
ja lahutame selle jagatavast (st liidame vastandpoliinoomi —x* + x® + 3x?) kuni astmeni

x2.

x*+2x8 - X +3:(xz—x—3)(x2 )

—xt +x3+3x?

3x°+3x% —x
Tuues jagatavast juurde jairgmise astme liikme —x, tuleb jargmiseks jagada poliinoomi
3x° + 3x% — x. Jagades selle pealiikme 3x° jille jagaja pealiikmega x* on tulemuseks 3x,
mis annab meile jagatise Q(x) teise liikkme.

x+2x8 - X +3:(x2—x—3)(x2+3x )

—xt +x3+3x?

3x3+3x%2 -—x

Lahutame 3x- (x* — x — 3) = 3x° — 3x* — 9x vahetulemusest ja toome juurde jagatava
viimase liikme 3.
x*+2x° —x +3=(x"-x-3)(x**+3x )
—x* + % +347

3x3+3x> —x
-3x3+3x%> +9x

6x° +8x +3

Viimase vahetulemuse pealiikme 6x° ja jagaja pealiikme x* jagatis on 6, mis annab-
ki otsitava jagatise viimase liikme. Lahutame 6 - (x* — x — 3) = 6x* — 6x — 18 viimasest
vahetulemusest.

x*t+2x8 -X +3:(x2—x—3)(x2+3x+6)
—x* +x3+43x°

3x3+3x% —x
—3x3+3x>+9x

6x°+8x +3
—6x°+6x+18

14x+21
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Jarele jadb lineaarpoliitnoom 14x + 21, mille pealiikme aste on vidiksem kui jagaja aste.
See tdhendab, et jagamine on 16ppenud ja 14x + 21 on jagamisel tekkinud jaak.

x*t+2x8 -X +3:(xz—x—S)(x2+3x+6)+14x+21
—x* +x3+3x°

3x343x% —x

—3x>+3x%+9x
6x°>+8x +3
—6x>+6x+18
14x+21

Harjutus 10.1 Kontrolli lahti korrutades, et

2

(> —x-3)(x*+3x+6)+14x+21 = x*+2x° —x +3.

Ulesanne 10.5 (Talvine lahtine vistlus 2010, noorem rithm) Olgu x selline reaalarv, et
x3+2x+2 =0. Leia avaldise x° + 2x* — 4x + 2010 viértus.

Lahendus. Vastus: 2014.
Jagame poliinoomi x° + 2x* — 4x + 2010 jazgiga poliinoomiga x> + 2x + 2:

x° +2x2 —4x+2010 = (x® + 2x + 2) (x* — 2) + 2014
—x®—2x3—2x?
—2x° —4x+2010
253 +4x  +4
2014

Kuna iilesande tingumuste pohjal x° + 2x + 2 = 0, saame

2 +2x°—4x+2010= (X3 +2x+2)(x*-2) +2014=0- (x> —2) + 2014 = 2014.

10.3 Poliinoomide tegurdamine

Nagu ka tdisarvude puhul, pakub poliinoomide jadgiga jagamise juures erilist huvi
olukord, kus jaidk on null.

Definitsioon 10.3 Utleme, et poliinoom P(x) jagub poliinoomiga Q(x) ja kirjutame
P(x) : Q(x), kui nende jagamisel tekkiv jddk on 0, st leidub selline poliinoom S(x), et

P(x) = S(x)-Q(x).

Sama seose kohta iitleme ka, et poliinoom Q(x) jagab poliinoomi P(x), ja kirjutame

Q(x) | P(x).

Tdisarvude vallast tuttavale algarvu moistele vastab poliinoomide puhul taanduma-
tuse omadus. Kui algarvu p korral on tema ainus tegurdus triviaalne 1- p (ja negatiivseid
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tegureid arvestades ka (—1) - (—p)), siis poliinoomidel on triviaalseid tegurdusi rohkem.
Nii niiteks voime hulkliikme 2x? + 4x — 6 esitada kujul

2 . 2 PP g (2, 3
2x“+4x—-6=1-2x“"+4x-6)=2-(x"+2x-3)=4- 2x +x 2

jne, aga need esitused ei anna meile tema omaduste kohta uut informatsiooni. Huvita-
vaks ldheb asi alles siis, kui tegurite aste on madalam kui tegurdatava aste ja suurem kui
0.

Definitsioon 10.4 Utleme, et n. astme poliinoom P(x) on taanduv, kui leiduvad
poliinoomid R(x) ja S(x) nii, et nende aste on vihemalt 1 ja

P(x)=R(x)-S(x).

Kui niisuguseid poliinoome R(x) ja S(x) ei leidu, nimetame poliinoomi P(x) taandu-
matuks.

NB! ) Ara aja sassi taandumatu ja taandatud poliinoomi méisteid! Poliinoom on taandu-
matu, kui tal ei leidu mittetriviaalset tegurdust, ja taandatud, kui tema pealiikme
kordaja on 1!

Harjutus 10.2 Kas poliinoom x* — x + 1 on taanduv véi taandumatu? (Otsime reaal-
arvuliste kordajatega tegureid.)

Lahendus. Kui politnoom x® — x +1 oleks taanduv, peaksid leiduma esimese astme
reaalpoliinomid ax + b ja cx + d nii, et

X —x+1=(ax+b)(cx+d).

Paneme tidhele, et sel juhul peaksid antud poliinoomil leiduma reaalarvulised

nullkohad —— ja ——. Toepoolest, a # 0 ja ¢ # 0, sest muidu poleks ax+bjacx+d
a

esimese astme poliinoomid, ja lisaks

b d
a'(——)+b:—b+b:O ning c-(—— +d=-d+d=0.
a c
Ruutvorrandi
x> -x+1=0
diskriminant on aga —1 -4-1 = —5 < 0, seega poliinoomil x* — x + 1 ei leidu

reaalarvulisi nullkohti. Jarelikult peab ta olema taandumatu.

Ulesandes 10.2 tundis tdhelepanelik lugeja loodetavasti dra jirgmise koolidpikust
parineva tulemuse, mis annab {ildise eeskirja ruutkolmliikmete tegurdamiseks.

Teoreem 10.3 Kui ruutvorrandil ax?+ bx+ ¢ = 0 on lahendid x; ja x, siis kehtib vordus

ax’+bx+c=alx—x1)(x—x).

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

124 Peatiikk 10. Uhe muutuja poliinoomid

Ulesanne 10.6 (Loppvoor 1995, 9. klass) Leia koik tdisarvud 7, mille korral 4n*+16n—65
on algarv.

Lahendus. Vastus: sobivad n=-7jan=3.
Ulesande ruutkolmliikme tegurdamiseks vaatleme n-i reaalarvulise muutu-
jana ja lahendame ruutvérrandi 4n? + 161 — 65 = 0. Ruutvorrandi lahendivalem

annab
- -16+ \/(—16)2—4-4-(—65) _ —16+Vv1296 -16+36
be 2-4 B 8 T8
I 13 . S L .
Niisiis ny = 5 jany = 2 mistottu teoreemist 10.3

2 13 5
4n“+16n—-65=4- n+? n—z =2n+13)(2n-5)

iga reaalarvu, aga jarelikult ka iga tdisarvu n jaoks.

Korrutis (2n + 13)(2n —5) saab tdisarvulise n korral anda algarvu ainult siis,
kui2n+13 =+1v06i2n—-5=+1. Voimalikud »n vdirtused on seega —7,—6,2 ja 3.
Leiame uuritava avaldise vdirtuse nende n-ide jaoks.

2-(=7)+13)(2-(=7)=5) = (-1)- (-19) = 19,

(2-(-6)+13)(2-(-6)-5)=1-(-17) =-17,
(2-:2+13)(2-2-5)=17-(-1) =-17,
(2-3+13)(2-3-5)=19-1=19.

Kuna —17 pole algarv, sobivad ainult n = -7 ja n = 3.
Harjutuses 10.2 ndgime, et reaalarvuliste kordajatega poliinoomi juure leidumine on

tihedalt seotud lineaarteguri leidumisega. Osutub, et need omadused ongi samavéarsed.
Jargmist teoreemi tuntakse ka Bézout’ viikese teoreemi' nime all.

Teoreem 10.4 Olgu P(x) reaalarvuliste kordajatega poliinoom ja a € R. Poliinoomi
P(x) jagamisel vahega x — a tekkiv jadk on P(a). Muuhulgas on a poltinoomi P(x)
juureks parajasti siis, kui (x — a) | P(x).

Toestus. Jagame poliinoomi P(x) jddgiga poliinoomiga x — a. Kuna x — a on 1. astme
poliinoom ja jadk on jagajast madalam astmega, saab jddk olla ainult 0. astme ehk
konstantne poliinoom; olgu ta néditeks c. Tdhistades jagatise Q(x) saame

Px)=(x—a)-Q(x)+c.

See vordus kehtib muutuja x iga vdartuse korral, muuhulgas ka siis, kui x = a. See
asendus annab
Pl@=(a-a)-Q@+c=0-Q@+c=c;

teisisonu — poliinoomi P(x) jagamisel vahega x — a tekkiv jadk ongi tdpselt P(a).
Niiiid on lihtne nédha, et a on poliinoomi P(x) juureks (st P(a) = 0) parajasti siis, kui
P(x) avaldub kujul P(x) = (x — a) - Q(x) mingi poliinoomi Q(x) korral, st (x — a) | P(x).
O

ftienne Bézout [bezu:] (1730 — 1783) oli tuntud prantsuse matemaatik.
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Teoreemi 10.4 saab kasutada poliinoomi lineaartegurite otsimiseks. Lihtne voimalus
selleks on proovida libi nditeks a = 1, a = 2, a = —1 jne ning kui moni neist osutub P(x)
juureks, olemegi leidnud lineaarteguri x — a.

Eriti lihtne on kontrollida, kas a = 1 on juur voi mitte. Selle juures osutub kasulikuks
jdrgmine teoreem.

Teoreem 10.5 Poliinoomi kordajate summa vordub tema védédrtusega kohal 1.

Toestus. Olgu

1

P(x)=apx"+ap_1x" ' +...+arx' +ap.

Kuna iga i korral 1' = 1, saame
PM=a, 1"+ay,_1-1" ' +...+a1- ' +ag=an+an_1 +... + a1 + ay.
O

Teoreemist 10.5 saamegi lihtsa kriteeriumi otsustamaks, kas 1 on vaadeldava polii-
noomi juur.

Teoreem 10.6 Arv 1 on poliinoomi P(x) juureks (ja seega ka P(x) : (x — 1)) parajasti
siis, kui selle poliinoomi kordajate summa on 0.

Harjutus 10.3 Poliinoomi kordajate pohjal saab lihtsasti otsustada ka seda, kas —1 on
antud poliinoomi juureks voi ei. Kuidas?

Ulesanded

Ulesanne 10.7 (Kevadine lahtine voistlus 2006, noorem rithm) Leia koik reaalarvud,
millel on jirgmine omadus: selle arvu kuubi ja ruudu vahe on vordne selle arvu ruudu
ja arvu enda vahe ruuduga.

Ulesanne 10.8 (Loppvoor 2021, 9. klass) Lahenda vorrand
2 1
x“+11=6(x+—].
X

Ulesanne 10.9 (Piirkonnavoor 2018, 10. klass) Leia vorrandisiisteemi

x2+y—2:0
y2+x—2:0

koik reaalarvulised lahendid.

Ulesanne 10.10 (Loppvoor 2013, 10. klass) Kas hulkliiget x* + x% + 1 saab esitada korru-
tisena hulkliikmetest, kus muutuja x astendaja on vdiksem kui 4 ja koik kordajad on
reaalarvud?
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Ulesanne 10.11 (Loppvoor 2018, 12. klass) Toesta, et mistahes positiivse reaalarvu x
korral
(x+1)(x+2)(x+5) =36x.

Ulesanne 10.12 (Kevadine lahtine voistlus 1993) Ndita, et hulkliige Ax>+17x+ 14)k -1
jagub hulkliikmega x* + 4x + 3 mistahes positiivse paarisarvulise astendaja k korral.

Ulesanne 10.13 (Stigisene lahtine voistlus 2008, vanem rithm) Avaldises (x* + x3 -
3x% + x + 2)%°% viiakse astendamine lbi ja koondatakse sarnased liikmed. Toesta, et
vdhemalt iiks saadav hulkliikme kordajatest on negatiivne.

Ulesanne 10.14 (Stigisene lahtine voistlus 2007, vanem rithm) Kas kehtib véide, et
suvaline tdisarvuliste kordajatega poliinoom P(x) = a,,x"" +...+a; x+ ay, mille viirtus
iga tdisarvulise argumendi x korral on kordarv, avaldub kujul P(x) = Q(x) - R(x), kus Q
ja R on tdisarvuliste kordajatega poliinoomid, mis pole konstantselt 1 ega —1?

Ulesanne 10.15 (Loppvoor 2015, 11. klass) Leia koik sellised positiivsed tdisarvud n,
mis esituvad mingi algarvu positiivse tdisarvulise astmena ja mille korral vorrandil

X-2x>+2x-1=n

leidub tdisarvuline lahend.

Lahendused

10.7 Vastus: on 0,1 ja 2.
Tahistades otsitavat reaalarvu muutujaga x, saame vorrandi

x3_x2:(x2_x)2’

x3—x2:x4—2x3+x2,

0=x*-3x>+2x%.
Tegurdame saadud vorrandi avaldise:
xt-3x3+2x% = xz(x2 —-3x+2).

Kas avaldist x*>—3x+2 saab edasi tegurdada? Jah, saab kiill. Selleks voime kasutada
niiteks teoreemi 10.3. Taandatud ruutvorrandi x> — 3x + 2 = 0 lahendid on

3+ 9 3+vq 3+1 ) )
X = - —— 4= —=—=—x— X1=4,X2=1,
L2755V, 27 Va 272 1 2

niisiis x> —3x+2 = (x—2)(x—1). Kokkuvottes saame vorrandi
P(x-2)(x-1)=0,

mille lahenditeks on 0,1 ja 2. Lihtne kontroll néitab, et koik leitud arvud rahulda-
vad tilesande tingimusi.
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10.8 Korrutame molemad vorrandi pooled muutujaga x ning viime koik lilkkmed iihele
poole. Tulemusena teiseneb antud vorrand kujule

X-6x*+11x-6=0.

Nédeme, et 1 -6+ 11—6 =0, jdrelikult on 1 vaadeldava vorrandi iiheks lahendiks ja
poliinoomi x® — 6x* + 11x — 6 juureks. Teoreemi 10.4 phjal peab see poliinoom
jaguma poliinoomiga x — 1. Teeme jagamise ldbi.

¥ -6x2+11x—6=(x—1)(x>*-5x+6)

-x° +x°
—5x°+11x
5x> —5x
6x—6
—6x+6
0

Selleks, et korrutis vorduks nulliga, peab nulliga vorduma iiks teguritest. Jarelikult
saame antud vorrandi tilejadnud lahendid leida ruutvorrandist

x> -5x+6=0,

mille lahenditeks on 2 ja 3. Algse vorrandi lahendid on seega 1, 2 ja 3.

10.9 Kui midagi paremat pidhe ei tule, katsetame asendusvottega. Esimesest vottandist
saame y = 2 — x° ning selle asendamine teise vorrandisse annab

2-x*)?+x-2=0,
xt—4x*+x+2=0.
Neljanda astme vorrandit ndhes pole veel vaja ehmuda. Voibolla on moned tema

lahendid lihtsalt dra arvatavad? Toepoolest, kuna 1 -4 + 1 + 2 = 0 teame kohe, et
x = 1 sobib lahendiks. Jagame poliinoomi x* — 4x* + x + 2 l4bi poliinoomiga x — 1

ja saame
¥ —4x® +x+2=(x-D(+x*-3x-2)
—xte i
x3—4x?
-x° +x°
-3x% +x
3x%-3x
—2x+2
2x—2
0

Korrutis saab olla null ainult siis, kui iiks teguritest on null. Algse vorrandi
iilejddnud lahendid leiame jdrelikult vorrandist

B +x>-3x-2=0.

https://varamu. eu Versioon: 05.11.2024 Tagasiside: matemaatika@varamu.eu


https://varamu.eu
mailto:matemaatika@varamu.eu

128

Peatiikk 10. Uhe muutuja poliinoomid

10.10

Selle lahendeid otsides proovime ldbi absoluutviartuselt viikeseid muutuja x
vadrtusi, kuni leiame, et x = —2 puhul (=23 +(-2)>-3-(-2)-2=-8+4+6-2=0.
Oleme leidnud teise lahendi ja iilejddnud lahendite leidmiseks jagame poliinoomi
x® + x* —3x—2 poliinoomiga x + 2.

X +x2-3x-2=(x+2)(x*-x-1)

—x3-2x?
2
-x“-3x
xX*+2x
-x-2
xX+2
0

Niisiis oleme esitanud
x—axt+x+2=(x-Dx+2)(xF*-x-1)
ja algse vorrandi iilejadnud lahendite leidmiseks piisab lahendada ruutvorrand
x> —x-1=0.

5
Selle lahenditeks on . Oleme saanud koik voimalikud muutuja x vadrtused.

Leides vastavad y véirtused vorrandist y = 2 — x?, saame kokkuvdtteks lahendid

1+v5 1-v5 - 1-v5 1+v5
2 2 | 2 2

sobivad ka algse vorrandististeemi lahenditeks.

(1) 1)) (—2, _2))

. Kontroll néitab, et koik need

4. astme hulkliikme tegurdamisel peab tekkima kas kaks ruutpoliinoomi voi vdhe-
malt iiks lineaarpoliinoom.

Uurime koigepealt lineaarpoliinoomi saamise voimalust. Teoreemi 10.4 pohjal
peaks antud hulkliikmel sel juhul leiduma reaalarvuline juur. Muutujavahetusega
y = x* saame ruutvorrandi

y2 +y+1=0

mille determinant 1 —4-1 = —3 on negatiivne. Jarelikult pole sellel vorrandil
reaalarvulisi lahendeid, mistdttu pole hulkliikmel x* + x* + 1 ka reaalarvulisi juuri.

Jadb iile ainult voimalus, et see hulkliige esitub kahe ruutpoliinoomi korrutise-
na. Nii hulkliikme x* + x* + 1 pealiikme kui ka vabaliikme kordaja on 1. Proovime,
kas me suudame teguriteks leida ruutpoliinoomid, mille ruut- ja vabaliikme kor-
dajad on samuti 1, st otsime tegurdust kujul

P xPr1= (2 +1)(x? +1).

Kuna (x°+1)% = x*+2x%+1, siis peab vihemalt tihes teguris esinema ka lineaarliige.
See omakorda tdhendab, et lahti korrutades saame nii 1. kui 3. astme liikmeid, mis
peavad l6pptulemusest vélja koonduma. Seega on motet proovida iihte tegurisse
lineaarliiget pluss- ja teise miinusmaérgiga. Koige lihtsam valik +x ja —x viib kohe
sihile, sest vordus

X+ xl+1= (x2+x+ 1)(x2—x+ 1)

osutub toeseks. Oleme leidnud otsitava tegrduse.
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10.11 Pérast sulgude avamist ja sarnaste liikkmete koondamist leiame, et iilesande vorra-
tus on samavéarne vorrarusega

X +8x°—19x+10=0.

Paneme tdhele, et vorratuse vasaku poole poliinoomi kordajate summa on
0, jarelikult jagub see poliinoom teoreemi 10.6 pohjal kaksliikmega x — 1. Teeme
jagamise ldbi:

X+8x2—19x+10=(x—1)(x*+9x—10)

-2 +x?
9x% - 19x
-9x°> +9x
—10x+10
10x—10
0

Jirgmiseks tegurdame jagatiseks saadud poliinoomi x? +9x — 10. Selleks on
mitu voimalust. Kuna ka selle poliinoomi kordajate summa on 0, saame jille
kasutada teoreemi 10.6. Teine véimalus on lahendada ruutvorrand x* +9x—10=0
ja leida tegurdus teoreemi 10.3 abil. Kolmas voimalus on Viete'i valemite abil
(vt jaotis 10.4) tegurdus lihtsalt 4ra arvata. Igal juhul saame, et x* +9x — 10 =
(x—=1)(x+10).

Kokkuvottes x> +8x? —19x+10 = (x—1)?(x + 10). Kuna iga positiivse reaalarvu
x korral kehtivad voratused (x — 1) = 0 ja x + 10 > 0, saamegi neid korrutades
iilesande vorratuse toestada.

10.12 Paneme tihele, et poliilnoomi x* + 4x + 3 juured on —1 ja —3, niisiis tegurdub
see poliinoom teoreemi 10.3 pohjal kujul x* + 4x + 3 = (x + 1) (x + 3). Ulesande
lahendamiseks tuleb seega niidata, et paarisarvulise k korral (4x*+17x+ 14) k_1:
(x+1)ja@x®>+17x+14)%-1: (x+3).

Bézout’ vdikese teoreemi (teoreem 10.4) pohjal piisab, kui nditame, et -1 ja —3
on ka poliinoomi (4x*+17x+14)* -1 juured. Need véited jarelduvad aga lihtsatest
rehkendustest:

4-(=1)2%+17-(-D+14* -1=@-17+19* -1=1F-1=0,
(4-(=3)%+17-(=3)+14)*-1=36-51+14)F-1=(-1*k-1=0,

sest k on iilesande tingimuste pohjal positiivne paarisarv.

10.13 Olgu P(x) poliinoom, mis saadakse iilesande avaldise ldbiastendamisel ja sarnaste
lilkmete koondamisel. Poliinoomi pealiikme x8%3? kordaja on 1 ja vabaliige on
22098 Teoreemi 10.5 pdhjal on selle poliinoomi kordajate summa

P(1)=(QQ*+1°-3-1% +1+2)%008 = 22008

Kuna tema pea- ja vabaliikmete summa on 229%

olema ka negatiivne.

+ 1, peab mone liikkme kordaja
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10.14 Vastus: ei.

10.15

Kontraniiteks sobib politnoom P(x) = x* — x + 4.

Iga tiisarvu x korral on x* ja x sama paarsusega, jarelikult on x* — x ja x* — x +4
paarisarvud. Teisest kiiljest kehtib vordus x* — x = (x — 1) x. Kahe jérjestikuse tiis-
arvu korrutis on alati mittenegatiivne, seega iga tdisarvu x korral kehtib vorratus
x% — x +4 = 4. Jarelikult on x* — x + 4 iga tiisarvu x korral kordarv.

— x +4 pealiikme kordaja on 1. Kui ta esituks kahe téis-

2

Poliinoomi P(x) = x*
arvuliste kordajatega poliinoomi korrutisena, peaks nende pealiikmete kordajad
olema kas 1 voi —1. Kuna iilesande tingimuste pohjal ei saa need tegurid olla
konstantselt 1 ega —1, peaks P(x) tegurduma lineaartegurite korrutiseks. See ta-
hendaks omakorda, et poliinoomil P(x) peaks leiduma juur, aga ruutvorrandil
x% — x +4 = 0 pole lahendeid. Niisiis ei saa poliinoomi P(x) = x> — x + 4 iilesandes
kirjeldatud viisil tegurdada.

Lihtne on ndha, et poliinoomi X-2x>+2x-1 kordajate summa on 0, seega
teoreemi 10.6 pohjal on 1 tema juureks. Jarelikult jagub see poliinoom lineaarpo-
liinoomiga x — 1. Labi jagades saame:

B2 42x—1=(x-DE*>-x+1)

—x3 +x?
2
—-Xx“+2x
X —x
x-—1
—-x+1
0

Paneme tihele, et x>—x+1 = x(x—1)+1, jarelikult peavad tdisarvud x—1 ja x2—x+1
olema iihistegurita. Lisaks nieme, et kuna ruutpoliinoomi x* — x + 1 diskriminant
(-1)? —4 = -3 < 0, omandab ta ainult positiivseid viirtusi. Hulkliikmete x — 1 ja
x* — x + 1 korrutis peab tdisarvulisel kohal x olema mingi algarvu p positiivne
tdisarvuline aste, jarelikult on ainus voimalus, et iiks neist on p° = 1 ja teine p?,
kus a on positiivne tdisarv.

Kui x—1 = 1, siis x = 2 ja x*—x+1 = 3, mis annab lahendi 7 = 3!. Kui x*—x+1 =
1, siis x> — x = 0, kust saame x = 1 v6i x = 0. Siis aga vastavalt x> —2x%> +2x-1=0
ja x3—2x%+2x—1=—1, mis kumbki ei sobi.

Jérelikult on ainsaks lahendiks 7 = 3.

Viete’i valemid

Selles jaotises uurime, kuidas on omavahel seotud poliinoomi juured ja kordajad.

Otsime ruutpoliinoome juurtega x; ja x,. Me teame teoreemist 10.4, et koik niisu-
gused poliinoomid peavad jaguma lineaarpoliinoomidega x — x; ja x — x,. Jarelikult
peavad koik ruutpoliinoomid, mille juured on x; ja xp, esituma kujul

a(x—x1)(x—x2),

kus a on mingi nullist erinev reaalarv (vaata ka teoreemi 10.3). Siin jaotises vaatleme
peamiselt taandatud poliinoome, mille pealiikme kordaja a = 1. Ndeme, et juurtega x;
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ja x, taandatud ruutpoliinoome on tédpselt iiks, nimelt (x — x;) (x — x»). Korrutame selle
avaldise lahti, et leida vastava poliinoomi kordajad:

(x—xD(x—x2) = x° - (X1 +x2)x+X1X%2.

Siit saame tuletada Viete'i teoreemi® taandatud ruutpoliinoomi jaoks.

Teoreem 10.7 Kui taandatud ruutpoliinoomi x>+ px+ ¢ juured on x; ja x,, siis kehtivad
seosed
p = = (xl + x2) »

q=Xx1x2.

Samasuguse tulemuse saame anda ka 3. astme hulkliikmete jaoks. Otsime taandatud
kuuppoliinoomi juurtega x;, x» ja x3. Sarnaselt eelmise aruteluga leiame, et ainus selline
poliinoom saab olla (x — x1) (x — x2) (x — x3). Teda lahti korrutades leiame:

x—x)x—x)(x—x3) = x3 - (X1 +x0 + xg)x2 + (X1X2 + X2 X3+ X3X1)X — X1 X2 X3.

Jarelikult kehtib Viete'i teoreem kuuppoliinoomide jaoks jargmises sdonastuses.

Teoreem 10.8 Kui taandatud kuuppoliinoomi x° + px® + gx + r juured on x1, X ja X3,

siis kehtivad seosed
p=—(x1+x2+x3),

q = X1X2 + X2 X3 + X3X1,

r=—X1X2X3.

Harjutus 10.4 Milline ndeb Viete'i teoreem vélja 4. astme poliinoomide jaoks?

Nagu eespool juba 6eldud, on Viete'i teoreemi valemid vdga kasulikud iilesannetes,
kus tuleb omavahel siduda poliinoomi kordajad ja juured.

Ulesanne 10.16 (Piirkonnavoor 2019, 10. klass) Olgu p ja g sellised reaalarvud, et
ruutvorrandil x* — px + g = 0 on kaks reaalarvulist lahendit x; ja x,. Leia x} + x3.

Lahendus. Viéte'i valemitest teame, et x; + X = p ja x;x = q. Jarelikult saame
avaldada

3, .3 2 2 2
X7+ x5 = (X1 + x2) (X7 — X1 X2 + X5) = (X1 + x2) (1 + X2)° —3x1X2) =

=p(p*-3q9) =p*-3pgq.

Ulesanded

Ulesanne 10.17 (Piirkonnavoor 2020, 10. klass) Leia koik reaalarvude paarid (p, q),

ZFrancois Viete [vi'et] oli 16. sajandi prantsuse matemaatik. Sageli kasutatakse ka tema latiniseeritud
nimekuju Franciscus Vieta [viet’a].
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mille korral ruutvérrandil x* + px + g = 0 on kaks erinevat lahendit g jagq.

Ulesanne 10.18 (Piirkonnavoor 1995, 10. klass) Olgu p, g tdisarvud ning x;, x, ruutvor-
randi x* + px+ q = 0lahendid. Kas on voimalik, et |x; — x2| = V19952

Ulesanne 10.19 (Piirkonnavoor 2012, 9. klass) Leia ruutvérrandi x* + px+12 = 0 kordaja
p koik vddrtused, mille korral selle ruutvorrandi lahendite vahe on 1.

Ulesanne 10.20 (Piirkonnavoor 2007, 10. klass) Leia koik sellised reaalarvude neli-
kud (a, b, c,d), kus c ja d on ruutvérrandi x* + ax + b = 0 lahendid ning a ja b on
ruutvorrandi x2 + cx + d = 0 lahendid.

Ulesanne 10.21 (Siigisene lahtine voistlus 2009, noorem rithm) Ruutvorrandi ax® +
bx + ¢ = 0 kordajad a, b, ¢ on tdisarvud. Olgu x;, x» selle ruutvorrandi lahendid. Koosta
tdisarvuliste kordajatega ruutvorrand, mille lahendid on arvud x‘;’ ja xg .

Ulesanne 10.22 (Loppvoor 2000, 11. klass) Leia koik a vdartused, mille korral vorrandil

x3 = x+ a = 0 on kolm erinevat tiisarvulist lahendit.

Ulesanne 10.23 (Loppvoor 2007, 11. klass) Leia koik sellised reaalarvud a, mille korral
ruutvorrandi x* — ax + a = 0 lahendid on tiisarvud.

Lahendused
10.17 Vieéte'i teoreemi pohjal saame vorrandisiisteemi
__(P
b= p(g * q) .
q= 3 q

Siisteemi teine vorrand saab kehtida siis, kui g = 0 voi p = 3. Kui g = 0, siis esimese
vorrandi pohjal saame, et ka p =0, aga see tdhendaks, et ruutvorrandi lahendid
on vordsed. Kui p = 3, jddb siisteemi esimene vorrand kujule

3=—-(1+¢q),
kust saame q = —4. Vorrandilahendid 1 ja —4 on tGepoolest erinevad, seega ainuke

tilesande vastuseks sobiv arvupaar on (3, —4).

10.18 Vastus: ei.
Viete'i teoreemi pohjal teame, et x1 + x» = —p ja x; x2 = q. Seega peaks kehtima
vordused

1995 = (x; — xg)2 = x% —2X1X2 + x% = xf +2x1X2 + x% —4x1Xxp =
= (x1 +X2)° +4x1x2 = p° —4q,
millest jareldub p? = 1995 + 44. See pole voimalik, sest 1995 + 4¢g annab 4-ga

jagades jddgi 3, aga tdisarvude ruudud saavad 4-ga jagades anda ainult ja&gi 0
voi 1.
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10.19

10.20

10.21

Olgu vorrandi lahendid x; ja x,. Viéte'i teoreemi pohjal teame, et x; + x, = —p
ja x1x2 = 12. Arvude x; ja x, vahe on 1 parajasti siis, kui nende vahe ruut on 1.
Avaldame

1=(x; - xg)2 = xf —2X1X2 + xg = xf +2X1X2 + x% —4x1Xy =
=(x + xg)2 —4x1Xxp = pz —48.
Jarelikult kehtib vordus 1 = p® — 48 ehk p? = 49, mistottu kordaja p kohale sobivad

parajasti ainult arvud 7 ja 7.

Vastus: sobivad koik nelikud kujul (a, 0, —a,0), kus a on suvaline reaalarv, ja nelik
(1,-2,1,-1).
Viete'i valemite pohjal saame vorrandisiisteemi

a=-(c+d)
b=c-d
c=—(a+b)’
d=a-b

Asendus siisteemi esimesest ja teisest vorrandist kolmandasse annab

c=—(—(c+d)+cd)),
c=c+d-cd,
0=d(l1-o).

Niisiis tuleb ldbi vaadata kaks juhtu.

Kui d = 0, siis siisteemi teise vorrandi pohjal ka b = 0 ning kolmanda vorrandi
pohjal ¢ = —a. Kuna vérrandi x* + ax = 0 lahendid on 0 ja —a ning vorrandi
x> — ax = 0 lahendid on 0 ja a, sobivad ko6ik nelikud kujul (a,0, —a,0).

Kui d # 0, siis tilaltuletatud vorduse pohjal ¢ = 1. Siisteemi teisest vorrandist
saame siis b = d. Kuna jdrelikult ka b # 0, saame siisteemi neljandast vorrandist
a = 1. Siisteemi esimene vorrand annab niitid 1 = —(1 + d), millest saame d = -2
ja jarelikult ka b = —2. Kuna vérrandi x* + x — 2 = 0 lahendid on tdepoolest 1 ja -2,

sobib vastuseks ka nelik (1,-2,1,-1).
Kuna ruutvérrandi puhul a # 0, voime vorrandi taandada ja kasutada taandadud

~ . c . NRT . .
vorrandi x>+ —+—=0 jaoks Viete'i teoreemi, millest saame
a a

X1+ X =——
a

c?.
X1X2 = —
a

Avaldame x} + x5 ja x} x3. Koigepealt saame

3 3 2 2 2
X7 + X5 = (X1 4+ 2x2) (X7 = X1X2 + Xx5) = (1 + x2) (X1 + X2)° = 3x1%2) =

b(( b)2 c) b  bc
=—||-=| -3=|=-=+3—.
a a as a?

Kuna teisest kiiljest

3.3 3 c?
xlxzz(xl-XZ) :E’
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10.22

10.23

b® _bc 3
on x} ja x; ruutvorrandi x* + (—3 —3— |+ —5 = 0 lahenditeks. Korrutades saadud
a a a
vorrandi molemaid pooli a*-ga, jaivad lahendid samaks ja tulemuseks on tiisar-
vuliste kordajatega vorrand a®x? + (b® — 3abc) x + ¢ = 0, mis sobibki otsitavaks.

Vastus: a = 0 on ainus voimalus.
Olgu iilesande vorrandi lahendid k,! ja m. Viéte'i valemite pohjal teoree-
mist 10.8 teame siis, et kehtivad vordused

O=k+1+m,
-1=kl+Im+mk,
a=-kilm.

Tostame esimese vorduse ruutu ning kasutame teisendamisel teist vordust:
0=(k+1+m)?=k*+ 1>+ m* +2(kl+Im+mk) = k*+ >+ m* -2,
millest omakorda jareldub vordus
K+ +m?=2.
Kuna k, [ ja m peavad olema erinevad tdisarvud, saavad nad olla ainult —1,0ja 1

mingis jarjekorras. Igal juhul a = —kIm =0.

Vastus: 0 ja 4.
Olgu iilesande ruutvorrandi lahendid x; ja x, Viete'i valemitest saame vorran-
distlisteemi
X1+Xo=a
{ X1xo=a’
Niisiis tuleb leida vorrandi
X1X2 = X1+ X2

tdisarvulised lahendid. Paneme tidhele, et x; = 1 ei sobi, sest vorrandil x, =1+ x,
pole lahendeid. Eeldusel x; # 1 saame teisendada

X1Xp = X1 + X2,

X2(x1—-1)=x1,
X1

Xy = .
2 x1—1
X1
x1—1
juhtudel x; = 0ja x; = 2. Siis vastavaltka x, =0jax, =2ninga=0jaa=4.

Avaldis

on tdisarvulise x; korral tdisarv ainult siis, kui x; —1 = +1, st parajasti
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